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Corrigé du controle continu n° 1
FEzxercice 1. cf. cours

Ezercice 2. (1) Si I # 0, disons [ > 0 (on peut le supposer quitte a remplacer f
par —f). Soit M tel que f'(z) > [/2 pour x > M. Alors pour z > M on a
f(x)—f(M) = f'(c)(x—M) pour un c entre M et z, donc f(z) > f(M)+L(z—M),
mais cette expression tend vers +oo quand x — 400, ce qui condredit le fait que f
converge Vers a.

(2) On peut prendre par exemple f(x) = sin(x?)/x sur |1, +oo[ (et Pétendre a R de
fagon C).
(3) Comme g est de classe C!, elle est localement lipschitzienne, et le théoreme de
Cauchy-Lipschitz s’applique au voisinage de tout point (f,79) € R?. Soit alors
y :Ja, B|— R une solution maximale, qui est C’l comme g est continue
Alors pour tout ¢ € R, y(t) ) + fo ) + fo , donc
ly(t)] < |y(0)] + Mt, ou M € R est une borne superleure pour lg].
Cette formule montre que y(t) est bornée lorsque t — 57, donc le lemmme des
bouts implique que = 4oc.
Alternativement, on peut redémontrer ce résultat; si § < +o00, y est uniformément
continue sur |3 — €, 3] (grace a la borne sur sa dérivée), donc elle admet une limite
[ quand t — [~ (par le critere de Cauchy). Cauchy-Lipschitz donne une unique
solution (locale) pour la condition initiale y(5) = [, qui contredit la maximalité a
droite de la solution.
L’argument est presque le méme pour oo = —o0.
(4) Sous les hypotheses, 'équation différentielle donne hm y'(t) = lim g(y(t)) =

——+o00 t——+00

g(«) par continuité de g (en o € R). Alors la partie (1) implique que g(a) =0.¢

Exercice 3. Pour t > 0, I'équation est équivalente a y' = ¥ + /1 + ()2, et pour ¢ < 0 elle
est équivalente & y' = ¥ — /T + (¥)2 (puisque dans ce dernier cas t = —v/#2). En posant
z = y/t, 'équation dev1ent 2(t)//1+ z(t)? = 1/]|t].

Pour ¢ > 0, on trouve argsh(z(t)) = Int + C, ou encore y(t) = (Kt* — 1/K)/2 pour
une constante K > 0 arbitraire (hormis le fait d’étre positive). De méme, pour ¢ < 0, on
trouve z(t) = sh(—In(—t) + D), ce qui donne y(t) = (Lt* — 1/L)/2, pour une constante
L>0.

Ceci donne deux familles de solutions sur R* et R, mais il est clair qu’en prenant K = L,
ces deux solutions se recollent en un fonction C' sur R, donnée par y(t) = (Kt?* —1/K) /2.

Noter que Cauchy-Lipschitz ne s’applique pas au voisinage de (0, a) pour a € R (I’équation
sous forme résolue a un membre droite singulier en ¢t = 0). En revanche, si y(t) est une
solution définie sur un voisinage de 0 avec y(0) = a, alors 0 - y'(0) — a = v/0? + a?, donc
a < 0. Par ailleurs, pour ¢t < 0, y(t) doit valoir (K#* — 1/K)/2, donc K = —1/2a. De

méme, pour ¢ > 0, on obtient la méme formule.
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Donc toutes les solutions maximales sont définies sur R, et données par a — t*/4a pour
un a < 0.

Ezercice 4. (1) Comme u est différentiable, ||u(t)||* est différentiable, et 7(t) I'est aussi
en tout ¢ ol u(t) # 0 (puisque z — +/x est dérivable sur R* ). De plus, pour un
tel £, 7'(t) = (u(t), u'(t))/r(t) = (u(t), f(t, u(t))/r(t), donc r'(t) < |[f(t u(t))]] <
F(|lu(t)]|) = F(r(t)) (on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

(2) Soit J =|a, f], et supposons que [ < 4o0o. Alors, par le théoreme des bouts,
r(t) — 400 quand t — S~. En particulier ﬂ existe un t; tel que r(t) ne s’annule

pas sur |t1, 5[, et la partie (1) donne f o) F —ty < B —tg, ce qui contredit
I'hypothése sur 'intégrale de 1/F. L’ argument pour montrer que @ = —oo est

similaire.

Ezercice 5. (i) On pose w(t) = a(t) — u(t) (on veut montrer que w(t) < 0 pour t < .
Supposons qu’il existe un t > ¢, tel que w(t) > 0, et notons t; = inf{t > to|w(t) = 0}
(par continuité et le théoreme des valeurs intermédiaires, cet ensemble est non-vide).
Par continuité de w, on a w(t;) = 0, mais par définition de I'infimum (et le théoreeme
des valeurs intermédiaires) on a w(t) < 0 pour tout ¢ entre ¢y et ¢;.

Par ailleurs w'(t1) = o/(t1) —u/(t1) < f(t1, a(t1)) — f(t1,u(t1)) = 0, puisque a(ty) =
u(ty). Donc w est strictement décroissante au voisinage de ¢y, ce qui contredit w(t) < 0
pour ¢ < ;.

Noter que cet argument n’utilise aucune hypothese sur f.

(ii) si a est une barriere supérieure sur / et si u est une solution de I'équation différentielle
y' = f(t,y) vérifiant a(to) > u(to) pour un tg € I, alors a(t) > u(t) pour tout t € [
avec t > .

(iii) On suppose que ce n’est pas le cas. Pour ¢ < d, on a u(d c)+ f s)ds >

u(c) — (d* — %) /2, donc u(c) < u(d) + (d* — *) /2, qui tend Vers —oo quand c — —00.
Donc il existe un t; comme dans l'indication. Si v désigne I'unique solution de v = v?
avec v(t1) = u(ty), on a u(t) < v(t), mais v(t) = —1/(t —t; — 1/v(t1)) tend vers —oo
en tq + 1/U(t0) < ty.

(iv) Calcul élémentaire.

(v) Supposons que ty > 5/4. Alors par le point précédent, u est coincée entre oy et (3
pour tout t > t5. Si b < 400, par le lemme des bouts, lim;_,,- = —o0, mais cette
limite est minorée par a;(b). Si 1 < to < 5/4, on montre que u(t) < f1(t) pour t
assez grand (cf. la preuve de (d)).

(vi) Les barrieres inférieure ay et supérieure 5 donnent que si u sort de la région entre
s et By, alors elle n’y revient jamais. En particulier, en remontant dans le passé, on
voit que si u(t;) = Pa(t1) ou u(ty) = as(ty), alors u est entre By et ap pour tout ¢
entre 0 et ¢; (en particulier dans ce cas I'intervalle de définition contient [0, ¢;], par le
lemme des bouts).

(a) Pour t; > 0, on note A(¢1) la valeur en 0 de la solution telle que u(t;) = Ba2(t1)

(resp. p(ty) la valeur en 0 de la solution telle que u(t) = as(t1)).



(vii)

3

Noter que A et p sont définies sur R™, continues (par continuité du flot), A(t) <
w(t) pour tout t > 0, et A croit (resp. p décroit). On note [ = lim A\, m = lim p.
Pour tout A € [[,m], on a alors une solution globale (par le théoreme des bouts
et Cauchy-Lipschitz).

On veut montrer que I = m. Supposons qu’il existe deux solutions u,v avec
condition initiales entre 0 et 1 et qui sont globales a droites. Noter que u et v
sont alors toutes deux équivalentes a v/t (elles restent entre [ et ap).

Pour w(t) = u(t) —wv(t), on a alors w'(t) = w(t)(u(t)+wv(t)), donc si w ne s’annule
pas, 2r1Viw(t) < w'(t) < 2reVtw(t), pour 0 < Ky < 1 < Ky, et pour t assez
grand.

. . 4K1 43/2
Par comparaison, avec les solutions de w’' = 2k;w+/t, on a alors w(0)es " <

w(t) < 111(0)64%'53/2 ce qui n’est possible que si w(0) = 0, puisque w est majorée
par 2v/1.

Dans ce cas, il existe un ¢; tel que u(t) > v/t + 1 pour tout ¢t > ¢;, mais alors
comme u'(t) = u(t)> —t > 1, u(t) > u(ty) +t —t;, qui est plus grand que /2t
pour t assez grand. Donc il existe un ty > t; tel que u(t) > /2t pour tout
t > to. On utilise alors cette estimation dans I'équation différentielle pour avoir
wW=u?—t>u?— %uQ = %uQ, et on compare avec les solutions de ¢y = %yQ.
Dans ce cas, il existe un ¢; tel que u(t) < /t pour tout ¢t < ¢;, et la barriere
inférieure oy donne alors b = +o0o0. Comme la solution décroit pour ¢t > 0, elle
admet une limite en 400, mais cette limite ne peut que valoir —oo (si limu(t) =
a, alors u/(t) — —oo, ce qui est impossible). En particulier, u est négative a
partir d'un certain temps.

On vérifie maintenant que u(t) ne peut pas rester au dessus de —y/t — 1. En effet,
soit t; tel que u(t) < 0 pour ¢ > t;. Supposons de plus que 0 > u(t) > —v/t — 1
pour tout ¢ > t;. Alors pour ces mémes valeurs de ¢, u'(t) = u(t)? —t <
t—1—1t=—1, donc u(t) = u(ty) + fttl u'(s)ds < u(ty) —t — t1. Ceci implique
que u(t) < —v/t — 1 pour t assez grand.

On se retrouve alors dans le méme cas que (v), et la solution est équivalente a
—/t pour t — 4-00.
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