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On rappelle les formules suivantes pour une courbe paramétrée biréguliére o dans R3 ;

K(t) = [lo’(t) Ao @) / [l ()], T(t) = —{o/(t) Aa”(t),a” () [ /() A" (1]
Exercice 1. On considére I'application A : R — My(R), A(t) = (é 1) .
1. Déterminer la résolvante Ry du systéme Y'(t) = A(t)Y(t), pour ty, t € R quelconques.
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A(s)A(t) = A(t)A(s) donc Rio = exp(fti A(u)du) = exp <2 2 % B %) -exp (O 0 0) —

2. Déterminer les solutions de Y' = AY + B ou B(t) = < t(z)/z ) Sol. part. Y (t) = R; C(t) avec

~

C'(t) = ROB(t) = €% (to 1_ t), e C(t)=ez2 (tott ) Sol. gén. : Y () = Rioyb—l—teé (%)

2
3. Déterminer la solution de Y’ = AY + B telle que Y (0) = ( (1) ) Y(t) = e (tl—:?f)

Exercice 2. On considére deux courbes v,w : I — R? de classe C*°. Enoncer et démontrer des
d d d
formules pour < (u(t), w(t)), aHv(t)H, 7 (v(t) ANw(t)) et £||U(t) Aw(t)]|.

L (v w) + (v, w')

2. (v, 0)/|vll

3.V Aw+vAW

4. (W Aw+vAw,vAw)/|lvAw

Exercice 3. Soit 7 : R — R? la courbe donnée par ~(t) = (cost,sint, cosht).

1. Calculer la coubure et la torsion de v en un point quelconque. ||7/(¢)|| = cht, |7/ (t) A" (t)|| =
2cosh?t. K(t) = v/2/cosh®t, (7/(t) A+"(t),7"(t)) = 2sinht, T(t) = — tanht/ cosht.

2. Déterminer le repére de Frenet en un point de parametre ¢y € R quelconque, et donner une
équation du plan osculateur & v en ce point. 7(t) = (—sint, cost,sinht)/ cosht. (7(t),~7"(t)) =
sinh ¢, v(t) = (v"(t) —sinh(t)7(t)) /(K (t) cosh® t) = (— cosh t cost +sinh tsint, — cosh ¢ sint —
sinhtcost, 1)/ cosht). B(t) = (coshtcost-+sinhtsint,coshtsint —sinhtcost, 1)/(v/2cosht).
Plan osculateur : ((x,y, z) — v(to), 5(to)) = 0.

Exercice 4. Soit v : I — R? une courbe de classe C* dont l'image est contenue dans la sphére
unité S% C R®. Montrer que la courbure de v est > 1 en tout point.

On peut supposer v paramétrée par longueur d’arc, donc " (t) = K (t)v(t). Comme (y(t), (¢

(v
1, ona (7'(t),y(t)) = 0, done (v'(2),7(t)) + (Y'(t),7'(t)) = 0, ou encore K()(v(t),v(1)) +1
Comme K (t) est par définition positive, (v(t),v(t)) < 0, et par Cauchy-Schwarz, —1 < (v,~)
Ceci donne K(t) = —1/(v(t),v(t)) > 1.
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