CHAPITRE 1

Notation.

Soit A un ensemble fini. On note |A| ou Card(A) le nombre des éléments de A.

Techniques de comptage

,—[Propriétés 1 (Propriétés élémentaires des cardinaux).W

J

1.

b) Plus généralement : |AU B| = |A|+|B|]—|AN B|.

b) |A; x Ay X ... x Al = A4 - |Ag| -+ | A,

b) Si f est surjective, alors |A| > |B.

Soit A, B deux ensembles finis, on a :
a) Si A et B sont disjoints (AN B = @), alors |AU B| = |A| + |B|.

c¢) Pour le produit cartésien : |A x B| = |A| - |B].
Geénéralisation. Soit A, Ay, ..., A, des ensembles finis.

a) Si Ay, Ay, ..., A, sont deux a deux disjoints, alors

|A; U Ao U. . UA| = A1 + A2+ ... + |A]

Soit f: A — B une application.
a) Si f est injective, alors |A| < |B|.

¢) Si f est bijective, alors |A| = |B|.

Démonstrations

1. a)

2. a)

On note n = |A| et p=|B|; A= {a1,0aq,...,a,} et B={by,ba,....b,}.
Comme AN B = @, alors on peut écrire AU B = {a,a,...,a,,b1,b2,...,b,} : il n’y a pas de
redondance entre les éléments de A et de B, et AU B contient n + p éléments distincts :

|JAUB|=n+p=1|A|+|B|

On introduit : A\ B = AN B : P'ensemble des éléments qui sont dans A et qui ne sont pas dans B.
Alors :

(AN\B)INB=(ANB)NB=AN(BNB)=ANJ =2, et
(A\B)UB=(AN@B)UB=(AUB)N(BUB) = (AUB)NQ = AU B.

De tout ceci et de a) on déduit que : |[AUB| =|(A\ B)UB| =|A\ B| + |B].
D’autre part : (A\ B)N(ANB)=ANBNANBCBNB=g

et (A\B)U(ANB)=(ANB)U(ANB)=AN(BUB)=ANQ = A, donc:
(A\B)U(ANB)| =|A\ B|+|ANB| <= |ANDB|=|A| — |AN B, et finalement :

|AUB| = |A\ B| + |B| = |A] +|B| - [AN B

Ax B =A{(ai,b;); 1 <i<netl<j<p}etcommesi(i,j)# (k,¢) alors (a;,b;) # (ax,b) alors
|AXx Bl =nxp=|A|-|B|

Preuve par récurrence.
Initialisation. |A;| = |A;] : le résultat demandé est vrai pour n = 1.
Hypothése de récurrence. Si A, Ay, ..., A, sont des ensembles finis deux & deux disjoints alors

A UA UL UA,| = AL + A+ ...+ |4,



Hérédité. Soit Ay, A, ..., A,, A,y des ensembles finis deux a deux disjoints; on a :
(AiUAU...UA)NA = (AiNA ) UANA U .UA,NA,)=0UQgU...UD =g,
d’ou :

1AL UAs U UA U A ] = (A UAs UL UA) U A 2 14, U Ao UL U Ay + [Av |

L |A1| + |A2| + ... + |Ay] + |Ansa] done la propriété est héréditaire.

Par récurrence.

Initialisation. |A;| = |A].

Hypothése de récurrence. Si A, Ay, ..., A, sont des ensembles finis, alors |A; x Ay X ... X A,|
= |Aq| - [Ag] -+ A,

Hérédité. Soit Ay, A, ..., A, A, 1 des ensembles finis, on a alors :

|Arx Aox. . X Arx Ar 1] = [(Arx Ao XA A 22 A < A A | 2 AL Ag] - - | A Ay |

CQFD.

En particulier, |A7| = |A4|".

Si f: A — B est injective, alors f(ay),..., f(a,) sont deux a deux distincts, donc

[F(A)] = [{f(ar), ..., flar)}| = 7 = [A] et comme f(A) C Balors |B| > [f(A)| = r = |A]

Si f: A — B est surjective (soit f(A) = B) : pour i € {1,2,...,p}, soit oy € A tel que f(a;) = b,.
Comme by, ...,b, sont deux & deux distincts, alors les réels oy, ..., a, sont deux a deux distincts et
comme ce sont des éléments de A : |A| > p = |B|.

f est bijective si et seulement si elle est a la fois injective et surjective, donc |A| < |B] et |B| < |A| :
donc |A| = |B.

Conséquence : Pour montrer que deux ensembles finis A et B ont méme cardinal, on sera souvent
amené & exhiber ou construire une application bijective entre A et B.

,—[Déﬁnition 1 (Image réciproque).]

) \

Soit E et F' deux ensembles, et f : E — F une application; a f on associe une application (image
réciproque de f)
-

ou P(F) est 'ensemble des parties de E.

L P(F) — P(E) ;
Brs f/(B) = {z € B; f(x) € B)

[Propriétés 2 (Propriétés de I'image réciproque).]

1.
i

7 (F) = E.
Soit {B;}icr une famille de parties de F'. Alors :

a) fl(iLeJIBi) =U (f/74(By)).

b) /(N B) =N (FB).
el i€l
Démonstration.

1. Soit « € E, on pose y = f(x) € F, alors z € f~'({y}) C f~'(F), donc E C f~(F); réciproquement et
par définition, f~!(F) est une partie de E, donc finalement f~}(F) = E.

2. a)

(azef’l(UBi)) & (f(a:)eUBZ-)

el i€l



= (Elz'o € I tel que f(x) € BZ-())
= (Elz'o € I tel que x € f’l(Bl-O)>
= € Uf‘1

el

Donc fl(iLeJIBz‘) = U (F1(B)).

el

o) = (e emB>

el i€l

Viel, f(x )
Viel, € f’l(Bi)>
= ze()((B))

el

—

/N 7 N

Donc fl(iDIBz‘) =N (f1(B)).

el

Lemme (des Bergers) }

Soit E et F' deux ensembles finis, et ¢ : E — F une application surjective. On suppose qu’il existe
k € N* tel que : Vy € F, |71 ({y})| = k.

Alors |E| =k - |F)|.

Pour compter ses moutons, le berger a deux solutions : soit il compte le nombre de tétes (chaque mouton

a une seule téte), soit il compte le nombre de pattes; comme chaque mouton a quatre pattes, alors :
nombre de pattes

4
Démonstration. D’aprés les propriétés 2. (de I'image réciproque) :

E=p ! (F)=¢'( LEJF{y}> =Ny (e '({y}).

yeF

nombre de moutons =

Or il est évident que si y et y’ sont deux éléments de F tels que y # ¢/, alors (o' ({y})) N (¢ ({¥'})) =

Les ¢ ' ({y}) pour y € F sont donc deux a deux disjoints, d’ou :

Bl = U (uh| = Xl (yh)| = k||

yelr yeF

puisque : Vy € F, |o~ ({y})| =

Proposition 3.}

Soit F et F deux ensembles finis. On note n = |E| et p = |F|. Alors |App(E, F)| = p*(= |F|!)
ou App(E, F) est ’ensemble des applications de E vers F.

Démonstration. Par récurrence sur n = |E|.
Initialisation. si n = |E| = 1, alors E = {a} et F' = {by,bs,...,b,}. Alors dans ce cas, App(E, F) =

3



App({a}, F') est I'ensemble des application f;, : {a} =F — F .
a+—b;
Les éléments by, ...,b, sont deux a deux distincts, donc les applications fy,, ..., f5, sont deux a deux dis-
tinctes et |App(E, F)| = p = p'.
Hypothése de récurrence. Si A est un ensemble fini tel que |A| = n, alors |App(A, F)| = p™.
Hérédité. Soit E un ensemble fini tel que |E| =n+1, et soit a € E. On pose E' = E \ {a}, alors |E'| =n
et par hypothés de récurrence : |App(E', F)| = p™.
Soit maintenant 'application ¢ : App(E, F) — App(E, F) : il est évident que Vg € App(E', F'),

I = fie
o Hg)={g; 1<i<ploug: E—F . On a alors |¢'(g)| = p, donc d’aprés le lemme
: /!
. g(z) sizeF
b; sizx=a

des bergers :
| App(E, F)| = p- | App(E', F)| = p-p" = p"*! CQFD.

Proposition 4.}
Soit E et F' deux ensembles finis avec |E| < |F|; on note n = |E| et p = |F.

Soit Znj(E, F) 'ensemble des applications injectives de E vers F', alors :
Znj(E, F)|=p(p—1)--(p—n+1).

Démonstration. Par récurrence sur n = |E|. On note F' = {by,...,b,}.
Initialisation. Si n = |E| = 1, alors E = {a} et il est évident que :
Inj(E,F) ={fy; 1<i<p}, et donc [Inj({a}, F)| = p.
Hypothése de récurrence. Si A est un ensemble fini tel que |A| = n < p, alors |Znj(A, F)| = p(p —
1)---(p—n+1).
Hérédité. On suppose que |E| =n+1avecn+1<p. Soita € Eet E' = E\ {a}, on a: |E'| =n et par
hypothése de récurrence : |App(E', F)|=p(p—1)---(p —n+1).
Soit I'application ¢ : Znj(E, F) — Inj(E', F) , alors on a :

f|—> f‘El
Vg € Inj(E", F), o~ ({g}) = {gs; b€ F\ f(E")},
ougy: F— F , et alors :
: /
s {g(az) sizelE
b siz=a

ot {g}) = |F\ f(E)] = |F|—|f(E")| = p—n > 1 donc ¢ est surjective, et d’aprés le lemme des Bergers :

1 Znj(E, F)| = (p—n)|Inj(E', F)| = (p—n)-n(p—1)---(p—n+1)=p(p—1)---(p—n+1)(p—n) CQFD

Proposition 5 (Corollaire).}

Si E et F sont deux ensembles finis tels que |E| = |F| = n, alors |Bij(E, F)| = n!
ou Bij(FE, F) est ’ensemble des applications bijectives de E sur F.

Démonstration. |Bij(F, F')| = |Znj(E, F)| car |E| = |F|, donc
|Bij(E,F)=n(n—1)---(n—n+1)=n(n—-1)---2-1=nl



,—[Proposition 6.]

Soit E un ensemble fini, on note n = |E| et pour tout entier k tel que 0 < k < n, Px(F) ensemble
des parties de E qui possédent k élements.

On note <

n

k

n n!
Alors : =
or (k) Kl(n — k)]

> = |Px(E)| le nombre de parties de E & k éléments :

Démonstration. On note J = Znj({1,2,...,k}; E) : on sait que |J| =n(n —1)---(n — k +1).
Soit alors I'application ¢ : 7 — Pr(E) )
f—=f{L,2,...,k})
Soit B € Py(E) : il est évident que o~ 1(B) = Bij({1,2,...,k}; B), donc
oY (B)| = |Bij({1,2,...,k}; B)] = k!, et par le lemme des Bergers :
Il nn—=1)---(n—-k+1) n!

— Kl _J
|71 = KlP(E)], done [Py(E)| = — o M — k)

Proposition 7.]

[{ (i1, 42, ... ,ik) € {1,2,...,n} tel que 1 < iy <ip < -+ < iy < n}| = (n)

k
Démonstration. On note I, = {(i1, 42, ..., i) € {1,2,...,n}* tel que 1 < iy < iy <--- <), < n}.
Soit, 'application ¢ : I, = Pr({L,2,...,n}) .
(Iilw"aik) = {21777%}
Il est évident que @ est bijective : les k éléments deux a deux distincts d’une partie de Py ({1,2,...,n}) se

rangent d’une et une seule facon dans ’ordre strictement croissant !

Ainsi ¢ |I| = [Pe({1,2,....n})| = <Z)

Proposition 8.]

Soit £ un ensemble fini, on note n = |E|. Alors :  |P(E)| = 2", ou P(F) est 'ensemble de toutes les
parties de F.

Démonstration. Soit 'application ¢ : P(E) — App({0,1}; E)

A 14
ol pour toute partie A, 1, : E — {0,1} est la fonction indicatrice de A, et soit g € App({0,1}; E).
1 sizeA
T :
0 sinon

On note A = {x € E tel que g(x) = 1}, alors : Vo € E, g(z) =1 <= x € A et sinon g(z) = 0, donc
g=14=1(A) et ¢ est surjective.

Soit A, B € P(E) tel que ¢(A) = ¢(B) (soit 14 = 1p), alors :

(x€eA) < (14(z)=1) < (1g(x)=1) <= x € B, donc A = B et 9 est injective, donc bijective et
par conséquent, :

P(E)| = |App({0,1}; E)| = 2"



~ Lemme.

Soit x1, T, ...,x, € R. Alors :

I_I(I—FavZ —1+Z( Z $i1$i2"'$ik>

k=1 1< < <ip<n

soit :

i1=1 1< <ig<n 1<ip << <n.

H(1+xl_1+2x“+ Z Ty Tiy + 00+ Z Tig " Tjy + -+ T1T2 - Ty

Démonstration. Par récurrence sur n, le nombre de facteurs dans le produit.

1 1
Initialisation. Pour n =1: 1+ Z Z Ty =14z = Hxl

k=1 1<i1<1 =1

Hypothése de récurrence. H(l +xz;) =1+ Z < Z T, Ty 3%)

1< << <n

Hérédité.

n+1 n

H(1+l’z’) = (H(l‘f‘ﬂ?z)) (1 +zp4) = ( +Z Z xz‘lxz‘z"'l’ik> (14 2p41)
i=1 i=1

k=1 1<i1 <<t <N

<—|—le1+ Z Ty Ty + 000+ Z xi1-~-xik+~-~+x1x2~-~xn)-(1—|—xn+1)
i1=1

1<ii<iosn 1<t << <n

_1—|—sz1—|— Z Ty Ty 4+ Z Tiy Ty, T Ty,
i1=1

1<i1<io<n 1<) < <ip<n
n
+ Tpy1 + E TiyTpp1 + 00+ E Tip ** Tjy_ Tyl + g Lip oLy T+ T1T2 0 TPy
i1=1 1< < <igp_1<n 1 <N

n+1
_1—|— E le—i— E L11L12 R E xllxlk++ E -"/J""I‘/,,—i_'rl"'anLl

i1=1 1<i1<io<n 1<y <--ip<n+1 1< < <ip<n+1

n+1
S (2w

k=1 1<i1<<ip< n+1

Remarques. Soit F un ensemble et Ay, ..., A, des parties de £ (4; C E). Alors les fonctions indicatrices

vérifient les propriétés suivantes :

1. 1y =1—14 pour tout A C E.

20 Tay - Tay- 1o, =T1anann4,-

3. Si A est une partie finie de £, alors : Z]IA(x) = |A|.

zeFE

]1A1UA2U---UATL = Z(—1>k71 Z ]lAilﬂ"'mAik'

k=1 1< < <ip<n

=



Démonstration.

_ = _ =T14(x).
1—-0 size A 1 size A alo)

2. Pour tout x € F : 14,(x)---14,(z) est un produit de n facteurs valant chacun soit 0 soit 1 : il vaut donc
0 ou 1, et prend la valeur 1 si et seulement si chacun des n facteurs vaut 1, c’est-a-dire :

1—-1 sizeAd 0 sizec A
1. Pour tout z € F : (1—1A)(96)={ Stx _{ SL.r _

= ]1A1ﬂ---ﬂAn (.T)

1 sizeAjetzeAy...etwe A, [l sizeANAn---NA,
0 sinon

Lo a0 | _

0 sinon

3. Pour tout v € B 1 » Ta(w) =Y La(@)+ > La(@) =) 1+ 0=][A[+0=]A|

z€E z€EA z€EA z€A zEA
4.
L .
1A1UA2U---UAn =1—- ﬂiAluAQU“'UAn =1 ]lA_10A_20---ﬂA_n 101 de de Morgan
2. 1.
=11y 1yl =1—-(1—14) (1 —14) --(1—-14,)
k=1 1<ii<-<ip<n
_ 2. ,
= (—1)k 1< Z ﬂAil ']lAi2 1A7’k> :Z(—1>k 1( Z ]lAilm"'ﬂAik>
k=1 1< <--<ig<n k=1 1<i1 <ip <~ <n
,—[Théoréme 1 (Principe d’inclusion - exclusion).} \

Soit Ay, Ao, ..., A, des parties finies d’un ensemble E. Alors :

n

|A; UAyU - U A, :Z(—l)’“( Z ]AilﬁAiQO‘-‘ﬁAik])

k=1 1< << <n

Démonstration. D’aprés les propriétés des fonctions indicatrices :

n

A UA U UA,| 2 Z Layuasu-ua, (@) Z Z (Z(—l)kfl Z La; nag,n-na;, (SL’))

rzelk xelE k=1 1<ip << <n.

— i(—l)kl( Z (Z]lAilﬂ--'ﬂAik (@))

1<ii<--<ip<n x€FR

n

_ (_1)'6*1( 3 |AilmAi2ﬂ---ﬂAik|>

k=1 1< < <ig<n

Remarque. Si (2, F,P) est un espace probabilisé et Ay,..., A, € F des événements, alors en utilisant
le fait que E(1,4) = P(A) (Pespérance de la variable de Bernoulli associée & A est la probabilité de A), on
trouve par la méme méthode la formule du crible de Poincaré :

n

P(AUAU--U4) =3 (D' Y BAyn--n4y))

k=1 1<t << <n



Applications du principe d’inclusion - exclusion

[Proposition 9 (Nobmre de surjections).j

Soit E et F' deux ensembles finis avec |E| > |F|; on note n = |E|, p = |F| et S(n,p) = |[Surj(E, F)|
ou Surj(E, F) est ’ensemble des applications surjectives de E vers F.

Alors :  S(n,p) = i(q)pk (i) k"

Démonstration. On note F' = {y, 4, ...,y,} : pour tout entier ¢ compris entre 1 et p,
soit A; = {f € App(E, F) tel que y; ¢ f(E)}.

p __ p
Il est évidenty que Surj(E, F)= () A; = U A;, d’ou :

S(n,p)

donc par principe d’inclusion - exclusion

=p" =) (DY A n-n4,

k=1 1<iy < <ip<p
Or on vérifie facilement que |[4;, N---NA; | = (p — k)"

et }{{21,,zk} C{1,2,...,p} tel que 1 < iy < --- < iy <p’ = <Z>, d’ou :

s == Y1 (D)o = :0<—1>’f(§§) vy’

k=1

oo e

k=0

par changement d’indice p — p — k et symétrie des coefficients binomiaux.

[Proposition 10 (Dérangements).}

Soit E un ensemble & n éléments (n € N*). On appelle dérangement de E toute permutation de F
ne laissant aucun élément invariant.

On note D,, le nombre de dérangements de F, et on pose par convention Dy = 1. Alors :

w552

Démonstration. On note £ = {z1,xs,...,x,}; pour tout entier i compris entre 1 et n,
soit A4; = {f: E — E permutation telle que f(z;) =;}, on a :

D,=|AiNA;N...NA,|=[AUAU...UA,|

n

=nl— A U---UA,| :n!—Z(—l)’H( > |Ai1m~-~mAZ-k\>

k=1 1<i < <ig<n



k=1 k=0
no_ 1)k
_ m( (=1 )
k!
k=0

,—{Proposition 11 (Indicateur d’Euler).}

Soit n € N*, décomposé en facteurs premiers sous la forme n = p®t - p®2 - - - p,.*" ol p1, pa, . . ., P, sSont

des nombres premiers 2 a 2 distincts, et aq, ao, ..., a, € N*.

On note : p(n) = |{k€ {1,2,...,n} tel que kAn= 1}‘

Alors :  ¢(n) = nH (1- %)
i=1 ‘

Démonstration. Soit d un diviseur de n, et D, I'ensemble des multiples de d qui appartiennent &
{1,2,...,n}:
alors Dy = {d,2d,...,%5 - d} donc |Dg| = % ; d’autre part :
(m e Dy, N Dy, N---N Dpik) <= (m est un multiple de p;, et de p;, ... et de p;,)
— (m est un multiple de p;, - p;, - - - pik) car les p;; sont premiers
> (m € Dy, pyopi,)

Donc :

Dpil mDpiQ - mDPik = Dpil---pikv puis |Dpi1 mDpiQ M- mDpik

Diy - - Diy,
Or, on a p(n) = |B,l|, ou B, = {k €{1,2,...,n} tel que kAn= 1}, et on voit facilement que :
B, =D, ND,,N---N D, ; ainsi, d’aprés le principe d’inclusion-exclusion :

T

— _ n
p(n) =Bl =n—[By[=n—|Dp,N Dy, N---N Dy | =n—=> (=1)F" - —
k=1 1<i1 < <ip<n Piy Piy,
d 11 1 - 1
(X0 X o)) =l 0=
k=0 I<ii<<ip<n P Pz Pi i—1 Di
d’apres le lemme technique énoncé et démontré plus haut.
,-[Théoréme 2 (Formule d’inversion de Pascal).} \

Soit n € N* et ag,ay,...,a,,by, b1,...,b, € R. On suppose que :

k
k
Vk € {0,1,...,n}, bk:E (,)ai
i
i=0

Alors :




Qo bo

a
Démonstration. En notant A = .1 et B = ,1 , il est facile de vérifier que B = PA, avec
an bn
0
(0) 0O --- 0
1 1 :
P (0) (1)

G ) - 0

0 1 n

Cette matrice a pour déterminant det(P) = 1 (puisqu’elle est triangulaire et que ses coefficients binomiaux
sont les nombres (:) = 1), donc P est inversible et A = P7'B.

1 1
T Y

D’autre part, si on pose X = 2| et Y = | ¥* | ot « est un réel et y=1+4 x, alors :
" o

k
k
Pour tout entier k compris entre 0 et n, y* = (1+x)* Z ( )x d’aprés la formule du binéme de Newton,

=0
donc PX =Y «<— X =PlY.

k
k
Or:Vke{0,1,...,n}, 2" =(1+z— 1)k =(y — 1) Z < ) k ‘" ce qui s’écrit matriciellement :

=0
(8) 0 0

X = : : 1Y, on a donc trouvé P~! et on a bien via A = P7'B :

: 0
GHED OED =00 )

Vk e {0,1,...,n}, ap= zk: <I;) (—1)F,

1=0

Applications de la formule d’inversion de Pascal.

Cette formule permet de donner de nouvelles démonstrations pour deux résultats précédemment démontrés.

1. Nombre de surjections. Soit E et [’ deux ensembles finis.

On note n = |E| et p = |F| et on suppose que n > p. On note aussi S(n,p) le nombre de surjections de £
vers F'. Alors : )
p —kin
S = —1)P "k
mp =3 (1)

Démonstration. Pour k£ € {1,2,...,p}, on note A; ’ensemble des applications de E vers F' dont 'image
f(E) posséde k éléments.

Soit X une partie de F' & k éléments (rappel : le nombre de ces parties vaut (Z)) :ily a S(n, k) applications

de E vers F dont I'image f(FE) est égale a X.

p

Par conséquent : |Ag| = (k‘

p
)S(n, k) et comme App(E, F) = |J A, I'union étant disjointe, alors :
k=1

10



| App(E, F)| = Xp: | Ay, soit : p" = Xp: (i) S(n, k) = po (i) S(n, k) car S(n,0) = 0.

k=1 k=1 k=

p
La formule d’inversion de Pascal s’applique donc pour donner : S(n,p) = Z (z) (—1)P g
k=0

2. Nombre de dérangements. Soit £ un ensemble fini avec n = |E|, on note D,, le nombre de dérange-
ments de E (permutations de E sans point fixe).

Alors : D, =n! i ﬂ
: = n! T
k=0
Démonstration. Pour k£ € {0,1,...,n}, on note Ay I’ensemble des permutations de E qui laissent exacte-

ment k éléments de E invariants (soit k points fixes dans E). Pour dénombrer A on commence par choisir
n
une partie X de F a k éléments (et on rappelle qu’il y a f telles parties possibles) ; il y a alors exactement

D, permutations de F dont les points fixes sont exactement les éléments de X : on connait en effet les
images de chaque élément de X (eux-mémes) et les n — k éléments restants sont permutés entre eux sans
point fixe.

Par conséquent, |A| = (n) D,y et comme S(E) = |J Ai ot S(E) est 'ensemble des permutations de £ :
k=0

k
les (Ag)o<k<n €étant deux a deux disjoints (puisque ces ensembles différent quant au nombre des points fixes
n

des permutations qu’ils contiennent), alors |S(E)| = Z | Ag|, soit :
k=0

" /n = n kon—k] o~ (1 :
n! = Z (k) D, = Z (n B k) D, et =] kzg (k) Dy, (sachant que Dy = 0 par convention).

k=0 k=0
La formule d’inversion de Pascal s’applique donc, qui donne :

- n k - n! nk k&n—Fk - —1
D”:Z(k)<_1)n k!22m<—1) hem }nlz( /{7!>

k=0
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