Chapitre 11

Exercices utilisant des
probabilités conditionnelles
et la notion d’indépendance.

)

Exercice (1)

Soit n € N*\ {1}, décomposé sous la forme n = p1*1pa**---pp*"
avec pi,pa,.-.,Dpr des nombres premiers deux & deux distincts, et
o1, Qa,. .., 0 € N¥,

Soit Q= [[1;n] — Oubli de définition !

Pour d € N* qui divise n, on pose :

Dy = {k € Q; kest un multiple de d}.
1. Calculer P(Dy).

2. Montrer que les événements Dj,,, Dp,,...,Dp, sont indépen-
dants.
3. Indicatrice d’Euler.
n
1
En déduire que ¢(n)=n H (1 - —), ou :
k=1 i
p(n)= C’ard({k €Q; kAn= 1})
\_ J
» Corrigé.—

~11 -
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1. On a Dg={d,2d,3d,..., % -d}, d'otr :

Card(Dg) = % et P(Dg)= Ccarcil(ZJa;) - %’3 - é

2. Soient p;,, Digy---sDi, €{p1,...,pr} deux & deux distincts. On a :
S

(k € ﬂ ’Dpik) & (pillk et pi,lket ... et p.;slk) & (pi, X piy X -+ X py, |k)

k=1

& (k€D 0,,)

)
‘a1 - —
d’ot : ﬂ Dy,, = Dp,, -.p:,» de sorte que

S
1
P(ﬂDpik):P piy pyy) = ———— H —HP piy,)
k=1 o

Diy * Dy k=1 Diy.
donc les événements D, ..., D, sont mutuellement indépendants.
3. Soit ’événement A = {Ic eQ; knn= 1}.

Alors A=D, N...NnD,_, et d’aprés 2., 'indépendant des événements
P Dro )

Dp,,...,Dp, assure que leurs événements contraire le sont aussi; par

conséquent, :

r 1
HP 0 =T10-P@0) =TT (1-2).

k=1 k=1
. _ Card(4) _ ¢(n) " .
Comme par ailleurs, P(4) = Card() ~ n on en déduit que :
. 1
= -
oty =n]] (1- 7))
s )

Exercice (2)

Le nombre d’appels téléphoniques & un standard entre 14h et 15h,
est une variable aléatoire X distribuée selon la loi de Poisson de
paramétre X. On suppose que pour chaque appel, il y a une proba-
bilité p pour que le correspondant demande un poste donné A. On
suppose que les appels sont mutuellement indépendants.

1. Quelle est la probabilité pour qu’il y ait k appels vers A entre
14h et 15h, sachant qu’il y a en tout n appels au standard ?

2. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y égale au nombre d’ap-
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L pels vers le poste A entre 14h et 15h. J

» Corrigé.—

1. On doit avoir bien siir, 0 < k < n, car Px—n)(Y = k)=0sin<k.
Dans le cas ot 0 <k <n : sachant [X =n], on est en présence de n
épreuves de Bernoulli (le "succés" étant a chaque fois un appel vers
A), indépendantes et de méme paramétre p. La loi conditionnelle de
Y sachant [X =n] est donc celle du nombre de succés en n épreuves
identiques et indépendantes, c’est-a-dire la loi binomiale de paramétres
(n,p) :

n

Vn €N, VkeN, P[X:n](YZk:)Z (k
0 sik>n

)p’“(l —p)"F si0<k<n

2. Pour tout entier k € N, et d’aprés la formule des probabilités totales avec
le systéme complet d’événements ([X =n]),

+o0 +oo
P(Y=k) =) P(Y=kn[X=n])= > Px=n)(Y =k)P(X =n)
n=0 n=0

P k T T — n—lc/\n
i 6—,\1’_ (1-p)

+o0
:g(:)pk(l_p)n—kx Al ¢ W2 (e h)

PR 00— L 0n)FRR (a-p)’
Y (n—k)l R &=l

n=k j=

(Ap)k AM1=P) — =P (/\P)k

= 3_>‘ o %

k! k!
ce qui permet de conclure que la variable aléatoire Y suit la loi de Poisson
de paramétre Ap.

Exercice (3)

Soit n € N*\ {1}. Est-il possible de piper n dés & 6 faces de sorte
que la variable aléatoire égale & la somme des résultats des lancers
de ces n dés, suive une loi uniforme ?

» Corrigé.—

Pour tout 4 € [1;n], notons X; le résultat donné par le lancer du i-iéme dé,
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et S= in
i=1

On note aussi, pour 1 <7< n, Gx, la fonction génératrice de X;, et Gg la
fonction génératrice de S.

La variable aléatoire S est & valeurs dans {n,n+1,...,6n}, donc si S suit
une loi uniforme, alors pour tout réel ¢ :

Gs( e = gk Y ik
st 5n+1Z on+1 kzg

On a aussi pour tout ¢ € [1;n] et pour tout réel t : Gy, (t) = ZP(Xi =
k)tk, et comme les variables aléatoires X7, X, ..., X, sont mutuellement
indépendantes : Vt e R, Gg(t) = H Gx,(t)

Or Gg est un polynome de degre 6n , et Gx, est pour 1 <i<n, un
polynéme de degré inférieur ou égal & 6. La derniére égalité de polynomes
ci-dessus implique donc que pour tout i € [1;n], G, est un polyndéme de
degré 6, donc que : Vi € [1;n], P(X;=6)#0.

Ecrivons maintenant : ~ Gx, (t) =t Pi(t), ot Pi(t) ZP k)t*=1 est
P’expression d’un polynome de degré 5, pour 1< < n.

La relation : Gg(t) = H Gx, (t) devient alors :
i=1

1 5n n
k _ i
5n+1 Zt —sz(t)
k=0 i=1
t5n+1 -1 5n

, donc les racines du polynéme Ztk
k=0

Or, pour t#1: Zz‘k

i 2k7r
sont les nombres ¢ 5n+1 (1 <k < 5n) qui sont des complexes non réels, vu

que :

2 2km 10nm
0 < < <2 )
( bkl SEntlSEatl "

Or, P; par exemple est un polynéme de degré 5 & coefficients réels : il

admet donc au moins une racine réelle, qui serait donc aussi racine de
5n

Ztk d’aprés la relation précédemment obtenu.
k=0

(1<k<bn) =
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(Vest impossible, et par I'absurde on a démontré qu’il est impossible de
piper n dés & 6 faces pour que leur somme soit une variable aléatoire suivant
une loi uniforme.

0 b

Exercice (4). Lois Gamma, béta et du x*

» Soient a et ) deux réels strictement positifs. On appelle loi
Gamma de paramétres (a,)) et on note y(a, ) la loi dont une
densité est

f(a.,)\) tR— R )
L e Myee-t 6> 0
t s { Ta) ’ ’ ,
0, sinon,

+o0
ou I‘(a)z/ ettelde.
0

1. Soient a et b deux réels strictement positifs, et soient X et ¥ deux
variables aléatoires indépendantes respectivement distribuées se-
lon les lois y(a, \) et y(b, \).

Déterminer la loi de S =X +7Y et en déduire que :

I'(a)xT'(b) /1 -1 b—1
B(a,b)= —~——*, ouB(a,b)= [ t* (11t dt.
@)= "Tarh @)= 1=y
2. Soient X1,X>,...,Xn des variables aléatoires mutuellement in-

dépendantes et suivant toutes la loi normale N(0,1).

On pose Kn = X7 + X3+ -+ X2.

Montrer par récurrence sur n, que K, suit laloi x2 =(n/2,1/2).
. _J

» Corrigé.—
1. La variable aléatoire S =X +Y est & valeurs dans R}, et en notant
fx, fv et fs les densités respectives de X, Y et S, alors puisque X et
Y sont indépendantes on a pour tout x>0 :
+co

fs(@) = fx4v () = fx* fr(z) = ; fx(z—1)fy(t)dt

1 /T —Az—t)ya a—1 ,—At\bsb—1
= e MNETHNY (g —t e AT L
@) Jo (==2)

B eH)\:EAa-i—b T
- T(@T®) Jo

En utilisant le changement de variable ¢ = zu, on obtient pour tout

(z—1t)* 11 dt.
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z>0:
e—)\z/\a+bma+b—1 1 o B
fs(z)= —F(a)f‘(b) /0 (1—w)*"w " du
_ B(a,b) _ssyatb atb-1
“Tre©
d’oti :
i B(a,b) B(a,b)
1= —Aa:/\a-l—b, a+b—1d,, - ) T'(a+b ,
A fs(z)dz ~ T(@)T) /0 z v I'(a)'(d) (a+?)
_ a)l'(b
d’ou: B(a,b)= ((a)+(b)) ’s
L e~ ATpotbpatb—1 4 550 )
et de plus, fs(z) =< T'(a+0) , donc S suit la
0 sinon

loi Gamma de paramétres (a+b, \).

. On proceéde donc par récurrence sur le nombre n de variables aléatoires

concernées.

Initialisation. Soit X; < N(0,1) une variable aléatoire suivant la loi
normale. En notant, pour toute variable aléatoire & densité Z, Fz sa
fonction de répartition et fz une densité, alors on peut écrire, pour
tout £ > 0,

Fya(t) =P(X2 < t) =P(—vVE < X1 < VE) = 2Fx, (Vi) - 1,

d’otr 1 1 t
o)=L fx, (V= L2
Y e Vi
Ainsi, N i
— .
e 2'xt 2, sit>0
fx2(t) =
0, sinon
et donc X2 < (1,1/2).
Hérédité. Soient Xy, X, ..., X,, Xny1 des variables aléatoires mutuel-

lement indépendantes, identiquement distribuées selon la loi A(0,1).
Par hypothése de récurrence, X7+ - - -+ X2 < y(n, 1/2) et puisque on
sait que X2 ; < (1,1/2), alors d’aprés 1.c),

XP A Xo+ X o0+, 2):



§ Lecon 425

17

—
Exercice (5)Loi de Student Soit n € N*, et soient X et ¥ deux
variables aléatoires réelles indépendantes et distribuées respective-
ment selon les lois V(0,1) et x*(n).

X
On pose S, = ———, et on admet que Sy, est une variable & densité.
n
On note fs, une densité de Sy.
1. a) Montrer que 'application ¢ : R X R; - R xR} est un

T
(.’E, y) = (__7 y)
Vy/n
c!-difféomorphisme, et déterminer ¢~

b) Montrer que pour tout réel x :

PR -

fsn(m)=\/—ﬁ—E-T(§—)~-(1+?)“ ’

Cette densité définit la loi de Student & n degrés de liberte,
notée t(n).

1
2. Reconnaitre la loi (1), et en déduire que F(E) = /.
3. Montrer que la loi #(n) admet un moment d’ordre 7 si et seule-
ment si 7 <n.

4. Calculer E(S,) pour n >2, et V(S,) pour n > 3.

. _

» Corrigé.—
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Chapitre XX

Exercices faisant intervenir
des variables aléatoires

Exercice (1). Formule d’Euler

Soit s > 1, et soit X une variable aléatoire qui suit la loi zéta de
paramétre s. La variable X est & valeurs dans N* et

+o0
VneN', BX=m)= X, odl() =) 4
k=1

¢(s)
On note {n | X} I'événement « n divise X », et {n{ X} I'événement
contraire.
1. Calculer P({n | X}) pour tout n € N*.
2. Soient n1,ng,...,Nk, ... des entiers de N* deux & deux premiers

entre eux. Montrer que les événements
{nl |X}: {77'2 IX}’a{nk|X})

sont mutuellement indépendants.

3. Soit (p;)ien+ une suite de nombres premiers, et soit 7 entier na-

turel non nul. Montrer que
i

p((t0) =TT (0-)

i=1

4. En déduire que  1/¢(s) = nEToo H:=1 (1-p;°).

- 409 -
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» Corrigé.—

1. Pour tout n € N*, on a {n| X} ={X € nN*} = U en- {X = kn}. Il s’agit
d’une réunion dénombrable d’événements deux & deux disjoints, donc

P({n| X}) =) P(X =kn)=

keN* keN*
1 1 ( 1 ) 1 1
= X — _ — X C(Z) = —
o w2 ) T n’
2. Soient 41,19, ... ,4m des entiers naturels non nuls deux & deux distincts ;

on peut écrire
(we N {ni, | X}) & (VR € {1,2,...,m}, i, | X ()
1<k<m
& H ni, | X(w), carn;,...,n;, sont

deux & deux premiers entre eux,

@we{ﬁnik|X},

k=1
m
d’ou Dégalité d’événements ﬂ ] {ni, | X} = {szl P, IX}, de

sorte que

*( [, 1) m”“"‘)i—rm—f
—H

= HP(n‘ik l X)a
k=1

ce qui prouve bien que les événements {n1| X}, {na|X},...,{nx|X},...
sont mutuellement indépendants.

nzk

3. D’aprés la question 2, les événements {p; | X}, 7 € N*, sont mutuellement

indépendants, donc leurs événements contraires {p; 1 X}, 4 € N*, le sont
aussi, de sorte que
T

P ()0 37) = T4 ) ~[1 (Pt 0) 210~ )

i=1 i=1

4. Pour r € N*, on note A, = ﬂT 1{p,; t X}. La suite (Ay)ren+ est décrois-
.

sante pour l'inclusion ; en effet ,

Ara= (et X3=( ) it X}) et X} () {pet X} =4,

1<i<r+1 1<igr 1<
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Par ailleurs, ﬂ - A= ﬂ e {pit X}, donc

Ip( ﬂ Ds J(X) = ]P’( ﬂ AT) = nllg}oo P(A,), par limite monotone,
iEN* rEN*

3 . L\ T 1
:nll)r-lr-loo'LI:Il(l— pis ) :g (1~ pis )

Enfin, ﬂieN* it X}={X =1} et P(X =1)=1/((s), dot
+o0

i 1y
g(s)_HO pis)

i=1
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Exercice (2)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires toutes définies sur
le méme espace probabilisé (2, F,P), mutuellement indépendantes
de méme loi donnée par

(X =-1) = PO =1)=1.

Pour tout n € N*, on note S, = Zn X
) n k=1 k-
1. Déterminer, pour tout n € N, E(S,) et V(S,).

2. a) Soient S et T deux variables aléatoires définies sur l'espace
probabilisé (2, F,P), discrétes finies 4 valeurs réelles, et mu-
tuellement indépendantes.

On suppose que 7' et —T" suivent la méme loi, montrer que
E (cos(S +T)) =E(cos(S)) xE(cos(T)).
b) En déduire que pour tout n € N*, et pour tout t € R,
E(cos(tS,)) = (cos(t))".
3. a) Soient a, b € R tels que a # 0 et [b] < |al.
Prouver que |a+b| = |a|+ (signe(a))b.
b) En déduire que, pour tout n. € N*, E(|S2n—1]) =E(|S2,]).

+eo 1 —cos(t
4. a) Montrer que lintégrale impropre / —C;)&dt est
convergente. 0 t
+oo 1 — cos(t
b) On admet que / —C;)S(—)—dt =X,
0 t 2
teo 1 t
Montrer que Vs €R, / ctc;s(s ) dt = |s|x %
0
¢) En déduire que, pour tout n € N*,
too 1 — (cos(t))"
2
E(|S,]) = = / —— " dt.
(| nl) m B t2
\ J

» Corrigé.—

1. Les variables aléatoires (X, )nen+ sont finies, donc admettent une espé-
rance et une variance communes.

E(X1) = —1xP(X;=—1) + IxP(X; = 1) = —% 4 % =0,
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D’aprés la formule de Koenig-Huygens et le théoréme de transfert,

V(X)) =E(X2) + (E(X1))° = (—1)2xP(X; = —1) + P xP(X; =1)=1.

La variable aléatoire S, est la somme de n variables aléatoires mutuel-
lement indépendantes qui admettent chacune une espérance et une va-
riance finies, et S, admet donc elle-méme une espérance et une variance,
qui valent respectivement

2. a)

E(S,) =Y E(Xx)=0 et V(S,)= ika) =n.

n
k=1 k=1

Puisque S et T sont des variables aléatoires finies, la variable aléa-
toire cos(S +T) admet une espérance donnée par le théoréme de
transfert :

E(cos(S +T)) = E(cos(S) cos(T’) —sin(S5) sin(T))

= E(cos(S)) xE(cos(T)) —E(sin(S)) xE(sin(T)),

par linéarité de Despérance, et d’aprés le lemme des coalitions qui
assure que puisque S et 7' sont indépendantes, alors cos(S) et cos(T)
le sont aussi, de méme que sin(S) et sin(T).

De plus, puisque 1" et —7T" suivent la méme loi, alors
E(sin(T)) = E(sin(-T)) = —E(sin(T)),
par imparité de la fonction sinus, et linéarité de ’espérance.
On en déduit que E(sin(T)) =0, et donc
E(cos(S+T)) = E(cos(S)) xE (cos(T)).

On raisonne par récurrence sur n € N*.

Hypothése de récurrence.— E(cos(tS,)) = (cos(t))”, n > 1 fixe.
Initialisation.— Pour n=1,

I (cos(tS1)) = E(cos(tX1)) = cos(—t)P(X1 = —1) +cos(t)P(X1 =1)

= % cos(—t) + % cos(t) = cos(t).

Heérédité.— En supposant hypothése au rang n, alors au rang n + 1,
I (cos(Snt1)) =E(cos(tSn +1Xnt1 ) = (cos(tSn) ) E(cos (tXnt1))
= (cos(t))" cos(t) = (cos(t))n+1.

Les variables aléatoires tS, et tXn41 sont en effet indépendantes
d’aprés le lemme des coalitions.
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a) Soient a, b € R tels que a # 0 et |b] < |a|. Alors,
|a+b|:|a|x|1+g':|a|(1+%) |a| (1+signe(a )] |) |a|+signe(a)b.
b) Pour tout n € N*,
E(|San|) = E(|S2n-1+ X2n|), or VneN*, [Sou_1] > 1= X2,
=E(|S2n—1] + signe(S2n—1) X2y,
= E(|52nl) + signe(Sgn_l) ]E(Xgn)
=0
= E(|S2n-1])- B

a) La fonction g : ¢+ (1—cos(t))/t? est continue sur ]0,+oo[, et est
prolongeable par continuité en 0, en posant g(0) =1/2. Au voisinage
de I'infini, g(¢) = O(1/t%). La convergence de l'intégrale en découle.

b) Avec le changement de variable u = |s|t,

+oo _ +co 1—
/ 1 — cos(st) dt:/ cc;s(u) s |2
0

12 U ||

T e
s|/ cos(- d =|s|—72r—-

¢) Pour tout n € N*,

2 too ] — (cos(t _2 too 1—E( cos(tS ) 1-E{coaltss)) .
T Jo T Jo
+oo s
%/ ]E cos( tS ))dt
0
+oo _
~2 / Cof(kt) H“(Snzlc))dt
0 t
keSn(Q)
Foo 1 _ s
- P(S, =k)x 2 1—cos(kt) .,
€5a () 0

[
EB
[
&
X
2
X
il
=

k€S, (Q)

= Y [kIP(Sn=Fk)=E(|San).

kESH(Q2)
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\_

Exercice (3). Théoréme d’approximation de Weierstrass

Soient n e N*, 2z €[0;1] et f: [0;1] = R une fonction continue.
Soient X1, Xa,...,Xn des variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes, de méme loi de Bernoulli de paramétre z. On note

Som Xt Xny Zn=S2 et Bu(f)(@)=E(f(Sn)-

1. Quelle est la loi de S, ? Déterminer I'espérance et la variance
de S,, en fonction de n et de z.

9. En utilisant l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que
pour tout o> 0,

> (pta-art<g g
0<h<n dna

k
l;i—al?a

3. Montrer que pour tout z € [0;1],
Bu(f)(@)~ f&) = (§)at L —o)*(f(3) - f(@)
k=0

En déduire que la suite (Bn( f))n ey converge uniformément
vers f sur [0;1].

» Corrigé.—

1.

La variable aléatoire S,, est & valeurs dans S,(Q2) ={0,1,2,...,n}, et
pour tout k € S,(£),
{Sn=k}: U {XIZEI)-")XH=57L})
(El,---yfﬂ,)EAk
ot A, = {(e1,..,6n) €{0;1}" ley+---+en=k}.
On sait que I’ensemble Ay, contient (7,:) éléments, donc {Sn = k} est la

réunion de (2) événements deux & deux incompatibles; on en déduit

n

PSa=k)= Y B(Xi=es,. Xo=en)= Y. ([]P(Xi=e)).

(511 1511)EAL (61, 15n)€Ak7 =1

Or, Vie {1,2,...,n}, ( =1)=2x et P(X; =0)=1—uz, et 'on peut
donc toujours écrire P(X; = &;) =z (1 — ) 5.
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Ainsi,
n

B8, =k)= Z H zfi(l—z) %= Z gorttea(] _g)re1 e

(61,...,En)€Ak i=1 (51,..‘,511.)6:4]\‘

= Z zz:k(l—a;)"_kz(Z)mk(l—x)"‘“k.

(E],...,En)EAk
Par ailleurs, pour tout i € {1,2,.. ,n}, E(X; ) =z et V( i) =z(1l—2).
Ainsi, par linéarité de ’espérance, E(.S Z E(X;) =nz et puisque
les variables Xi, ..., X, sont mutuellement 1ndependantes, alors

Z nz(l— ).

2. Pour tout o> 0, on a

Z(Z)w’“(l—x)"”k= Z P(S, =k)

0<kn 0<kLn

|E—af>a [

= Y P(Zu=L)=P(2,-2|>0)
g<k<n
| v

z—ﬂ>a
=P(|Zn —E(Zn)| > 2), (1)
V(Zy,)

< : 2
- @)

égalité du niveau (1) se justifiant par le fait E(Z,) =E(S,)/n ==, et
celle au niveau (2) résultant de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Or, V(Z,) =V(S,/n) =V(S,)/n* = z(1—z)/n, dot
Z (Z)mk(l_m)n—k < z13(1 —237) .
0k no
I%—ﬂ>a

Enfin, la fonction g : [0;1] = Ry, 2+ (1 —z), qui admet pour déri-
vée g’ : £+ 1— 2z, est croissante sur [0;1/2] et décroissante sur [1/2;1];
elle admet donc un maximum en z = 1/2 qui vaut g(1/2) = 1/4, et donc

2 (eae gk

0<k<n dno

[£-af>a
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3. Le théoréme de transfert donne, pour la variable aléatoire finie Z,,
ook k
) = Zf(W)IP’(Zn =x)
n n
k EN(TN, & n—k
=2 I(5)P —0=Zﬂwﬂdﬂww -
k=0

k=0

Comme par ailleurs Zn_ (Z)m}“( z)"* =1, alors on peut écrire,
pour tout z € [0;1], B

=
S ((E) - 1@) (F)er - o
Dot w0
[BuHE)-fE@l< 3 (7 (&) - 1@)|(})a" @ -2
e | S () -1@) ()t a-ar
T
<2||f||ooxo§<n (%)a*a—ay
_,,;|>+Z () -1 l(n)wk(l—a))"_k
e
< lleo 5 +0§<n|f @)|(} )= @)™
£ _o|<a

La fonction f est continue sur le segment [0;1], et y est donc uniformé-
ment continue, si bien que pour tout £ >0 il existe > 0 tel que

Vi) €017 le—yl<a = [f@) - @) < 5
et en incorporant ce o dans le calcul précédent, on obtient
' n\ ek ny\ -
S e - @l (1)t a-or g Y (3o <y

0<k<n o<k<n
I;%——:L'Iga |%—$I<a

Comme par ailleurs, || f]|oo/(2n0%) — 0, il existe donc aussi N €N,
n o

tel que pour tout entier n > N, |[flleo/(2n0?) <£/2.
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Ainsi, pour tout n> N, |B,(f)(z)— f(z)| <e/2+€e/2=¢. On dé-
montre ainsi que
”Bn(f) - f”oo,[O;l] m 01
et la suite de fonctions polynomiales (B, (f))
formément sur [0;1] vers f.

nen converge dés lors uni-
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Exercice (4). Chaines de Markov

On dit qu’une suite de variables aléatoires (Xk)ken est une chaine

de Markov discréte, dont espace d’états est E={1,2,...,n},s'il

existe une matrice P = (p; j) € Mn(R) (appelée matrice de transi-

tion de la chaine) telle que pour tout k € N, et pour tous 1 < 1, SN,
i = Pi=i) (Xn+1=1)-

On note, pour tout k € N,

Up=P(Xr=1) P(Xp=2) - P(Xi =n)) € M1n(R).

1. Montrer que Vk € N, Ugy1 = Ui P, et en déduire que Uy, = Uy P®.
2. On dit qu’une matrice Q = (gi,;) € Mn(Ry) est stochastique si
n
pour tout i € {1,2,...,n}, Zj=1 gig=1L
Si de plus tous les coefficients g; ; sont strictement positifs, alors
on dit que Q est strictement stochastique.
Montrer que Q € M, (Ry) est stochastique si, et seulement
1

si, Ql=1,ou11= ( i ) € My,1(R), et en déduire que le produit
1
de deux matrices stochastiques (resp. strictement stochastiques)

est une matrice stochastique (resp. strictement stochastique)
3. Montrer que la matrice P est stochastique.

4. On suppose que la matrice P est strictement stochastique.

Soit m = min p;;; en posant Pk = (pgkj)), on note pour
1<i,j<n )

tout j € {1,2,...,n}, m® = min p(k) et M;k) = max p(k)

J 1<ign” Y 1<ign” B9

a) Montrer que, pour tout k €N,

> (a8 )

et M — D > (M —mf?).

En déduire que les suites (mg-k))keN et (M}k))keN sont adja-
centes ; on note 7; leur limite commune.

I
b) Etablir alors que P¥ ——— ( f >, oull=(m - T )+
k—+o0 o
¢) En déduire que Uy ——— II, puis que P(Xy=j) —— 7
k—y+o00 k—+o0

pour tout (1< j<n).




420 XX. Exercices faisant intervenir des variables aléatoires

5. a) Montrer que Ker(*P —I) = Vect('T).

b) Montrer que les résultats des questions 2.b), ¢) et d) restent
vrais si 'on remplace ’hypothése : « P est strictement sto-
chastique » par ’hypothése : « il existe r € N* tel que P" est

strictement stochastique ».
J

» Corrigé.—
1. Pour tout k € N et tout j € {1,2,...,n}, la formule des probabilités
totales donne

P(Xk41=7) ZP[X =) (Xpt1 =) x P(X}, = ) ZpL,JIP(XL =1),

1=1
de sorte que Wi DiE T Big
UP=(B(Xe=1) - BEKe=m) | P
pr;.l P7;2 pn.,n
= (ZpaBi=i) - 3 paB(Xe=n)) =Upss,
et ainsl, Uy = Uy 1P = Uy P = ... = Uy PE.

2. Rappelons que d’un point de vue matriciel,

n
(Q € M,,(Ry) est stochastique) < (Zqi,j =1, Yie{l,2;.. ,n})
j=1

n
Z q1,j 1
j=1 1
< : =|.| & Q1=1
n :
Z an,j 1
=1

Ainsi, si Q et R sont deux matrices stochastiques (resp. strictement
stochastiques), et si S =RQ est leur produit, alors

n
> pour tous 4,j€{1,2,...,n}, s;; :Ze=1 75,04, =0 (resp s;,;>0);
> de plus, S1=RQ1=R1=1,
ce qui prouve que S = RQ) est stochastique (resp. strictement stochas-
tique).

3. Pour tous 4,7 € {1,2,...,n}, on a p; ; = Pix,— (X1 =j) = 0, et pour

n n
tout 7 € {1,2,...,n}, ijl Pij= ijl P(xo=0)(X1 =7) =1, donc la
matrice P est stochastique.
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4. On suppose que P est strictement stochastique.
a) Nous suivons les notations introduites par I’énoncé.

Soient g,7 € {1,2,...,n} tels que M( 9 “p(}") et m(k+1) —p(Hl)

on a
k+1 (k) k+1 (k
mj+ p7(3 ) _ m} )

=1
= Zp'rll (Pg;) _m§k)); car Zprﬂ =1,
1 =1
N k
> mz (pgj) —m§ ))

> mpl®) — ) = (34 — ).

Soient aussi s,t€{1,2,...,n} tels que M(’“H) —p(}"ﬂ) et m(k) —pﬁf) -

O & (k) (k1) _ (k) _ (kD)
M® - M = u® s

n
=MP =" penfy
2._
}: pee (M —p{)

) (B)
>m Y (M - p)
(k) _ (k)Y _ (k) (k)
- >m(M;" —py;) = m(M5" —mj").
(k+1) (k+1) _ 5 r(k+1) (k) (k) (k) (k) (k+1)
(k) (k) (k) (k) (k) (k)
m(M;" —m;”’)+ M —m; —m(M;" —m;")
k k
< (1—2m)(MJ§ )—mg- )).

On en déduit, via une récurrence facile, que pour tout k € N¥,
M~ < (1 - 2m)P (M —mf?) < (1 - 2m)* (M —m),
ot M =max1<; j<n Pi,j- Mais, 0 Sm < 1/2, car n > 2, alors on obtient
que J\J(}") m® 0. Les deux suites (m; (k ))keN et (]\/I( ))kEN

m;
k—4o0
sont donc adjacentes. Par conséquent, elles convergent vers une limite

commune, notée ;.
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b)

5. a)

XX. Exercices faisant intervenir des variables aléatoires
Puisque pour tout k € N et tous 1 < 4,7 <n, on a mg.k) < pg;) < M;k),
. . . (k) )
alors par encadrement, p; mﬂg. N
. k (*) Ty T et T
Auvu de ce qui précede, P* = (p; )1<i,j<n PR
Donc, T T e T
- k_ _ _ (k)
Uk = UO_P = (P(Xo = 1) R P(Xo = n)) (pi,j )
n . ) n )
= (E p'g,kl)]PJ(XU =4 ) pi,nIP(XO = 7/))
i=1 i=1
n n
—— (ML P(Xo=i) X P(Xo=1))
k—+o0 i=1 i=1
=(m - m)=IL

Ainsi, pour tout j € {1,2,...,n}, P(X)=17) ﬁ T
c—> 00

On sait que P1=1, donc 1 € Ker(P —I), et Ker(P —I) # {0}. Soit

Z1
maintenant X = ( : ) € Ker(P—1)\ {0}, et soit j € {1,2,...,n} tel
Tn
que |2;| =maxigegn |2¢|. On a alors z; # 0, et quitte prendre —X au
lieu de X, on peut supposer z; > 0.
n n
Or, PX =X, donc Zézl DjeTe=1Tj & Zezlpj,g(:vj —2¢) =0, dans

cette somme nulle, p; ¢, >0 et z; —z, > 0 pour tout j € {1,2,...,n}.

Par conséquent, x; = x; pour tout £ € {1,2,...,n}, ce qui signifie

que X =z;x1, et démontre que

Ker(P—1)= 1).

Ensuite, ex( ) = Vect(1)

dim Ker(*P —I) =n—rg(*P - 1), (théoréme du rang)

=n—1g((P-I))=n—r1g(P-1I)
=dimKer(P—-I)=1.

Or, d’aprés ¢), Upy1 —— Il et Upy1 = Up P —— TP, donc par
k—+o0 k—+oo

unicité de la limite, I = IIP, et dés lors “P Il = "II.

Ainsi, ‘TT € Ker(*P — I)\ {0}, et comme dimKer(*P —I) =1, on en

déduit, que Ker(*P — I) = Vect(II).

Avec la nouvelle hypothése faite dans cette question, P" est stricte-

ment stochastique, donc d’aprés la question 4.d) il existe IT € M,, 1 (RR)

tel que Ker (*(P") — I) = Vect('IL), donc dim Ker(*(P") —I) =1. Par

ailleurs, P1=1, donc 1 est valeur propre de P, et donc det(P —1)=0.
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On en déduit que det(*P —I) =det ({(P —I)) =det(P—1I) =0, donc 1
est valeur propre de *P, donc Ker(*P —I) #{0} et dim Ker(‘*P—1)>1.
Or,on a Ker(*P—1I)C Ker(t(PT) —1I), carsi X € Ker(*P—1), si bien
que YPX =X, et de proche en proche,

X =Px ='P('PX)=(P2X=-.-=(‘P)'X.
Puisque (*P)" = ("), il vient X = {(P")X, et donc X € Ker(*(P") - I).
Ainsi, 1< dimKer(*P—1I) < dimKer((P")—1) <1, dot
Ker(*P —I)=Ker (Y(P") —I) = Vect('T), et 'P'T="TI & IP=IL
11 nous reste & montrer que Uy m II. Soit k € N*, la division eu-

clidienne de k par r assure ’existence (et I'unicité) de deux entiers g, s

tels que k=gqr+s. On a alors UpP* = UyPI7+s = Uy(PT)1P%.

Or, d’aprés la question 4.c), Up(P")? —L—+—> II, et parce que II=1IP,
i—+00

on a alors I =IIP =IIP? = ... =1IIP?, de sorte que
UpP* = UpP?+ts — s TIP° =11, donc Uy =UpP* ——1IL
g—+o0 k—+o0
0 3/4 1/4
Exemple. Considérons P = (3/4 0 1/4|. La matrice P est
0 1 0

stochastique, mais pas strictement stochastique. On vérifiera que la
matrice P4 est strictement stochastique, et donc que Uy —A—+—)H,
t—r+00

ott Ker(*P —I) = Vect('II). 19

Un calcul facile permet de vérifier que Ker(‘P—1) = Vect( <16 ),
12 7

donc il existe A >0 tel que 1=X (16 |. Comme on veut que la
7

somme des composantes de II soit égale & 1, alors A =1 /35 et

(P(X=1) P(Xi=2) PX:=3)) (g B %)
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Exercice (5). Lois Gamma, béta et du y?

> Soient a et A deux réels strictement positifs. On appelle loi
Gamma de paramétres (a,A) et 'on note y(a,\) la loi dont une
densité est

f(a.,)\) "R— R )
1 —xtyaze-1
e MAMeE sl > 0,
t s { T(a)
0, sinon,

+o0
ot I'(a) = / e~ dt.
0

» Soient a et b deux réels de ]0;1[. On appelle loi béta de para-
métres (a,b), la loi dont une densité est

9(a,d) * R— R )

1 =] b—1 :
———t21(1—1)"1d¢, sit€]0;1],
= B(a,b)

0, sinon,

1
otl B(a,b):/ 51— )P4
0

1. Soient X et Y deux variables aléatoires respectivement dis-
tribuées selon les lois y(a,A) et y(b,A). On pose S=X+Y
et T=X/(X+Y).

a) Montrer que 'application
w: Ry xRy — RYx]0;1]
- P r m
est un C!-difféomorphisme, et calculer 1.
b) Déterminer la loi du couple (S,T')
¢) En déduire que S et T' sont indépendantes, que S suit la
loi y(a+b,A), que T suit la loi béta de paramétres (a, b)

et que
r T'(b
B(a,b): (a)x ()‘
I'(a+Db)
2. Soient Xy, Xs,..., X, des variables aléatoires mutuellement in-

dépendantes et suivant toutes la loi normale (0, 1).
On pose K,, = X2+ X2+ -+ X2
Montrer par récurrence sur n, que K, suit la loi x2 =v(n/2,1/2).
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» Corrigé.—
1. a) Soit (s,t) €R% x]0;1[, on a
75 z+y =t
(@(may):(sat)) Ad ((T'*"y)m):(sat)) A4 ziy =1

T =st z=8t
E=4 =4
Yy=8—2c y=s(1—1)

& (z,9) = (st,5(1—1)).
Ainsi, (s,t) posséde un unique antécédent par ¢ dans R} x R%. On
en déduit que ¢ est bijective, avec
et REx]0;1[— RY xRy
(s,t) > (st,s(1—1)).
11 est par ailleurs évident, que ¢ et ¢~ sont de classe C*°, donc ¢
est un C*-difféomorphisme de R% x R% dans R} x]0;1[.

b) Ona det (J,-1(s,t)) = ¢ 8 = —sg, et en notant fix vy et figr
(4 1__-t —8 ( ) ) ( ) )

les densités respectives des couples (X,Y) et (S,T). On a
foxy)(@,y) = fx (@) fr (),

puisque X et Y sont indépendantes. Le théoréme de changement de
variable donne alors

Fsm(s,t) = fix,vy (97 (5,8)) x| det Jyp-1(s, 2)]
et ’on a donc pour tout (s,t) € R} x]0;1],
fismy(s,t) = fx(st)x fy (s(1 1)) xs
B e—,\st)\a(st)a—l y e—/\s(l—t))\b(s(l _t))

I'(a) I'(b)
e~>\s)\a+b Sa+b—1ta~1(1 _ t)b_l

T(a)x(0)

b—-1
X8

9

1 —Asya+b atb—11a—1 b—1
————e "*AYs t*~1(1-1)
I'(a)xI'(0) i (s,1) € R% x]0;1],

0, sinon.

)

soit  fig,7) (s,t) =

c¢) Pour tout s € R},

—)\s/\a—l—bsa-l—b—l /1 1 b—1
s)= f, sydt=4—2_ 5 [ g1 )b lat
Is(s) 10;1[ 5)(5:?) I'(a)xT'(b) 0 ( )
e—/\sAa+bSa+b—1
==_2__° ___ B(a,b).
Ta)xTp) 2@
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Ainsi
’ B(a,b) X
) - s/\a+b a+b—1 0 0
fs(s)= T@xr@) © ~ 0 T
8 0, sinon.
r
’ B(a,b) e
1= ds = ) —/\s/\a.-i-b a+b—1d
Jogstamn= iy [ e eteas
B(a,b)
=———_T b
)= @t
de sorte que
1 —Asya+b atb—1
T e"MN\eTOg , si §>0,
B(a,b)zw et fs(s)={ '(a+d)
I'(a-+b) 0, sinon.

Cela prouve que la variable aléatoire S suit la loi y(a+b,)). On a
aussi, pour tout ¢ €]0;1[,

_ _ ta—‘l (1 — t)b~1 TR —Asya+b atb—1
fr(t) —/Rf(S,T)(S,t)dS— W/ﬂ e~ ds
I'(a+0b)

— N\ ") qa—1¢q _ p\b—
= Twerm |
d’ott i a_ o |
=t Blag)® G0 el

0, sinon,

et la variable aléatoire T' est donc distribuée selon la loi béta de
paramétres (a, b).
Enfin, pour tout (s,%) € R} x]0;1],

, Jobh —As e Fb—1a—1 b—1
t)=————¢ t 1—¢
f(S,T)(S’ ) I‘(a)xI‘(b) e 8 ( )

— /\a.+b —Xs a+b—1 1 a— _\b—1__
“Tarn C Blap 0T s

si bien que les variables aléatoires S et T sont indépendantes.

2. On procéde donc par récurrence sur le nombre n de variables aléatoires

concernées.

Initialisation. Soit X; <+ A/(0,1) une variable aléatoire suivant la loi
normale. En notant, pour toute variable aléatoire & densité Z, Fz sa
fonction de répartition et fz une densité, alors on peut écrire, pour
tout ¢t > 0,

Fya(t) =P(X? < 1) =P(—Vi < X1 < VA) = 2Fx, (VB) — 1,




