Calcul intégral

Préparation a ’agrégation interne

Année 2023

1 Vrai/Faux

1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive. Montrer

b
/f@ﬁzO@f:O

2. Soit f : [a,b] — C une fonction continue. f est limite d’une suite de fonctions en escalier.
b

3. Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur [a, b[, alors lirr}) f=0.
r—r T

4. Soit f une fonction continue sur R, et intégrable. Alors f tend vers 0 en +oo.
5. Soit f une fonction continue par morceux sur R .
Si la suite ([, f(t)dt)n>0 admet une limite alors I'intégrale f0+°o f(t)dt est convergente.

2 Intégrale de Riemann

Exercice 1. Intégrales de Wallis
Les intégrales de Wallis sont données par

™

I, = /z(sin9)"d9, Jp = /2(6059)”(10
0 0

Montrer que I,, = J,.
Montrer que Iy = 5 et I; = 1, et que la suite (I,,) est décroissante.

Montrer la relation de récurrence 1,11 = I,_1 pour tout n > 1.

_n_
n+1

= L b=

Montrer que pour tout n € N,

LT (2n)! I _4™(n!)?
T gn(ph)2 PP ap )

5. Montrer que I, ~ Iony1 ~ Ian42, et en déduire que

) T
15, ~ Iplopyq ~ e

Exercice 2. Sommes de Riemann

1. Déterminer la limite quand n — oo des sommes suivantes, en les interprétant comme des sommes

de Riemann :
" n+k
@) Sn=> —5—

2 2"
—n + k



(b) Sy = Z n2(n3 + k3)1/3"

2n
(f) Sp= k . En déduire lim,,_, Zk , sin(
k=n

n—1

k)
I
P /n2 — k,z'

2. Soit f:[0,1] — R de classe C'. Montrer que
1 k 1 1
- YL (f(1) — -
[ 0 P f(n) + 5 (F() = FO) +o()
3. Onposepourn € N, U, =Y} et V, =37, %

(a) Calculer la limite quand n — oo de Us,, — U,, en utilisant une somme de Riemann.
(b) Rappeler pourquoi lim,_,~ V;, existe et calculer cette limite.
4. Soit x € R\ {£1}. On pose f(z) = OZW In(z? — 2z cost + 1)dt.
(a) Déterminer Dj.
(b) Factoriser sur C le polynéme X™ — 1.

(¢) Calculer f(z) & l'aide de ses sommes de Riemann.

Exercice 3. Soit f : [a,b] — C une fonction continue. Donner une condition nécessaire et suffisante

pour que , \
| / F(t)di] = / o

Exercice 4. Soit f : [a,b] — R, continue par morceaux.

1. Montrer que f: flx)dx = ff fla+b—z)dx.

2. En déduire la valeur des intégrales suivantes :

T . T
/ ﬂd:& / In(1 + tan z)dx
o l+4+cos?zx 0

Exercice 5. Lemme de Riemann Lebesgue
Soit f : [a,b] — R continue par morceaux et soit A € R. On pose

b
= / ft)eMdt

Montrez que si f est une fonction en escalier, I(\) tend vers 0 quand A tend vers +oo.
En déduire le résultat dans le cas général.

On suppose f décroissante et positive, montrer que A — AI()\) est bornée.

= L b=

Montrez que le résultat précédent est encore vrai si f est de classe C*.



Exercice 6. Soit p et ¢ strictement positifs tels que % + % = 1. Soient f et g deux fonctions continues
de [a, b] dans R.

1. Montrer que pour tout u,v > 0, uv < %u” + %vq.(On utilisera la concavité de la fonction

logarithme)
b b % b %
| / gt < ( / If(t)l”dt> ( / |g<t>|th>

Exercice 7 Soit f:la,b] = C continue et soit g : [a,b] — Ry, continue et décroissante. On note pour
€ [a,b], F(x) = [ f(t)dt et H(z f|f )|dt.
SthENetpourO j<N, a:j—a—i—] bea

$J+1
SmtIN—Z/ g(z;)dt et I = ff g(t)dt.

2. En déduire que

N—-1
1. Montrez que |Iy —I| < > (g(x;) — g(w41)) (H(x;41) — H(x;))-
j=0
En déduire que Iy tend vers I quand N tend vers +oo.
N—-1 N-1
2. Montrer que Iy = 3 g(2;)(F(z541) — F(w;)) = g0)F(B) + 3 (9(w5) — gl 41)) F(@s11).
j=0 j=0

En déduire que

| / F(t)a(t)dt] < gla) sup | [ Ft)d]

c€la,b] Ja

3. On suppose maintenant f & valeurs réelles. Montrez qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

b c
/ F()g(t)dt = g(a) / F(t)dt

Exercice 8. Soit f :]0,1[— R,z — =1

1. Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur [0, 1].

2
2. soit ¢ définie sur ]0, 1] par p(z) = [© 4t

xz Int
Montrer que ¢ se prolonge en une fonction continue sur [0,1]. (pour la limite en 1, on pourra
utiliser une primitive de m)

Montrer que ¢ est dérivable sur ]0, 1[. Est-elle dérivable en 0 et 17
3. Calculer fol f(t)dt

3 Intégrales impropres

Si f: I — R est une fonction continue par morceaux sur un intervalle I, on dira que f est
intégrable sur I si I'intégrale généralisée [, |f(x)|dx est convergente, c’est a dire si [, f(z)dx
est absolument convergente.

Exercice 9. Quelle est la nature des intégrales généralisées suivantes.

In(z)d T
/n x/\/l—xz/oew—l/ 2

00 1 /2 1 2
In(1 -1 1-—
/ Sm(m), / a1 +1) dt, / 7008,(2) dt, / t dt
o x 0 t 0 sin”(¢) o 1—+1t




Exercice 10. Déterminer la nature des intégrales généralisées :

o +oo 1 +oo 1 +oo -
a) 0+ (x+2—\/m2—|—4x—|—1)dx;b)/ ne da:;c)/ jda:;d) e VT x5 e)
1 1 ‘TCOJZ

x+e® 1) 1

+oo 1 +o0 d +o0 d
/ fdw;f)/ 7331;3;)/ — .
2 (lnz)"” 3 (Inlnz)™" o 1+ |[sinz|

—+oo d “+oo d “+o0 d
Calculer, en montrant la convergence : h) / i i) / . ) / =
o (@+1)( 0 o

z+2)(x+3)

1 +oo +oo

| d 1

k) / ngdx; convergence et calcul 1) / 2—33 ;m) / 2T 0.
0 (1—a%)} o araaren ™,

. oz s s oo In(t)dt A N
Exercice 11. Montrer que l'intégrale généralisée fo rlliiz converge. Grace a un changement de va-

riables simple montrer qu’elle est nulle. En déduire que pour tout a > 0

/OO In(t)dt  mIn(a)
; .

a2+t 2a

est-elle convergente ?

—+oo
Exercice 12. Pour quelles valeurs de («, 3), I'intégrale / o
0 r*+af

Exercice 13. Soient a et b des réels (a < b). Montrer que la fonction définie sur ]a, b[ par f(x) =

1
W est intégrable sur ]a,b[ et calculer son intégrale (on fera le changement de variable
z—a)(b—zx
z—a
b—zx’

Exercice 14. Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R. Montrer que pour tout
a € R* et tout b € R, la fonction x — f(ax + b) est intégrable sur R et que

+oo +oo
/ f(t)dt:\a|[ flat + b)dt

Exercice 15. Soit f une fonction continue et intégrable sur R, .

+oo
a) Montrer que lim / e "M f(t)dt =0
n—oo 0
—+oo
b) Montrer que, lim n/ e " f(t)dt = £(0).
n—oo 0

2 —n
Exercice 16. Posons f,(z) = (1 + x) . Montrer que
n

+oo 5 +oo t2 -n
/ e "dt = lim (1 + ) dt
o n—oo | n

— o}

+oo 2\ " z
Montrer que / (1 + ) dt = 2\/5/ cos?" " 2(x)dx et en déduire que
n 0

— 00

+oo 2
/ e Vdt =1

— 00

Exercice 17. Pour quelles valeurs de «, la fonction

In(1+ x)

xOé

T —

est-elle intégrable sur R 7



Exercice 18. Pour quelles valeurs de a € R, la fonction :

1

H e
r (xZ + 1)(1

est-elle intégrable sur R ?

Pour ces valeurs de «, on note I, I'intégrale de cette fonction sur R. Etablir une relation de récurrence
entre les différentes valeurs I,, pour n € N.

En déduire ’expression de I,, pour n € N*

Exprimer l'intégrale :
7 / +oo dx
") (@ 2pr )

en fonction de I,,, lorsque p et q sont deux réels vérifiant I'inégalité ¢ — p* > 0.
En déduire ’expression de J,, pour n € N*.

Exercice 19. Soit f: Ry — R une fonction uniformément continue et intégrable sur R;. Montrer que
lim f(z)=0.

T—r+00

Exercice 20. Montrer que, pour t € R —7Z et n € N :

R sin(2n 4 1)z
- 32kt = ————
2 + ZCOS v 2sinx
k=1
En déduire / 75111( ?ﬂHﬁ ):de =T
0 sinx 2

L . s 1 six#£0
Vérifier que lapplication f : [0,7/2] — R définie par : f(x) = 6” sinz

. est de classe C!.
six =
/2 s 9 1
En déduire que lim M = 1
n—+oo 0 €T 2 .
sin x

dx est g

—+oo
En conclure que la valeur de 'intégrale généralisée /
0 X

. s . +oo sinx
Exercice 21. Les intégrales suivantes sont-elles convergentes, absolument convergentes fl f—i—i x
T+ cosx

+oo Sinz
L Vo +sinx

Exercice 22. Soit f et g des fonctions réelles continues par morceaux sur [a, b et supposons g POSI-
TIVE. Montrer que si g est intégrable sur [a, b] alors

et z?

f=0b(g)=>/:f=ob(/:g)

begﬁ/:be/:g'

Exercice 23. Soit f et g des fonctions réelles continues par morceaux sur [a, b et supposons g POSI-
TIVE. Montrer que, si g n’est pas intégrable sur [a, b[ alors

f:ob<g>:»/;f=ob</:g>

be9:>/ambe/a$9o



4 Intégrales dépendant d’un parametre

Exercice 24. Intégrale de Gauss
. 2 L e~ (1+t%)
On considere les fonctions définies par : f(z) = (fo et dt) et g(z) = [, P dt.
1. Montrer que f et g sont dérivables et calculer f’ et ¢'.

2. Montrer que f(x) + g(x) = § pour tout x € R.

3. En déduire la valeur de O+°O et dt.

Exercice 25. Soit a > 0.

1. Calculer fol ﬁdt.

2. En déduire la valeur de [y rrbdt.

Exercice 26. Soit f une fonction continue telle que la fonction = +— zf(x) soit intégrable sur R.
Montrer que la fonction F' z +— /+OO et f(t)dt est définie sur R et de classe C'. Calculer sa fonction
dérivée. -

sint

———dt.
2 + 12

+oo
Exercice 27. Pour z € R% , on pose F(z) = /
0

a) Montrer que la fonction F' est de classe C*°.
b) Trouver les limites en 0 et en 400 de F.
c) Etudier le signe et les variations de F' sur R?. (Indication : Pour > 0 fixé Etudier la suite

(D)™ gint
na e+t

Exercice 28. Fonction gamma d’Euler
Livre de Gourdon



SWET D'ETUDE 1 {INTEGRALES EULERIENNES : FONCTION GAMMA, FONCTION BETA).
Le but de ce sujet d'étude est d'étudier et de donner quelques propriétés des fonctions
gamma et béta définies respectivement par

I(z) = F e'tldt (5>0), Blry)= _{ el (5> 0)

1/ (Fonction gamma.) a) Montrer que T" est de classe O™ et convexe sur R,
b) Montrer que I" est logarithmiquement convexe (i. & que log I est convexe),
¢) Montrer

Ye=0, Diz+1)=zl(z) et VYneEN Dn+l)=nl

d) Donner un équivabent de ' en 0% et tracer 'allure de son graphe.
2/ (Fonction béta.) a) Montrer que B wérifie les dquations fonctionnelles

Ve,y>0, B(ry) =Bly.r) e Blz+ly) = :IT;, B(z.y).

b) Pour n € N*, on pose Io(z) = f;7 (1— £)" =~ dt. Montrer que pour tout z > 0, on a
limy,— 4o fo{x) = ['(z). En exprimant [,{z) en fonction de la fonction B, en déduire
. n*nl
e = e Ty e

€) Montrer gue pour =,y > 0 fixés, B(z +n + 1,p) ~ Ty)/n* lomgque n — +o00. En

déduire la formule IEI)

d) Calculer ['(1/2).
3/ a) Démontrer la formule de Weierstross :

= =afm
¥z >0, I‘{x"l :e"’[[[(l-t— ) ]
oil 7 est |a constante d'Euler (le produit infini []7™% signifie limy_ 0 [To.; ).
b} Montrer la formule de duplication
Ve>0, 2*'Mzr (=+ ) = /7 I'(21).
) En utilisant le développement en produit infini de la fonction simus (voir la question
b) de l'exercice 2 page 262) montrer la formule des compléments

1 o #in #E
Iz)'(1 - =) e

ve e, 1],

d) Montrer la relation

M)

: 1 = =
v W~ atlaeed

En déduire [ (log f}e~tdt = —




