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Exercice 1. Soit T une tribu sur un ensemble Q2 et ' une partie de Q.
Vérifier que T' = {ANQ, A€ T} définit une tribu sur .

Exercice 2. Soient f : Q — Q' une application et T' une tribu sur .
Montrer que

T={f'(A),AeT}
est une tribu sur Q.

Exercice 3.

1. Soit (T;)ier une famille de tribu sur un méme ensemble Q). Montrer
que
T = NierTi
est une tribu sur €.

2. Soit S une partie de P(Q) et (T;)ier la famille de toutes les tribus de
Q contenant les éléments de S.
Vérifier que
T =NierTi

est une tribu contenant les éléments de S et que c’est la plus petite
tribu (au sens de l'inclusion) vérifiant cette propriété. (On dit que T
est la tribu engendrée par S.)

Exercice 4. Soit Q un ensemble non dénombrable.

1. Montrer que la famille B formée des parties A de ) telles que A ou
Q\ A est dénombrable est une tribu sur ).

2. Montrer que B est la tribu engendrée par les singletons de €.

3. Montrer que l’application
P:B—{0,1}A~ 0 si A est dénombrable,1 si Q\ A est dénombrable

est une probabilité sur (Q, B).



Exercice 5. Soit P une probabilité sur (N, P(N)).
Montrer que
im P({n}) =0,
Exercice 6. Soit (ay)nen une suite strictement décroissante de réels positifs
de limite nulle.
Déterminer X\ € R tel qu’il existe une probabilité P sur (N, P(N)) vérifiant

P{n,n+1,...}) = Aay.

Exercice 7. Dans une population, la probabilité qu’une famille ait n enfants
est estimée par la valeur

Pn = Z_e™ avec A\ = 2.
n

En supposant les sexes équiprobables et l'indépendance des sexes des enfants

a Uintérieur d’une méme famille, donner une estimation de la probabilité
qu’une famille ait au moins une fille.

Exercice 8. On répéte successivement et indépendamment une expérience
qui a la méme probabilité de réussir que d’échouer. Pour n > 2, on introduit
les événements;
A, ="0n obtient deux succés consécutifs lors des n premiéres expériences.
B, ="0n obtient le premier couple de succés consécutifs aur rangs n — 1 et
n.
Enfin on pose p, = P(By,) et py = 0.

1. Calculer py, p3 et py.

2. Pourn > 2, vérifier que

n 1 n
P(An) = Zpk et Pn43 = g <1 - Zl%) .
k=1 k=1

3. En déduire une relation entre pnis, pnt2 €t pn valable pour n > 1.

4. Ezxprimer le terme général de la suite (pn)n>1-

Exercice 9. Soit P l’ensemble des nombres premiers et pour s > 1,

+o00
)=

ns’
n=1



1. Pour quels A € R la famille (%)neN* définit-elle une loi de probabilité
sur N* ¢

2. Pour p un nombre premier, on pose A, = pN*. Montrer que les A
pour p parcourant P sont mutuellements indépendants pour la loi du
probabilité précédente.

3. Prouver

((s) = H 1—1p_5

peEP
4. La famille (%)pg'p est-elle sommable ?

Exercice 10. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi binomiale
négative de paramétres n et p si

k-1

X(Q)={n,n+1,...} et P(X =k)= (n—l

)p"(l —p)

1. Vérifier que P vérifie bien une probabilité.

2. Soient X1, Xo,..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant
toutes une loi géométrique de parametre p.
Montrer que X1 + -+ + X, suit une loi binomiale négative de pa-
rametres n et p.

3. en déduire l’espérance et la variance d’une loi binomiale négative de
parameétres n et p

Exercice 11. Un joueur dispose de N dés équilibrés. 1l lance une premiére
fois ceuz-ci et on note X1 le nombre de "six” obtenus. Il met de coté les
des correspondants et relance les autres dés (s’il en reste). On note Xo le
nombre de ”"siz” obtenus et on répéte l'expérience définissant une suite de
variables aléatoires X1, Xo, .. ..

La variable S, = X1 +...+ X, correspond alors au nombre de "siz” obtenus
apres n lancers.

1. Vérifier que Sy, suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.

2. Montrer qu’il est presque sur qu’il existe un rang n pour lequel S, =
N.

3. On définit alors la variable aléatoire
T =min{n > 1,5, = N} U {400}

Déterminer la loi de T



4. Vérifier que T' admet une espérance et donner une formule exprimant
celle-ci. La calculer pour N =1 et N = 2.

Exercice 12. Dans une urne figurent N boules numérotées de 1 a N (N >
2). Dans celle-ci on opére des tirages successifs (avec remise) jusqu’a l’obten-
tion d’une série de k boules consécutives identiques (k > 2). On admet qu’il
est presque sur que ce processus s’arréte et on note T la variable aléatoire
déterminant le nombre de tirages opérés a l'arrét du processus.

1. Déterminer P(T = k) et P(T =k +1).
2. Soit n > 1, établir

N -1
P(T > n).

3. En déduire que la variable T admet une espérance et la déterminer.

Exercice 13. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles admettant cha-
cune une variance. On suppose V(X) > 0. Déterminer a,b € R minimisant
la quantité

E((Y — (aX +b))?).

Exercice 14. Un signal est diffusé via un canal et un bruit vient malheureu-
sement s’ajouter a la transmission. Le signal est modélisé par une variable
aléatoire discréete réelle S d’espérance mg et de variance U?g connues. Le
bruit est modélisé par une variable B indépendante de S d’espérance nulle
et de variance 0?9 > 0. Apres diffusion le signal recu est X = S + B.
Déterminer a,b € R pour que Y = aX + b soit au plus proche de S i.e tel
que lespérance E((Y — S)?) soit minimale.

Exercice 15. Soit (U,V) un couple de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi binomiale de paramétre 2 et 1/2.

1. Montrer que la somme de n variables réelles indépendantes qui suivent
la loi de Bernouilli de paramétre p €]0, 1] suit une loi binomiale dont
on précisera les parameétres.

2. On pose S = (U —1)2 4+ (V — 1)2. Déterminer la loi de S.



3. On pose T = (U —1)(V —1)+ 1. Calculer E(S(T —1)). Déterminer
la loi de T. Calculer la covariance de (S,T). Les variables S et T
sont-elles indépendantes ?

Exercice 16. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant
une méme loi géométrique de parametre p €)0, 1].
Déterminer la loi de Z = X +Y.

Exercice 17. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de
parameétre X > 0. Déterminer la probabilité que la valeur de X soit pair.

Exercice 18. Soit X et Y deux variables aléatoire indépendantes suivant
des lois géométriques de parameétre p et q €]0, 1].
Calculer P(X <Y).

Exercice 19. Soit X etY deux variables aléatoires a valeurs dans N.
On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0 et que la loi
de 'Y sachant X = n est binomiale de paramétres n et p €]0,1].

1. Déterminer la loi conjointe de (X,Y).

2. Reconnaitre la loi de Y .

Exercice 20. Soit X etY deux variables aléatoires a valeurs dans N.
On suppose que la loi conjointe de X et Y wérifie

avec a € R.

. a

1. Déterminer la valeur de a.
2. Reconnaitre les lois marginales de X et de Y.

3. Les variables X et'Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 21. Soit X et Y deuxr variables aléatoires a valeurs dans N.
On suppose que la loi conjointe de X et Y wvérifie

avec a € R.

vy JtEk
P(X—j,Y—k:)—anJrk



1. Déterminer la valeur de a.
2. Reconnaitre les lois marginales de X et de Y.

3. Les variables X etY sont-elles indépendantes ?

4. Calculer P(X =Y).

Exercice 22. Soit (X,)neny une suite de variables aléatoires telles que

Xpn = B(n,pn).
Sinp, —> X alors
n—-+o0o
AP )
P(Xn =k o ﬁe

Exercice 23. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N* vérifiant la
condition d’absence de mémoire :

Vn,k e N, P(X >n+klX >n)=P(X > k)
alors X suit une lot géométrique.

Exercice 24. Soit X =Y + 1 ou Y suit une loi de Poisson de parametre
A > 0. Calculer le tauz de panne (Ap)nen+ = (P((X =n)[(X > n)))nen+ de

S puis vérifier que cette suite a une limite que 'on calculera.

Exercice 25. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de
parameétre X > 0.

1. Calculer
EX(X-1)...( X —=r+1)).

2. Retrouver ce résultat par les fonctions génératrices.

Exercice 26. 1. Pour |z| < 1 et r € N*, écrire le développement en
série entiere de ﬁ puis de

b
(1—=z)"

2. Montrer que ce développement se réécrit en
—+00
1 k -1
(1—2x)" = k

6



3. Soit p €]0,1[ et ¢ =1 — p. Pour k € N on note

k+r—1\ , &
Pk = L paq.

Montrer que la suite (pg)ren définit une loi de probabilité sur N.
4. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que Vk € N, P(X
k) = pi.
Déterminer la fonction génératrice de X. (On rappelle que Gx(t) =
E(tY))
5. En déduire E(X) et V(X).

Exercice 27. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires deux & deux
indépendantes avec X, suivant une loi de Bernouilli de parameétre p,,.
Montrer que pour tout € > 0

< e) =1.

, Xi4+...X, 1<

R (R o
1=

Exercice 28. On jette n fois de suite et de facons indépendantes un dé

équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6. Pour k € [[1,n]], on note

X la variable aléatoire égale au chiffre du kiéme lancer et M, le maximum

(resp. my, le minimum) des variables Xy pour k € [[1,n]].

1. Déterminer la loi de Xj,.

2. Ezprimer la fonction de répartition F,, de M, en fonction de la fonc-
tion de répartition F' de X,.

3. Déterminer la limite de la suite de fonction (Fy,)y lorsque n — +oo.
La convergence est-elle uniforme ?

4. Déterminer la fonction de répartition G, de m,, en fonction de F.

Exercice 29. Soit f : [0,1] — R une fonction continue et n € N*.

1. Soit Sy, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétre
n etz €]0,1] et X,, = 5n.

n
Donner les valeurs de Uespérance et de la variance de X,. Justifier

1
Va >0, P(| X, — x| > a) < Tl



2. On introduit la variable aléatoire Y,, = f(X,,) et on pose By, (f)(z) =
E(Y,). Vérifier que B, (f) est une fonction polynome de la variable
x.
Soit € > 0. On rappelle que la fonction f étant continue sur [0, 1],
elle y est uniformément continue (Heine). Ceci garantit ’existence
de a > 0 vérifiant

V(z,y) € [0,1% (ly — =] < @) = |fly) — f(z)| < e

De plus la fonction f étant continue sur un segment, elle y est bornée
par un réel noté M.

3. Awec les notations ci-dessus montrer que

et

4. Conclure qu’a partir d’un certain rang, on a
Va € [0,1],[Ba(f)(2) — f(z)| < 2e.

Quel théoréme a t on démontré ?



