Chapitre 1

Exemples de développement
d’une fonction en série
entiére

Exercice (1). Développement en série entiére des fractions
rationnelles

Soit F'= P/Q@ une fraction rationnelle, ot le dénominateur ) vérifie
la condition Q(0) # 0 et se factorise dans C sous la forme

T

QUx) = [J(X - 20,

i=1
les nombres 21, ..., 2, étant les racines complexes deux & deux dis-
tinctes de @), de multiplicités respectives aq, ..., a,..

La décomposition en éléments simples de F' est alors de la forme

T (7%
Ak
F(X)=BX)+Y (> 2.
Z Loy
1. Soit z € C\ {0} et p € N*. Déterminer le développement en série

entiére de la fonction f: z— S au point 0.
(z—2)P
2. Déterminer alors le développement en série entiére de la fraction
rationnelle F' = P/Q).
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3. Application. Déterminer le développement en série de Fourier
des fonctions

1 1
: 00— - t h: O ————,
g 9 _ ¢l ¢ 2 —sin(h)
et calculer )
/ a6 / T a6
: et _.
o 2—¢" 0 2—cos(f)
. J

» Corrigé.—
1. Pour z € C fix¢é, et z € C tel que |z| <|z|,

1 1 1 1 +oo k +oo 1
. _ X _ — k
t—z 2z “1_z —TXZ(7) —Z—m XL
z k=0 k=0 *

En dérivant p — 1 fois la fonction f: x+ 1/(z — z), on obtient pour
tout = tel que |z| < |z|,

(1" x(p—1)!

(p—1) —
+o00o 1
= D0 Xkl = 1% x(k—p 2k,
k=p—1

et donc toujours si |z| < |z],

+oo
1 k! ghptl
—— = (—1)Px X
e UL o
+oo
k k—p+1
S A=
o 2 (,00)
X k+p—1 k
—(_1)P T
= 1)sz_0( p—1 )Z’H-P

2. On note R =mini<k<, (|2x]) ; pour tout = € C tel que || < R, on a alors,
d’aprés 1,

n g ) —+o0 ’L+]—1 .
F(x):E(x)—I—Z(Z)\j,kx(—l)JxZ( i1 )a:l)
k=1 j=1 =0

T ag

= E(x) ++ZOO (Z (Z(—l)jx/\j,kx (Z—;i; 1)));101

i=0 k=1 j=1
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3. a) Pour tout z € C tel que |z| <2,

“+o0 “+o0
1 1 1 1 Z n Z 1 n
2—1::§X1_17 27 (%) - gn+1 XL,
2 n=0 n=0
1 - 1
[PREN _ inf
d’ou T _nEZO s xe'™,

Or, la série trigonométrique E en? /2" est normalement conver-
gente sur R, et elle est dés lors la série de Fourier de sa somme g. Par
conséquent,

27 2
%x/ g(t)dtzao(g)=2><%:1 & / doie =m.
0 0o 2—e

b) Pour tout réel 6,
2 — cos(6) 5 el 1 o—if 210 _ gyl 1]
2
Or, 22 —dr+1=(r—-2)2-3=(z—2—V3)x(x—2+3),
2 _ A + B avec A=(2+v3)/3
@ —dr+l  w-2-v3 2-2+3 B=(2-V3)/V3,

et donc ——2% :L< 2-v3  _2+V3 )
gc—2+\/§ 95—2—\/5

22 —4x+1 /3
< 243 + 2—/3 )
2+v3—€?  ?—24/3

1 _ ey 1
< —(2—V3)e? ~(2=V3) 1—(2—\/§)e—i9)

et

Ainsi,
1 _
2—cos(f)

s 5

+o0
(VB — - Va3 - VEre ™)
n=0

n=0

&\H

(1+Zz VB)x (04 emm))

:% (1+2§(2—\/§)”c03(n9)) .

Comme la série trigonométrique 1/v/3 4 2/v/3 2(2 —/3)" cos(nh)

converge normalement sur R, elle est alors la série de Fourier de sa
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somme h. Par conséquent,

1 ao(h) 1 [T _2 (7 0 7
St [ it [ | e
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Exercice (2). Théoréme de Bernstein
Soit r > 0, et soit f: |—r;r[— R une fonction de classe C>°.

On suppose que pour tout k € N et tout z € |—r; r[, on a f %) (x) > 0.
On définit la fonction g : |—r;r[ = R, = — f(z)+ f(—=z), et on
note, pour z €]—r;r[ et n €N,

T (m_t)2n+1 S
Rn(x):/o e U OL

et 7 (z) = /0 ’ ﬂx FOD (4 dt,

n!

Soit a €]0;7], et soit x €]—a;al.

1. a) Montrer que R, (z) = g(z) — Zn_o (g(%) (0)/(2k)) xz?* et
que 0 < R () < RBn(|z]) < Rn(a) < g(a).

=
b) Montrer que V¢ [0; |x|}, 0< % < @, et en déduire que
z| | 2n+1
0< Ra(lal) < (1) By a),
oo (28)
puis que g(z)= 90 xz2k,
= (2k)!

2. a) Montrer que
VneN, rop1(x) 20 et Ry(z) =rant1(x) +rong1(—1z),

2n+1 (k)
et dés lors que Zk J(; / k'(O) z* " f(z).
— ! n—+o0

b) En déduire que f est développable en série entiére sur |—r;r|.

3. Application.— Démontrer que la fonction f: x> tan(z) définie

sur |—7/2;7/2[ est développable en série entiére en 0.
\ J

» Corrigé.—

1. a) La fonction g est paire, donc pour tout entier k € N, g%F) est paire
et g(**+1) est impaire, donc g(**+1)(0) = 0. La formule de Taylor-
Lagrange avec reste intégrale donne alors

2n+1 (k) n (2k)
Ru(@) =g(@) - 3 Lt () -3 9(75?)“%
k=0 ’ k=0 :
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De plus, Vt €]—r;r[, g (t) = fCR) (t) + fCF) (=) > 0, d’on
0< R, = —  xgTI () de
()= [~ xa® )
|z | _ )2+l
g/ uxg@”‘ﬂ)@)dt

a ¢ 2n+1
< / %7) x g2 (1) dt = R, (a),
0

(
0
)

a—t

On a pour tout t € [0; |z|], ' (t) = (|z] —a)/(a —t)? <0, et h est donc
décroissante sur Uintervalle [0; |z]], et I'on a ainsi

Par suite,

0< Ry(

|| —t ||
vt €l0;|zl[, 0=h(lz|) <h(t) = ——= <h(0) = 7~
‘LE‘ |—t 2n—+1 , ,
:/ S g (g at
0 2n+1
|| —t 2n+1 —¢#)2ntl
/ |x| la—t) ' % g2+ (1) dt
|z| \2n+1 / 7l (g —t)2nt (2n42)
P " t)dt
<(7) . et 0 W
a] \2n+1 /“ (a—t)*T! (2n12)
_ " t)dt

Ainsi, par encadrement, R, (x) —— 0, et g(x) =
n—-+oo

_ (@)Qn—HXRn( )< ( |z >2n+1xg(a).
— 9*¥(0)

2k
2ol "

n=0

Si x>0, alors pour tout t € [0;z], —t >0 et fC"2(t) >0, et

T (w—t)P ! (2n+2)
donc ro,41(z) = ——xf (t)dt > 0.
0

(2n+1)!

Si x < 0, alors avec le changement de variable u = —t,

)271-‘1-1

|z
T2n+1 (x) :A % Xf(2n+2)(_u)du 20,
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et
x _ \2n+1
Ru(z)= /0 %xg@”“)(ﬂdt
x _ \2n+1
:A (3(72nt—)"_1)' >((f(2n+2)(t)+f(2n+2)(—t))dt
x _ \2n+1 e 2n+1
:/0 (1(?277:)_1)! xf(2"+1)(t)dt+/0 ( éni)l)' X FC7 ) () du

=r20+1(%) +7r2n41(—).

On en déduit : 0 < rop41(z) < Ry (), et donc rop,41(x) —+> 0, soit
n——+00

241 e (k) n k(g
-3 2 k'( ) ey ! k'( ) )
k=0 ’ k=0 ’

n *) (0
b) On note, pour tout n € N, S, (z) = Zk—o fT'()

ona Si,—1(x) — f(x); par ailleurs, pour tout n € N*,
n—-+oo

xz¥. D’aprés 2,

SQn(JZ) — S2n—1( ) = (2n)' XxT 5 X (2n)' XxT
_1 “ g®M(0) w2k _ = g w2k
2 (kz_;) (2k)! kZ:O (2k)! )
——— - (9(@) —g(x) =0
Ainsi,
Son ()= S2n—1(2) + (S2n(x) — S2n-1()) P flx)+0=f(x).

Par conséquent, f(xz) = lim So,(x)= hr—? Sont+1(x), et donc
n n—-—+0oQ

f(z)= lim S,(x)= Z x

n—-+oo

Ce résultat est vrai pour tout a €]0;7[, et tout z €]—a;a[, et donc
pour tout x €]—r;r[.

3. La fonction tangente est de classe C* sur D =R\ {n/2+ 7Z}.
Montrons par récurrence que : Vn € N, Vz € D, tan™ (z) = P, ( tan(az)),
ot (Pp)nen est la suite de polynomes réels définie par Py(X) =X
et Vn €N, P,1(X)=(X2+1)P.(X).

Remarque.— La récurrence montrera aussi que les polynémes (P,,) sont
tous & coefficients positifs, que deg(P,,) = n+ 1 pour tout n € N, que les
polynémes (Pa,+1) sont pairs et que les polynomes (Ps,) sont impairs.
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Initialisation.— Pour tout = € D, on a tan®) (z) = tan(z) = Py (tan(z))
avec Py(X) = X, qui est bien impair et dont le seul coefficient (non nul)
est positif, de degré 1 =0+ 1 : la propriété est vraie pour n =0.

Hérédité.— Supposons la propriété vraie pour un certain entier n € N.
Pour tout z € D, tan((z) = P, (tan(x)), et donc

tan™ ) (z) = (1+tan®(z)) P, ( tan(z)) = Pyy1 ( tan(z)).

De plus, P,y vérifie deg(Ppt1) =2+deg(P)) =2+n+1—-1=n+2,
et Poi1(X)= (14 X?)P,(X) est a coefficients positifs (comme produit
de polyndmes qui ont cette propriété), de méme parité que P/, donc
contraire a celle de P, : le polynéme P, 11 est pair (resp. impair) si, et
seulement si, n + 2 est un entier pair (resp. impair).

La propriété est donc bien vraie pour tout n € N.

On a alors, pour tout x € |—7/2;7/2] et pour tout n € N :
tan®" Y (2) = Popp1 (tan(z)) = Pepi (| tan(z)]) > 0.

Le théoréme de Bernstein assure alors que la fonction tangente est dé-
veloppable en série entiére sur |—m/2;7/2].

Remarque.— Pour tout x € R\ Z,
cos(z)  2cos(2x)  cos(w) 2cos(2x)
(

cotan(z) — 2cotan(2z) = sin(z) sin(2z)  sin(z) - 2sin(x)cos()

_ cos’(z) - (cos?(z) —sin?(z)) _ sin®(a)
B . sin(x) cos(x) ~ sin(z) cos(z)
- :;r;((?) —tan(z).

Par ailleurs, on verra dans lexercice suivant que pour tout z €]—m ; 7|,

2k
on a xcotan(x) =1— 22 < z?F d’ou il résulte que, pour tout z
dans |—7/2; 71'/2[ n=1

x tan(x) = zcotan(z) — 2zcotan(2x)

:1_2§<<§I;> (224% 22)%)

n=1
“+o0
2k
-9 C( ) (22k_1)x2]€’
2k
n=1 T
+oo
2k
soit tan(z) =2 <(2k) (22F — 1)k 1



§ Legon 412 11

Exercice (3). Développement en série entiére et nombres
de Bernoulli
1. Soit z €]0; 7|, et soit f, : R — R la fonction 27-périodique, paire,
définie sur [0; 7] par : YVt € [0;7], fz(t) =cos (%t)
a) Déterminer la série de Fourier de f,.
b) Montrer alors que

Vo €]—m;7[, zxcotan(z —1—1—22
‘= 2? —n’n?

c) En déduire que

+oo
2k
Vo €]—m;7[, zxcotan(z)=1-— 22 L%)m%.
k=1
(Ici, ¢ est la fonction zéta de Riemann.)

d) En déduire que, pour tout x E]—27T ;2 [\{0},

=1-i ——22 SCL

1 2k22]€
2. Soit la fonction
g: R— R
€T .
s d T siz#0
1 si x=0.

a) Montrer que, pour tout n € N,

(=)™ tx(2n)!

(2n) _
g " (0) - 2n  92n—1

x((2n).
b) En déduire que, pour tout z €]—27 ; 27|,
R )% C(2k)

o) =1- 5~ Il oo

=1

¢) On définit les nombres de Bernoulli par bp=1, by =—1/2
(—1)"1x(2n)!x¢(2n)

et Vn € N*, boy, = 22n_1><7r2n s b2n+1 =0.
by, 1 sin=0
Montrer que, VneN, —_— =
Z k!x(n —k)! {O sin>1.
d) Calculer by, ba et bg, puis ((2), ¢((4) et (6).
\ J

» Corrigé.—
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1. a) La fonction f, est paire, donc pour tout n € N*, b, (f) =0, et

an(f) = % /07T fu(t) cos(nt)dt = % /07T cos (%t) cos(nt)dt
- % /7r (cos ((% —n)t) + cos ((% +n)t)>dt
_ 1 [sin ((#/m—n)t)  sin((z/7+n)t) =
_?[ z/T—n * xz/m+n }0
n* .
- : 77) sm(az)x( x/wl—n * x/7r1+n>
G 2xx/m 2x(—1)"xxsin(z)
=~ — sin(z)x 22 /72 —n? - 22 — n2n2 '
Eutin, an(f.) — % /Oﬂ cos (£ )dt-2x[sin((§/ﬂt) ];r: 2si;1(x) .

La série de Fourier de f, est donc

. “+oo _1\n
sin(z) + 2z sin(z) x Z % x cos(nt).

Tt —ntm

b) La fonction f, est 27-périodique, continue et de classe C! par mor-
ceaux, donc d’aprés le théoréme de Dirichlet, on a, pour tout réel t,

= Sk
fa(t) = sm( ) + 2sin(z) x Z %xcos(nt)

En particulier, pour ¢t =,

—+oo

cos(z) = sm( ) + 2sin(z) x (Z ﬁ)7

nlx—nw

d’ou
xxcotan(z) =142 Z

nllE—Tl?T

¢) En repartant de ce qui précede, on a, pour tout x €]—7 ; [,

1
xxcotan(z) =1-2
Zl n?m? —z?/(n?7?)

+oo —+oo

—1—2;(2(

o) ) ou 22/ (n2n?) €]0;1],
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ce qui s’écrit, aprés interversion des deux sommes (car z2* > 0),
+oo  +o0o 2%k

xxcotan(z _1—22(2 ) x_%
™

n=

C(2k) o
:1—22 TR
k=1 T

d) On en déduit alors que, pour tout x € |—27; 27\ {0},

e ga  dwdize™ o oa et
811—1 2 z(elw_l) 2 811_1
/2 | —iz/2 ;
:i><£><% :ix£XM
2 611/2 _ e—lw/Q 2 2i SID(ZE/2)

=Z xcotan(%)

2
czk §2k
=23 g —1may LB

2. a) On remarque que g(z) = h(—iz), on

B l—2m2r[ - R

T Gp40
z =< ef—1
1 six=0.
2%k
Or, d’apreés 1.d), Yk eN*, h(Qk)(O):—2x%x( k), d’ou
. (—1)*"¢(2k)
g<2’“’(0)=(—1)2’%(2’“’(0):(—1)’%(2’“)(0):WX(%)!-

b) D’aprés la formule de Taylor avec reste intégrale, Va € |—27; 27[,

R e

k=0
:/ ($—|t) x(—i)n+lxh(n+l)(t)dt‘
0 n.
0 n.
" ™0
=|h(x)— ( )xa:k‘
k!
k=0
< = C(zk) 2k 0. d’ s 1.d
< Z T T X T —=0 aprés 1.d).

k=|n/2]
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Ainsi, pour tout x € ]—27; 27|,

+o0 (k) O +oo L %
n=0
¢) Pour tout z €]0;27[, on a —%— = Z+OO b—kxx Dés lors,
9 ) w k=0 k'

—1
+00
= e S (S (5 )

= Z (Z m) xz", par produit de Cauchy.

k=0
n 1 sin=0
Do, Z—bk =
— kix(n+1-k)! 0 sinx>1.
d) Pour tout x €]—27;2x[, on a
+00 too
2n 2n bn n
( _1___22 92n o n.x :Zﬁxx’
n=0
d’ott bp=1et by = —1/2. Ensuite,
2
by, bo b1 ba .
0= — = —+ —+ —, dou
kzzo MxGB-k)! 6 2 72
(L 1y__1 1 _ 1,
b2—2( 6 + 4) 3 + 5 6
4
_ b _ _bo b_l by b
0=>" MG omr -~ 120 T 1 e d’ot
k=0
1 1 Ly__1t_ 1 _1__ 1,
=25t 4y ") =5 T T3 =5
6
_ _ _bo b1 bo by bg .
_kz_o HT—k) 5040 T 720 T 240 144 T 720 400
111, 1 _ 1,1_ 1.
bo="20(5500 T 000 " a0 Tm0) = T T 6 - B
Ainsi, ) ) . A
_ 2xm _ T _ —87 T
6 6 6
ot C():327T XL_ T _om

720 T 42 T 45%x21 ~ 945
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Exercice (4). Développement en série entiére d’un inverse

Soit E ayz® une série entiére de rayon de convergence R > 0, et

soit la fonction
S: D(O,R)— C

+oo
z HZanz”,
n=0
o D(0,R) ={z €C;|z| < R}. Pour p € N, on note

Gpmn = E Oky * " Ok, -
k4 +kn=p
1. Montrer que si z € D(0, R), alors la série E an pz¥ converge
p

absolument, et que
“+oo

apn2? = (S(2))".
p=0
2. On suppose que ag = 0.

+oo

a) Montrer qu’il existe » > 0 tel que Zn—o lan|r™ =1, et en dé-
duire que si |z| <, alors la suite double (ap n2P)pnen est
sommable.

b) En déduire que la fonction T : D(0,R) - C, z+—
est développable en série entiére.

N S
1-5(z)

3. En déduire que si f: D(0,R) — C est développable en série
entiére et que f(0) # 0, alors 1/ f est développable en série entiére.

4. Application.— Montrer que les fonctions

u: D(0O,R)— C et v:D(0,T)— C
z q
_ siz#0 2 s 1
z g €-1 cos(z)
1 siz=0
sont développables en séries entiéres.
- J

» Corrigé.—

1. Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on a pour
tout n € N* et tout z € D(0, R),

+00 n +oo
(S(z))nz (léakzk) =Z< Z aklak2---akn)zp.

p=0  ki+ko+--+kn=p

2. a) Il est clair que le rayon de convergence de la série entiére Z lag| 2"
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est R, et que la fonction S; : D(0,R) — C, z+— Z |an|z est
donc continue, de sorte que : S1(2) 5 S51(0) = ao =0. Il existe dés
—

lors 7 > 0 tel que S1(r) <1, autrement dit Z |an|r <1.
Ainsi, pour tout z € D(0, R)
)|zl

Z|apzp|_2(‘ Z g, - ak,
p=0 " kit thn=p
S ol )xlel = (Si(eD)”
p=0 " ki+-thn=p
g (Sl(’l”))n
Et, comme 0 < S1(r) < 1, alors la série Z (Z+OO

p=0
et par conséquent la suite double (ap ,2")p nen est sommable.

|ap,n2? |) converge,

b) Fixons z dans D(O ) ; la suite double (ap ,2P) étant sommable, la

série Z (Z Ap, n)Z converge, et

Ix = too 400 +o0 n 1
Z(Zap,n)zp_Z(Zapnz) Z(S(z)) :1_75(2).
p=0 n=0 n=0 p=0 =0

On sait qu'’il existe une suite (a,)neny de nombres complexes telle que,
—+oo

pour tout z€ D(0,R), on a f(z) = Z Oanxz” avec ag = f(0) #0.
n=

On peut alors écrire, toujours pour z € D(0, R),

+oo
f(z):ao-i-Zaann:aO(l—S(z)), avec S(z Go

n=1

Le résultat de 2.b) assure alors que 1/f = (1/ap)x (1/(1 — )) est dévelo-
ppable en série entiére en 0.
{(ez —1)/z siz#0

Soit la fonction f: C—C, z+— On sait que pour

1 siz=

tout z € C, f(z):Z:OZ( +1)',etf()—17é0.

D’apreés 3, on en déduit que u = 1/f est développable en série entiére
sur le disque ouvert D(0, 2m).

De méme, la fonction g : C — C, 2+ cos(z) vérifie

oo 2n
VzeC, g(z)= ;(_1)” (;n)! :

avec g(0) =1#0, et la fonction v =1/g est donc, de nouveau d’aprés 3,
développable en série entiére sur D(0,7/2).
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Exercice (5). Condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction réelle soit développable en série entiére

1. Condition suffisante.—

Soit a > 0, et soit f: |—a;a[— R une fonction de classe C*°.
On suppose qu'il existe deux réels C' et A > 0 tels que

Ve €]—a;af et YneN; |f(")(x)| < CxA"xn!.

Montrer que, pour tout = € |—a;a[ et tout n € N,

LN
‘f(x)_z f ( ) Xxk‘gchn-&-lX'x'n-i-l,
k=0

k!

et en déduire que la fonction f est développable en série entiére
sur |—r;r[, ou r = min(a, 1/A).
2. Condition nécessaire.—
On suppose que f est développable en série entiére, c’est-a-dire
qu’il existe R > 0 et une suite de nombres réels (a,)nen tels que,
pour tout x € |—R; R[, f(x)= ZJFOO anz™. Soit r €]0; RJ.
n=0
a) Montrer qu’il existe un réel M > 0 tel que, pour tout entier k,
on ait |ag| < M/r*.
b) Soit aussi £ €]0;r[. Montrer que, pour tout x €]—£;¢[ et

tout n € N,

|f(n) Mn Z x(k—n+1)x (K) TT=COxA"xnl,
k=n

avec C'=Mxr/(r—{) et A=1/(r—1{).

\ J

» Corrigé.—

1. Condition suffisante.—
D’aprés la formule de Taylor-Lagrange, pour tout x € ]—a;a[ et
tout n € N, il existe 0, ,, € ]O' 1] tels que

Z f( f(n+1)( nXT) ]
Yo (n+1)! ’
ou
~fR0) (n+1) |
|$|n+1

<Ox A" x(n+1)1x =C'x|Axz[" T

(n+1)!
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D’ou, si |z] < r =min(a,1/A4),
L p ) (g RSO
Z 0 & f(x) :Z k!( ) xzk,

n—-+o0o
k=0

2. Condition nécessaire.—
a) La série Zanxr" converge (et admet f(r) pour somme), donc la

suite (an - r™)nen converge vers 0, et par conséquent cette suite est
bornée : il existe M > 0 tel que |axr*| < M pour tout k € N.

b) On sait que f est de classe C™ et que, pour tout = €|—R; R[ et
tout n € N,

0 (x Zk —1)x(k—n+1)xz*",
donc pour tout x € |—£; (],

|f™ (z |<Z x(k —n+1)x|ag|x k"

\_ka —Dx(k—n+1)x(L)*,

donc pour tout x € |—£; ¢],
X n = X p
r (1—¢/r)"+t 1-¢/r (r—2)

M 1 \n
= ,rm_xgx(r_f) Xn!.

1F (@) < AL 1! M L __xn!
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Exercice (6). Fonction génératrice des polyndomes de Le-

gendre
Montrer que si [t(t — 2x)| < 1, alors

L= (2m)!
(1 — 2tz +1t%) 2:2(—1) XW

m=0

x (t(t—2x2))",

et en déduire que
IR
(1—2tx+1%)72 =) Ly(z)xt",
n=0

ot les

Ly(x)= —2”3<n! x((z® - 1)”)(n)

sont les polynomes de Legendre.

.

» Corrigé.—
On sait que, pour u €]—1;1],

= 1x3x5x -+ x(2m — 1)
X

1
—5 — _ m m
(14 u) 1+mz_:1( 1) S X
+oo
(2m)!
=1+ ™ xu™,
mZ:l( ) 22" % (m!)?

1= (2m)!
(1—2tx+t*)72 = Z (D)% o x(t? — 2tx)™
ot 22" x (m!)

I
[
8
|
=
N
[ )
3|~
®
2
V)
—~
(]
—~
= 3
~—
Y
B
8
g
3
S
~—

-0 k=0
o 2m)! N (=Fxemh o
_n;) 92m sy (kZ_O Elx(m —k)! xx™m k¢ +k)

& (2m)!(—1)"
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avec
(2m)! .
Ln r)= —1 kX x ™
() m+zlc:n( ) 2R emIxk!x (m — k)!
[n/2]
2n — 2k)!
= Z (—1)*x (2n ) g2k
=0 2" x(n — k) xk!x(n — 2k)!
. $i[2]+1<k<n

Or,ona (22" 2F) = { (20— 2k)!

(n—k)!
et par conséquent

Ly (x) = i & X(xQH—Qk)(n)
=5 2" x(n—k)!xk!

n

1 n! K, on—ok) ™
- — (-1

e (S (wrer )

= Q"in[ x ((x2 . 1))(11).
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Commentaires sur les exercices de cette lecon

Exercice 1.— Un résultat trés utile & connaitre absolument, a propos du
développement en série entiére d’une fraction rationnelle dont 0 n’est pas
un pole.

Un exemple d’application, avec calculs d’intégrales, termine I’exercice.

Exercice 2.— Un résultat & nouveau trés classique, important et & connaitre :
il s’agit d’établir une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
d’une variable réelle soit développable en série entiére.

On montre aussi que ce résultat s’applique a la fonction tangente ; le déve-
loppement en série entiére est donné concrétement en tant que remarque a
la fin de I’exercice. Le lien avec les nombres de Bernoulli, définis & ’exercice
suivant, est laissé au soin du lecteur.

Exercice 3.— Un bel exercice qui sera une bonne proposition pour un
développement ; aprés avoir déterminé le développement en série entiére de
la fonction paire x — zcotan(z) a l’aide de séries de Fourier, développement
qui fait intervenir les valeurs de la fonction ( aux entiers pairs, on définit
les nombres de Bernoulli by, & partir des ((2n), et P'on établit la relation

i by 1 sin=0
VneN, %k -
kzzo klx(n—k)! {0 sin>1.

Cette relation permet de calculer par récurrence les by, et par 14 méme
les nombres ((2n). Sa démonstration fait appel accessoirement a la fonc-
tion x +— x/(e® — 1), dont la partie impaire est —x /2, comme lecteur pourra
s’en convaincre directement.

Voir aussi l’exercice 67 de la lecon 405 sur ce sujet, ainsi que ’exercice 5
pour la mise en ceuvre de méthodes similaires.

Exercice 4.— On montre, a 'aide de résultats de sommabilité d’une suite
de nombres complexes, que la fontion inverse de n’importe quelle fonction
développable en série entiére et qui ne s’annule pas en 0, est elle-méme
développable en série entiére ; on en donne en illustration deux applications
faciles.

Exercice 5.— On montre dans cet exercice un résultat classique et impor-
tant, & savoir une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
d’une variable réelle admette un développement en série entiére.

Exercice 6.— Dans cet exercice, on obtient un développement en série
entiére de la fonction génératrice des polynémes de Legendre, &

V1 —2tx+ 22 .

savoir la fonction ¢ —






Chapitre 11

Exemples d’applications des
séries entiéres

Exercice (1).
Soit ’équation différentielle
(H): zy”"+2y —xy=0.
1. Déterminer les solutions de (#) développables en séries entiéres.

2. Résoudre (H).

3. Résoudre (H) avec le changement de fonction z(z) = xy(x).
\ J

» Corrigé.—

On résout ici ’équation différentielle donnée par I’énoncé, en ’occurrence
(H) : wxy(x) + 29/ (2) — 2xy(x) = 0.

1. On suppose que (H) posséde une solution développable en série entiére,

—+oo
sous la forme y(x) = E o anxx™, de rayon de convergence R > 0.
n=

Alors, pour tout z €|—R; R[, on a :

+00 too
y'(z) = Z na,xz" "t et 9y’ (z)= Z n(n —1)apxz" 2,
n=1 n=2

d’on, pour tout = €|—R; R|,

—923 —
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—+o0 —+oo —+o0
0= E n(n—1Da,xz" 1t +2 E na,xz"t — E anxz"t!
n=2 n=1

—Z n—1) —|—2n anxa: ZanXJJ
= Z n(n+ 1)an><x"_1 — Z ap—1 xz®
n=1 k=1

—+oo —+oo
= Z(k + 1) (k+2)ag+1 xxk — Z ap_1xz"
k=0 k=1
+oo
=2a; + Z ((k + 1) (k+2)agse — ak_l) XX
k=1
ak—1
D’ot, a; =0, et Vk e N*, a =
1 k+1 i Dx(h12)
a2K—1
a = Vk € N*
T2k D)x(2k +2)
soit et
a2k
= vk € N.
G2 T 0k 1 2)(x2k + 3)
Une récurrence facile donne alors, pour tout k£ € N,
ao
=0 et =—
a2k+1 a2k (2k—|— 1)!
+o00o 2 h
, B " _ sh(z) N
d’ou y(x)—aoxngom =apx ——, et R=+o0.
Sur I} =]—00;0[ ou Iy =]0;+o0[, on cherche une deuxiéme solution,

linéairement indépendante de la fonction y; : x — sh(z)/x.
On pose y(z) = A(z)xy1(z) ; alors, pour tout réel z,

y' (@) = N(z)xy1(z) + (@) xy; (2)
et

y"(z) = N'(z)xy1 (@) + 2N (2) xyi () + A@) xyy (),
d’ot1, pour tout réel x non nul,
0= axy” () + 2 () — 2xy(x)

= Aa)x (wxy] (z) + 2y (x) — 2xy1(2))
=0

+ N (2)x (251 () + 2oxy (x)) + X' (z)xzxy1 (2).
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h
Or, zxyi(z) = zx shiz)

=sh(z), et

291 (x) + 2z xy)(z) =2 shix) + 2w x xxch(xa):; shz) _ 2ch(z),
doit N'(z) = — 2;}1(;:”)) <N (2).

Ainsi, il existe un réel « tel que, pour tout z non nul,

N(x) = ax exp (—2/ ch(z) da:) —axe2n(sh@)) — o

sh(z) sh?(z)
h
et )\(LE) = aX C21$ = aX ¢ (Ji) .
sh?(x) sh(z)
On obtient ainsi des solutions particuliéres de () sous la forme :
h h h
yp() = AMz)xy1(z) = ax ZhZ; x S a(;CC) =ax ¢ ix) .

La fonction yo : x> ch(z)/x est donc solution de (H) sur I =]—00;0],

ou sur Iy =]0;+ool.
On conclut que sur I; ou Iy, on a l'égalité Sy = Vect(y1,y2), avec

Ve eR, yi(z)= Shix) et ya(z) = Chff)-

Remarque.— En posant z(z) = zxy(x), nous avons alors
Z () =axy'(z) +y(z), et 2"(2) =axy’ () + 2 (2).
La fonction x — z(x) vérifie dés lors ’équation différentielle
2"(x) — 2(x) = 0.
Les solutions de cette équation différentielle sont donc de la forme
z: x> axch(z)+ Bxsh(x),

pour « et [ parcourant R.

Il en résulte que sur Iy =]—o0; 0] ou sur I> =]0; 4o00[, les solutions sont les
fonctions b b
c s
YT ax (x)-i-ﬁx ia:)
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Exercice (2). Intégrale de Poisson
Soit 6 €]0;7[, et soit f: R— R .
z+ In (2% — 22 cos(6) + 1)
1. Déterminer le développement en série entiére de la fonction f.

Indication.— Calculer f'.

2. En déduire que Vz e]-1;1], / In (2% — 22 cos(f) + 1)df = 0.

0 T
3. Calculer, pour z € R tel que |z| > 1,/ In (2% — 22 cos(6) + 1)d6.
4. Quediresiz=1louxz=-17 0
\ J
» Corrigé.—

1. Pour tout réel z :

F(z) = 22$—2COS(9) _ x—efﬂ—x—e‘ie
x” — 2z cos(f) + 1 (z— ) x(z—e 1)
S SRR B —e'? —e~ 10
x—e 10 z— el 1—e 1—e iy
+00 too
= —elfx Z (e¥%z)" — e x Z (e‘iexx)n, silz| <1,
n=0 =0

=— f ((ew)n+1 xz" + (e_m)n+1 xx")
n=0

+oo
- Z (ei(n+1)0 + e—i(n+1)9) "
n=0

—+o0

=2 XZ cos ((n+1)0) xz™.

n=0

Ainsi, pour tout z €]-1;1],

= 2L X cos(nh) n
f(z)=f(0) -2 xz%cos (n+1)8)x ey i -2 XX:l — 5 xa™.
=0 n= n=

2. D’aprés 1, pour tout z €]—1;1],

T _ ™ X cos(nf)
/O In (x2—2xcos(6‘)+1)d6‘——2/0 (> S xan)ao.

n=1



§ Legon 413 27

cos(nd)
n

Xx ‘< |x|™, et la série géométri-

Or, pour tout €[0;7], on a ‘
cos(n&)

que E |z|™ converge car |z|<1 : par conséquent, la série E

converge normalement sur [0; 7], d’ou

© +oo " +oo n s
/ (Z % cos(n&))d@ :Z xT x/ cos(nd)dd = 0.
0 “p=1 n=1 0

Ainsi, pour tout x €]—1;1[, on a / In (2% — 22 cos(#) + 1) dd = 0.
0

3. Soit z € R tel que |x| > 1. Alors,
/Oﬂm (22 —2xcos(0)+1)do :/Oﬂln (=2(1 —%cos(9)+§)>d9
- /O ‘Ina?)d0+ /O ()2~ 2 cos(0) +1)d6
:/Oﬂln(:ﬂ)da, car | 1| <1,

=7ln(z?)=2r1In(|z|).
4. On a, pour § €]0; ],

f(1)=In(2—2cos(d)) =In (4sin2 ( g )) =2In(2)+2In (sm(

21n (sin(%)) =2In (g +00(0)) = ( (% —i—oo(l)))
=2In(f) +2In (5 +00(1)) oo 21n(6).

|

)

et

Or, pour ¢ € |0; /2],

w/2
/ In(8)d9 = [0 1n(0) — 6]/

i Ty _ T _ R Ty _ T

_2111(2) 2—;25111(5) sm2ln(2) 5
On en déduit que lintégrale / In (sin(9))dé converge. Le change-
ment de variable ¢ =7 — 6 donne alors

/2 T
/0 In (sin(9))d6 = L In (sin(p))de,

/2

™ /2
de sorte que / In (sin(9))do = 2/ In (sin(6))d6.
0 0

Le changement de variable u = /2 — 6 donne, pour sa part,

/2 /2 ™/2
/0 In (sin(0))d6 = /0 In (sm (? - u)) du = /0 In (cos(u))du,

n
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et donc

T /2
/ In (sin(9))d6 = / (sin(@ d9+/ In (cos(d))do
0 0 0
/2 1
= / (sin(6) cos(6))do = / In (5 sin(26‘)> dé
0 0
/2
— T+ / In (sin(20)) do
0

=-ZT1n(2)+ 1 / In (sin(z))dz, avec z = 26.
0

2 2

Ainsi, -
/ In (sin(0))dd = —7 In(2),

et 0

i — = i n n ( sin 9

/0 In (2 2cos(9))d9_/0 (21m(2) + 21 (s (5 )))do
:27r1n(2)+2/0 ln(sin(%»d@
=271n(2) 4—4/;/2 In (sin(u))du, avec u= %7
:27T1n(2)—4><%7r1n(2) =0=f(1).

Pour le calcul de f(1), le changement de variable § = 7w — ¢ donne
f(=1)= / In (242 cos(9))dd = / In (242 cos(m —¢))dep
0 0
= / In (2 — 2 cos(y))de =0.
0
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Exercice (3). Application au dénombrement

Soit E un ensemble & n éléments (n € N). On appelle dérangement
de E toute permutation o de F n’ayant aucun point fixe.

On note 0,, le nombre de dérangements de E. Ainsi, j; =0 et par
convention, 6y = 1.

=5 (™M)s
1. Montrer que, pour tout n € N, n! = Zk:o ( ) Pao

k
2. Soit f: |-1;1[— R
+o0 S
T Z an
n=0
a) Justifier la définition de f.

b) Montrer que, Vz e]|-1;1[, f(z)=
c) En déduire que "

k=0
3. Calculer de deux facons différentes le développement en série en-
tiére au voisinage de 0 de la fonction
1
fizo —m—F——
@ -1)@E*-1)
et en déduire une formule pour le nombre de couples (p, q) € N?

tels que 2p + 3¢ = n, oll n est un entier naturel.
\ J

» Corrigé.—

1. Soit k€{0,1,...,n}; il y a (}) parties de E a k éléments, et pour
chacune de ces parties il y a d,,_r permutations de F qui laissent fixes
les éléments de cette partie tout en dérangeant les autres éléments de E.

Il y a donc, en tout, Z:—o (Z

0= (e, )3 ()

)5n_k permutations de F, et donc

2. a) Pour tout ne N*, 0< 6, <n!,donc0<d,/n!'<1,doncsi0<r<1

. On n
la série E — ™ converge.
n! 5

n'

Ainsi, le rayoﬁ de convergence de la série Z x™ est supérieur ou
égal & 1, ce qui justifie la définition de f.
too

b) On a pour tout z €]-1;1[, f(z)e® = (Z %xk)x(z %)

k=0 k=0
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Comme ces deux séries entiéres convergent absolument, alors en uti-
lisant le produit de Cauchy, on a, pour tout x €]—1;1][,

foo m = n
fee =3 (3w = X (35 (%)

+oo 1
= Z =T
n=0
et donc f(z) =e */(1 —x) pour tout = €]—1;1[.
c¢) Toujours en utilisant le produit de Cauchy, on a pour tout = €]—1;1][,

B 1 +oo (_1)k L +oo .
o=k = (5 a2
+oo n k
(=D
_7;)(;0 o )x ,
N k
et donc par identification des coefficients, 5_"| :Z’l (_k1| pour
tout n € N, soit . (_1)k n! k=0 ]
5":”!(;0 w)

3. Premier calcul. Pour |z| <1,

flz)= 1,1 :(—ionp)x(—fqu)
3_1 =

q=0
+oo —+oo
:Z( Z 1):10":2(1”;10",
n=0 " (p,q)eN?; n=0
2p+3g=n

avec a, = Card({(p,q) € N? | 2p+3¢=n}).

Deuxiéme calcul. On procéde a la décomposition en éléments simples
de f(z) pour |z] <1:

_ 1 _ 1
f(x) = (x2—1)(x3—1) - (x_l)Z(x+1)(x2+x+1)
— 1
(2 =1)*(z+1)(z —j)(x—j?)
__4A 4 B + c + D 4 E 7

z—1 (x—1)* z+1 -7 x—j°
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ou
= 1 :l7 C: 1 :l,
(1+1)(1+1+1) 6 (-1-1)21-141) 4
D=—3 -1--2: 122
G=-DG-DG-77)  @2=i-i)0G-J)
_ 1 IS
1,.vV3 1,.V3 3iv/3 3v3
(- Hig g +ig)
ot E=D=—_.
3v3
En calculant de deux facons différentes 1113 zf(x), on obtient
r—r+00
0=A+0+C+D+E & A+C=0 & A=-C=-1,

4
et done, pour |z| <1,

UV WS EVS R NV |
f(x)_4X1—x+6x(1_x)2+4><1+x
g’ 1 i1
3v3 -7 33 1-uj?
+oo n
1, n+1 (1) 1 (nt2 _ 2041
=> (++ + + (" =2 )ams
n:0<4 6 4 33 )
d’ot, Vn €N,
1) :
anzi—k( ) Loy i (jn+2_j2n+1)_

12 4 6 3.3
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Exercice (4). Théoréme radial d’Abel — Application

Soit Z anx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. On
suppose que la série Z an R"™ converge, et 1’on pose, pour neN,

Z arR* et Vz €]|—R;R[, Ru( Z apz
k=n+1 k=n+1

a) Montrer que, pour tout = € [0; R,

Rn(m)zrn<%)n+l+ flrk((%>k+l—(%)k)-

b) En déduire que la série Zanx” converge uniformément sur
Pintervalle [0; R], puis que
+oo o0
aR”:hm( ax").
2. Applications

a) Montrer que, pour tout p € N*,

—1)" ! dt L .
E = >, intégrale notée I,
= 1+np o 1+t

Calculer I, I et I3.
b) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére
Z x2n+2 :
nn+1)(n+2)
et montrer que, pour tout z €]—1;1][,

2n+2

f 14
= n(n+1)( 2n—|—1)

=

—(2®+1)In(1—=z )—2xln( §)+3m2.

1
n=1 n(n+1)(2n+1)

c) Soient Z an et an deux séries convergentes, telles qu’en

En déduire que Z =3—41n(2).

n
posant ¢, = Zk—o arb,_r pour tout n € N, la série ch

converge. Montrer que
+oo

(Zan)x(ibn) zicn.

n=0
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» Corrigé.—

a) Pour tout z € [0; R,

+oo +oo k +oo k
k_ k(o \" _ x

> mat= 3wk (%) = Y o -n(5)
k=n+1 k=n+1 k=n+1
+o0 k +oo 3

- x x

= X () - X onlg)
k=n+1 k=n-+1

(les séries convergent, car la suite (ry) est bornée et |x/R| < 1)
n+1 k+1 T k
()" 3 () -(3))

b) Soit € > 0; comme r, —+> 0, alors il existe N € N tel quesin> N
n——+00
alors |r,| < e. On a donc, pour tout n > N et pour tout = € [0; R],

“+oo

o) <leabx () ex 3 (&) = (£)™)

>N+1 < 2e.

a—i—ax(R

Comme |r,,| < e pour tout n > N, on a alors | R, (z)| < 2e pour tout

réel x € [0; R], et la serle Z anx” converge uniformément sur [0; R).

+oo
n o __ n
Par conséquent, E a, R" = 11_1%17 N
2. Applications
" . (=1)* .
a) Pour p € N*| la série alternée TTnp converge; il vient alors,

d’aprés le théoréme radial d’Abel,

“+oo +oo
(=1)" . e
=1 n" =1 )" t"pdt.
7;] 1+np " nz:%( ) 1+4+np m—lglfz

Or, pour tout N € N,

_ (_tP)N-H

ZN:(—I)"/lt"”dt:/; (i(—l)”t“ﬂ)dt:/@l llet

n=0 0 n=0

1 1
(N+1)
:/ dt _(—1)N+1/ UAMACIp
, 1417 o 1ie

1 1
(N+1)
eto</ udm/ H(N+Dp gy — 1 0.
o 1+t° 0 1+ (N+1)p Notoo
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(=" b
On en déduit que Z o TTnp —/ , d’ot
= 0

400 _1\n 1
3 (1i)n :/0 1d_L:[1n(1+t)]$:ln(2)-

n=0
00 n 1
(-1) . dt 1_ 7
2 Tiom _/0 L = [arctan(t)]; = T
= (=" :/1 dt :/1 dt
—1+3n Jo 148 Jo Q+H)(E2—t+1)
S U A VRS W A T2 WPV N A (R
3 1+t 6 2_ 3 2
0 0o t"—t+1 0 1+(7)
1 V3 1 -
= = In(2) -0+ —=( arctan ( — ) — arctan (—=
1 ™3
=3 In(2) + 9

b) D’aprés la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série
est égal & 1. D’autre part,

1 1,1 4
nn+1)2n+1) "  n+l 2n+1

Vn € N*,

2n+2 2n+2 22 +2
x
E ] g DrEay ont un rayon

de convergence égal a 1, et 'on a donc pour tout x €]—1;1] :

Les séries entiéres E L

S(x)zio L2042 Zx2n+2 I 22 I L2+
—~ n(n—|—1 )(2n+1) n+1 2n—|—1

_@

n 2\n

o @) @) _, gg_l+ w2y
_9621 n +ZQ n QC(ZTL Qzl

:—x2ln(1—x2)—1n(1—x2)—x2—4x(—ln(1—x)+%1n(1 z?)) +4a?
(2 2 1+ 2
=—(z"+1)In(1—=x )—2xln(1_$)—|—3x

—(z+1)?In(1+2)— (1—2)?In(1 —z) + 32> ———4In(2)-0+3,
T— 1"

On conclut donc grace au théoréme radial d’Abel :
+oo

> L =5(1)= lim S(z)=3—4In(2).

~ n(n+1)2n+1) 1=
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c) Les séries E Qn, E b, et E cn, étant convergentes, les trois séries

entiéres E anx", E bpx" et E cnx™ ont des rayons de conver-
gence supérieurs ou égaux a 1.

D’aprés le théoréme radial d’Abel, les fonctions

f:[0;1]—- R , g:[0;1]—- R et h:[0;1]— R
+o0 too I

T HZanx" T Hanx" T Hchx”
n=0 n=0 n=0

sont donc continues, et les séries E anx” et E bp,x™ sont absolu-

ment convergentes pour tout x € [0;1[. Le produit de convolution
s’applique donc, et pour tout x € [0;1],

+oo +oo +o00
F@g@) = (3 ana™ ) x (D bua") =3 e = hiw),
n=0 n=0 n=0

puis
B(1) = lim h(x)= lim f(z)g(x) = (lim f(2))x (lim g(x)) = f(1)g(1),

ce qui est bien oo oo

S (Sa)x(E0)

n=0 n=0
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Exercice (5). Application a ’algébre.— Une démonstration

du théoréme de Cayley-Hamilton. Soient A € M,,(C) et ||-||

une norme sous-multiplicative sur M, (C), et soit R > ||A]||.

1. Montrer que pour tout § € R, la matrice Rel’l,, — A est inversible
dans M,,(C), et que son inverse est

(Reia)—l(f(Reif))—kAk).

k=0

2. En déduire que, pour tout k € N*,

2
L | (ReY*(Re?T, — A)~1dg = AF1,
2m Jo

En déduire que pour tout polynéme P, on a

27
P(A) = % /0 Rel P(Re')(Re'’1,, — A)~1d6.

3. On note x4 le polyndome caractéristique de la matrice A, autre-
ment dit x4 (X) =det(A — XT1,,). Montrer que

(_1)n 2m
27 0

xa(4) = Re'? tcom(ReigIn —A)do,

et en déduire que x4(4) =0.
\ J

» Corrigé.—

1. On a ReT, — A=Re" (I, — (Re'?) 71 A), et ||(Re) "t Al|=||A||/R<1, si
bien que la matrice I,, — (Rel?) "1 A est inversible !, et

+oo
(I — (Re®)"LA) ™" =Y (Rel®) kA,
k=0
La matrice Rel’I,, — A est dés lors inversible, et

(ReT, — A) ™" = (Re”) (I, — (Re?) 71 4) ™"

+oo

_ (ReiG)—l(Z(ReiG)—kAk)'

k=0

1. C’est classique, mais il est bon de rappeler que ’on utilise ici I’hypothése fournie
sur la norme, ainsi que le fait que ’espace des matrices est de Banach, de sorte que toute
série qui est y normalement convergente est convergente.



§ Legon 413 37

2. D’aprés 1,
+oo +oo
(Reie)k(ReiGIn_A)—l:(Reie)k—l(Z(Reie)—rAr) :Z(Reie)k_l_TAr.
r=0 r=0

Or, pour tout r €N, |[(Re?)*=1=7A"|| = RF=1(||A||/R)", et la série géo-
métrique Z(||A||/R)T converge puisque ||A||/R < 1, si bien que la sé-
rie « trigonométrique matricielle » Z(Reie)k_l_TAT est normalement
convergente, d’oil

2r  +oo +oo 2
L ( i0\k—1—r 7’) — (L i(k—1—7)6 ) k—1—r gr
o ), TZ:O(Re) A7) de ;O%/Oe d9)R A
:Ak—l
2 .
) 2 =k—1
puisque / el(k}—l—’r)ede _ { s S? T
0 0 sinon.
. _ m k A .
Soit alors P = Zkio ar X" un polynoéme; on a
1 27 . . )
— ReY P(Re)(Re'’T,, — A)~1de
2r J,
2 m
__1 i 0\k(p i07  A\—1
~5 /. Re'?> " ap(Re)"(Re T, — A)~"do
k=0
m 1 27 . .
:Zak(_/ (Rele)k-l-l(ReleIn _A)—lda)
2r J,
k=0
:ZakAk, d’aprés 1,
k=0
= P(A).
3. D’aprés 2,

2
) = o [ R (Re) (e, - 4) s

et en posant M = Re'’T,, — A, on a
det(M) = det(Rel’T,, — A) = (—1)" det(A — Re'?L,) = (—1)"x a(ReY),
d’oit
xa(Re'?)(Re®T, — A)™t = (=1)" det(M)M ™' = (=1)" ‘com (M)
=(-1)" tcom(ReiGIn —A),

et donc (—1)" 2 )
xa(4) = / Re'? ‘com(Re1, — A)do.
0
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Les coeflicients de la matrice com(X1I,, — A) sont des polynémes en X,
et les coefficients de la matrice e ‘com(Re'?I, — A) sont dés lors des
combinaisons linéaires des fonctions 6 — e*? (k € N*).

2
Comme pour tout k € N* / e*dh =0, alors
0

(_l)n 2m
2m 0

xa(A) = Re'? tcom(RewIn —A)do =0.
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Exercice (6). Théoréme taubérien fort. Soit (a,) une suite de
nombres réels telles que a, = O(1/n). On suppose que le rayon de

convergence R de la série entiére E anx"™ est supérieur ou égal a 1

et que sa somme S vérifie lim,_,;— S(x) = 0. Soit I’ensemble A des
fonctions f: [0;1] — R telles que

(i) pour tout z € [0;1], la série Z an f(z™) converge

(i) tim 3" a,f(am) =

r—1— n=0

1. a) Montrer que toute fonction polynomiale nulle en 0 appartient
aA.
b) Soit p une fonction polynomiale. Montrer que

1

(I1—z)x (Zx p(x ) pendy A p(t)dt.

n=0

2. Soit la fonction

et soit € > 0.
a) Déterminer deux fonctions polynomiales r1 et 7o telles que :
Ve e[0;1], a+z(l—2)ri(z) < g(z) <z + (1 —z)ra(x)
1
et / (r2(x) —r1(z))dz < Be.
0

. . +oo
b) En déduire que g € A, puis que ano an, =0.
3. Conclure que, si (b,,) est une suite réelle vérifiant b, = O(1/n) et
. C9 i -
si lim ano bpa" = £ (avec ¢ € R), alors la série Z bn,

r—1—

+oo
converge, et Zn:O by, =£.
(11 s’agit du théoréme taubérien fort de Hardy et Littlewood.)

4. Application. Soit la fonction
S:]-1;1[— R

+oo

n

inf T

z =) Mg
n=1
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Justifier la bonne définition de S, et montrer que
oif
Vrel-1;1], S’(x) =& .
1—e%z
En déduire que
S(x) = ~1lg (z* — 22 cos(f) + 1) +iarctan (Lﬂ(a)>,
2 11—z cos(h)

puis que, pour tout 6 € R\ 277,

+o00o
cos(nd
£L ) -1 (2 2c0s(0))
et 7:1
X sin(nd)
o = arctan (tan ( 5 ))
n=1
§ J
» Corrigé.—

1. a) Considérons pour commencer le cas ot p(z) =z"(r e N*). Siz €[0; 1],

alors " € [0; 1] et comme R > 1, alors la série Z an(z")" converge,
et +oo +oo “+o0
(") = Z an(@)" = an(@")" = anp(z")
n=0 n=0

et de plus Z anp = S(2") —— 0 par hypothése.
rx—1—
Le monoéme X" est donc élément de A, et par linéarité de S, pour tout

+
polynome p : xHijl brz” (nul en 0), on a Zn: anp(z™) FO
et p e A.

b) Pour tout x € [0;1[, en commengant 14 encore avec p(x) =", on a

+oo
X(Zx"p(x”) (1—x) Zx” M=(1-x) Zx (1+7)
n=0

—(1—2) 1 _ 1—95 _
1—z't" (Q-z)(1+z+--+2")
T ltatota

1 1
— 1 :/ trdt:/ p(t)dt
rx—1- T+1 0 0

Le résultat s’étend alors au cas d’un polyndéme quelconque, par linéa-

rité.
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2. a) Soit la fonction h: [0;1] — R définie par

h(0)=—1, h(1)=1 et Vzel0;1], h(@:%.

-1/1—-2z) si0<z<1/2
On a alors h(x) =
1/z sil/2<x<1.

On définit aussi, pour tout entier n > 3, les fonctions g, et h, sur
l'intervalle [0; 1] par

gn(x) =h(z), sixe(0;1/2]U[1/24+1/n;1],
{gn est continue sur [0;1] et affine sur [1/2;1/2+1/n)]
et
hn(z)=h(x), size[0;1/2—1/n]U[1/2;1],
{hn est continue sur [0;1] et affine sur [1/2—1/n;1/2].

On a alors Va € [0;1], gn(z) < h(z) < hp(z) et
1

1 %+% 3+
0< [ =gu)ti= [* "G =gut0)ar< [ *

2

S|=

_ 8
ddt =5

2

Soit maintenant N € N* tel que 8/N < ¢ : les fonctions gy et hy sont

1
continues sur [0;1], gv < h < hy et / (hn(t) —gn(t))dt <e.
0

Par ailleurs, d’aprés le théoréme d’approximation de Weierstrass, il
existe deux fonctions polyndmes S; et S telles que pour tout 2 €[0;1],
on ait ‘Sl(a:) —gN(x)‘ <eet |Sg(x) - hN(a:)| <e.

Soient alors 11 =51 — € et 1o = Sa+¢; on a pour tout x € [0;1] :

ri(z) < gn(z) < h(z) < hny(x) <ro(z), 0<gn(z)—ri(z) < 2¢
et 0<ro(x) —hy(x) < 2e.
1 1
Ainsi, / (ra(z) —ri(z))dz < / (4e + hn(x) — gn (@) daw < Be.
0 0
b) Soit = € [0;1], et soit N € N* tel que 0 < 2z < 1/2 : alors, pour
tout k> N, on a 0< zF <1/2, donc g(z¥) =0, et la série Zakg(xk)
+oo n N-—1 n
converge (et ano ang(x™) = ano ang(z™)).
De plus, a, = O(1/n), donc il existe M > 0 tel que |a,| < M/n pour
tout n € N*. Soient alors les fonctions polynomiales p; et ps définies
sur le segment [0;1] par p;(x) =z +x(1 —x)r;(z) (1 €{1;2}).
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On a dés lors, pour tout = € [0;1],
400 —+oo +oo

> ang@™) =Y aupr ()| < 3 lael(pe(a") = (")
n=0 n=0 =

1—1:
<M Z (ra(z™) —ri(z™)).
Or, pour tout z € [0;1],

1—a"=(1—a)(1+a+-+a""")<n(1—a), donc 1=
et

+oo +oo +oo
D angla™) =" awpr @) <M =2) Y " (raa") = ma(a")).
n=0 n=0 n=1

Or, d’apreés 1.b),

+oo 1
(1—x)§:xn@ﬂfq_rﬂxﬂ);:?ﬁ 0(@@)—rﬂﬂﬁﬁ<5a

+
Comme d’apreés 1.a), Z > anp1(z™) — 0, alors il existe 1 > 0 tel
n=0 r—1—

‘Z::)anpl(xn)‘ <e
et (1—x) Z:: z" (ra(z™) =11 (a™)) <6e,

si bien que, pour tout x €]1 —n; 1],

—+oo —+o0 —+o0 —+o0
> ang@)| <D anpale™)| + |3 ang@™) = 3 anpa(a™)|
n=0 n=0 n=0 n=0

<e+ Mx6e = (6M+1)e.

quesiz €]l—n; 1], alors

Cela est vrai pour tout € >0, donc Z ang(x") T> 0, et g€ A.
Enfin, pour tout z €]0; 1], -

~m2)/In(®) oo

Z Zang —>0 car g € A,

n=0

. too
donc la série Z an converge, et ano a, =0.
3. En posant ag = by — ¢ et pour tout n € N*, a,, = b, on a a, = O(1/n),

et la série entiére E anz™ est de rayon de convergence R > 1, et pour

+oo +oo
toutxe]();l[,onaz Oanxnzz b,x"™ — ¢ —— 0, si bien que,
n—

n=0 z—1-
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d’apres 2.b),
+oo +oo +oo
Zanzo et an:Zan—i—é:Z.
n=0 n=0 n=0
4. Application. D’aprés la régle de d’Alembert, le rayon de convergence

de la série entiére Z(eine /n)z" est égal & 1, donc S est bien définie et

de classe C*, et donc pour tout x €]—1;1],

+00 ) ) +o00 ) i0
S/(LC) — Z emﬁxn _ 619 2(619x)n _ e
n=1 n=1

1—ef

eie(l — e_iegc) B el? _ o

11— ez 2% —2xcos(f) + 1

cos(f) —x . sin(6)
= 1 ’
22 —2xcos(f) +1 22 —2xcos(f) +1
d’on, pour tout z €]—1;1[,
S(z) = S(0) — % In (22 — 22 cos(0) + 1)
+ 1/ 1 «—5in®) -t
U ( t sin(0) )2 (1—tcos(f))
1 —tcos(6)

in(60
= O - % ln (ZE2 - 217 COS(G) + 1) + ix arctan <%)

Ainsi, pour tout 6 € R\ 27Z,

S 00 0 pes L 1n (2 - 2cos(8
;Tx = Re( (x))—>—§ n (2—2cos(f))

r—1—

X sin(nb sin(6
et Z:l Ez ) 2" =Im(S(z)) —_0 arctan (%»

et on a donc, d’aprés le théoréme taubérien fort, pour 6 € R\ 27Z,

+oo

Z %ﬂnﬁ) = —% In (2 —2cos())

n=1

= sin(nd) sin(6) 2sin (g) Cos (g)
et 2 ) = arctan <m> = arctan (W)

= arctan (cotan(%)) = arctan (tan ( s ; 0 )

~—
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Commentaires sur les exercices de cette lecon

Exercice 1.— Un exercice trés classique de résolution d’une équation dif-
férentielle du second ordre.

Exercice 2.— Un autre exercice classique dans lequel on passe par un dé-
veloppement en série entiére pour calculer une intégrale connue de Poisson.

Exercice 3.— On commence dans cet exercice, par calculer le nombre de
dérangements via ’utilisation de séries entiéres et d’un produit de Cauchy
de telles séries.

La deuxiéme partie de ’exercice permet d’obtenir le développement en
série entiére d’une fraction rationnelle; on y utilise & nouveau un produit
de Cauchy afin d’établir un résultat plus précis.

Exercice 4.— On démontre dans cet exercice, le trés utile théoréme radial
d’Abel, avant d’en donner trois applications.

Cette preuve aurait aussi pu étre illustrée avec 'application donnée dans
I’exercice 6, du théoréme taubérien fort.

Exercice 5.— Un exercice original dans lequel on utilise des développe-
ments en série entiére pour démontrer le théoréme de Cayley-Hamilton.

Exercice 6 : Un exercice difficile et trés technique, qui aurait également
pu figurer dans la lecon 409 (utilisation des polynémes en analyse). Comme
souvent, ’énoncé se conclut par une application du résultat général démon-
tré précédemment.



Chapitre 111

Exemples de séries de
Fourier et de leurs
applications

Exercice (1). Utilisation d’une série de Fourier

1. Montrer que, pour tout x € [0; 7],

jo g costn) _§+_;_%iil

+oo —+oo
2. En déduire quez 11/714:7T4/90 et Z 11/716:7T6/945.
n= n=
\. J

» Corrigé.—
1. > Soit f la fonction paire, m-périodique, définie pour tout z de [0;7]

par f(z) = a(m — ).
|

7 0! m o

La fonction f est continue et de classe C' par morceaux sur R, donc sa
série de Fourier converge (normalement) vers elle.

Comme f est paire, alors b, (f) =0 pour tout n € N*; ensuite,
2 t2 t3 T
/f‘“——/ Pt =2 [r G~ 5|

_ 45 —
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3 3 2
-5 -)-%

Puis, pour tout n € N*,

=2 ["pycostznai= 2 [ ri—2)costzatyas

= % ( [(ﬂ't—ﬂ)M]Z—L/W(W— 2t) sin(2nt)dt) (ILP.P.)

2n 2n J,

=0

__1 [ ,
——ﬁ/o (m—2t)sin(2nt)dt

1 ( [_(W_ Qt)M] g—%/ﬂcos@nt)dt) (LP.P. encore)
0

™ 2n
——
-1 1 =1-1=0
= T4+mT)=———.
27n? ( ) n?

La série de Fourier obtenue pour f donne donc, pour tout x de [0; ],

2 I® .

2
z(m—x) % Z nz)

> Soit maintenant ¢ la fonction impaire, 27-périodique, définie pour
tout = de [0;7], par g(x) =z(r —x).

T

- ‘0 ™ 2

La fonction g est de classe C! sur R, donc sa série de Fourier converge
(normalement) vers elle-méme. Comme g est impaire, alors pour tout n
dans N, a,(g) =0. Pour tout n € N*,

BN

bu(g) = /0 ! g(t)sin(nt)dt =2 /0 "t — £2)sin(nt)dt

SN

= ([—(mt—tz’)M]ﬂ+l/ﬂ(w—2t)cos(nt)dt) (LP.P.)

n 0 n 0

=0

2 s
= /0 (m—2t) cos(nt)dt

=2 ([=-2) Sm(nt)]”+2 / Wsin(nt)dt) (LP.P.)

™ o'

=0
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0 si n est pair
4 [—cos(nt)n 4 .
== |, === (-1 +1)= 8

™n n ™ 3

si n est impair.
™

La série de Fourier obtenue pour ¢ donne donc :

oo s
T ™—X _é w
Ve el0;n], a(r—2)= w; (2n+1)°

2. La fonction f est m-périodique et continue par morceaux sur R, et 'on a
donc d’apreés la formule de Parseval,

2 9 +oo 9 T T
LEV L (R =2 [ gwrus2 [t
—'n 0 0
soit
4 I 5 5 5 4
19 101546
S s R SR

De méme, la fonction g est 2w-périodique et continue par morceaux
sur R, si bien que

“+o0
8 )2 L y_1 =2 _.
(=) ;(W> _w/_w ) dt= / 15

6 6

T T .
Dés lors, Z 2n—|—1 = 15x6d 9607PUIS
= 1 =1 6 1
- I - ., L
o _nzzo (2n+1)° +n§ anp 960 510
Et donc, ((6) = 64 7° 6 ﬂ.G

63 7060 945
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Exercice (2). Inégalité de Wirtinger
Soit T'> 0, et soit f: R — R une fonction T-périodique, continue
T

et de classe C! par morceaux, vérifiant / f(®)dt =0.
1. Montrer que 'on a alors e

T
| veya< I [ (rw)e,
0 47 Jo

2. Montrer que l'on a égalité si, et seulement si, il existe deux réels A
et u tels que

ft)= )\COS(ZTt)—kusm(zi{ft).

» Corrigé.—
1. Les fonctions f et f’ sont continues par morceaux, donc d’aprés la for-
mule de Parseval :

+ OT (1) dt = (aoﬁf i : :(<an<f>)2+<bn<f>>2>
et OT (e = o) +%:((an(f’))2+(bn(f’))2)
Or, ao(f / f(t)dt=0 par hypothése,
et ao(f / 't f( )— f(0))=0, car f est T-périodique.

Par ailleurs, pour tout n € N*,

T
—%([f(t)x2T ><sm(27m 0 27m/ f!(t)sin 27m )dt)
=0
T /
:_27Tnb"(f)
Par suite, (an(f))2 = #12 (bn(f/))Q, et

/ f(t)sin ( 27m t)dt (on réalise encore une LP.P.)
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T
:%([f(t)x 2_171 xcos(zgnt)}:+ 271;”/0 f’(t)cos(%Tnt)dt)
2 =T T ’ T ’
:T((%)(f(T)_—Of(O))+ G an(f ))Z G an(f'),
de sorte que (bn(f))2 = 473;12 (an(f"))". Dés lors,
“+oo
1 2 1 2 2
T [ ) dt—;nﬂ((anm) +(ba()7)
“+oo
j:; <L Zl 5 (@) + eulr)?)
+
< ZTZ <L ; ((an(F))* + (bal£))?)
_ 11wy
B 472 T /0 (f (t)) a

o[ 2 > [" 2
Dou,/O (f(®) dtgm/o (f'(¢))"at

2. L’égalité a lieu si, et seulement si (voir le calcul ci-dessus),

f # ((an(f)* + (ba(s")*) = f ((an(f)* + (ba(11)?)
& f (1—- #)((an(f’))Q +(ba(f1)%) =0.

Donc, pour tout n > 2, (an(f’))2 + (bn(f’))2 =0 < an(f)=bu(f")=0.

an(f) = (=T/(2mn))bu(f") =0

et bu(f) = (T/(2mn))an(f') =0,

et comme f est continue et de classe C' par morceaux, alors d’aprés le
théoréme de Dirichlet, pour tout t € R,

Ainsi, pour tout n > 2, {

a(f) +Zan cos ( 27m t) +bn (f)sin(zﬂTnt)

Jd
=0
=a;(f) cos (%t) + b1 (f) sin ( 21? t),

ce qui est bien la forme voulue. Pour terminer, on vérifie que si f a cette
forme, alors on a égalité dans 'inégalité de Wirtinger.



50 III. Séries de Fourier et leurs applications
e 2
Exercice (3). Phénoméne de Gibbs
Soit f: R — R la fonction 27-périodique qui coincide avec la fonc-
tion identité sur l'intervalle [0; 2.
1. Déterminer les coefficients de Fourier de f.
2. Pour n € N*, on note S,, la somme partielle de rang n de la série
de Fourier de f.
a) Montrer que la somme S,, posséde, comme fonction de la va-
riable x € [0;27[, 2n points critiques qui sont des extrema
locaux si n est impair, et 2n — 1 points critiques dont 2n — 2
sont, des extrema locaux si n est pair.
Montrer aussi que le premier extrémum local de S, est un
minimum local, atteint en le point 7/(n+1).
™ sin(t)
M —r_ -2 :
b) Montrer que Sn<n+1>m>7r /o ; dt
) L Tsin(t)
c) Interpréter ce dernier résultat, sachant que 2 ; dt~3,7
0
G J
» Corrigé.— o o
1. Ona: ao(f)= f®)dt = % / tdt =27 et, pour tout n € N*,
0 0
1 2m . 1 2m .
D) +ibn(f) =+ [ femar= L [ temar
0 0
: 27
1 ( et 2 1 int )
== (]t - t
7T[Xin]o ixnoed
_ 1 27 21
T
donc a,(f) =0et b,(f) =—2/n.
N B n  sin(kz) .
2. a) D’aprés 1), on a Sp,(z) =7 —2 Zk:l o pour tout n € N* et

tout z € R, et donc
S (z) = —QZCOS(kx) = —2Re(z e“”)
k=1 k=1
— —2Re<ei””>< %), pour tout z €]0; 27|,
—e

= —2Re(eirx ez Lo (%) ) _ —2cos (““g”””)x sin (22)
ei% Sln(%) Sin (%)
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Ainsi,

S;I(LC):O o Sln(%)zo ou COS(%):O
et z€[0;2n] et z€]0;27],

o { x:%T’T (noté z) ou ke{1,2,...,n—1}

ou z=A7+ 2% (noté yy) ou ke{0,1,...,n}.

Pour tout n € N* | la fonction g, : x+ sin(nz/2) s’annule au point xy,
avec g (wx) = (n/2) cos(km) = (—=1)*n/2 : ainsi, gj garde un signe
constant au voisinage de z, donc la fonction g s’annule en changeant
de signe en xj.

Comme par ailleurs les fonctions z—cos ((n+1)x/2) et z—sin(nx/2)
sont de signe constant au voisinage du point z, on en déduit que SJ,
s’annule en changeant de signe en x, ce qui prouve que S, admet
un extremum local en ce point, et ce pour tout k € {1,2,...,n}.

On prouve de la méme facon que S,, admet un extremum local en
chacun des points yi, pour tout k € {0,1,...,n}.

Enfin, 5/,(0) = —-2n<0, S} (7/(n+1)) =0 et S}, est continue et ne
s’annule pas sur }O s/ (n+ 1)[ : on en déduit que S), est décroissante
sur [0;7/(n+ 1)], et Pextremum local de S, au point yo =7/(n+ 1)
est donc un minimum local.

D’aprés a), pour tout t € R\ 27Z,

—2cos (@) x sin (%)

)
et en utilisant la formule sin(a) — sin(b) = 2sin (%52) cos (“£2), on
obtient, pour tout t € R\ 27Z,

Sp(t) =

7

, ., sin (L) —sin ((n+ 1)t _ sin ((n+ $)t)
Y ) R T [

De plus, S,(0) =7 et S/, est continue sur R, donc pour tout z € R,

5.0 = 5,00+ | "s (1),

de sorte que

YT P Sy RS DR
0 0

n+l sin ((n+
=74 —L —1I,, avec]n:/ ((7
n+1 0 i
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Le changement de variable u = (n+ 3)t donne

n+1/2

I, = / D sin(u) du.
0 (

n+ %)sin (21:;1)

On définit alors la fonction

Pn - ]0;71’] — R
sin(u)

. 0.n+1/2
wQ (n+3)sin (555) otuelos
0 siue]":ifw;w[.

Pour tout n € N, la fonction ¢,, est continue par morceaux, et 'on a
pour tout u €]0; 7|,

sin(u) . . u U
on(u) s too 2 U pulsque sin ( 2n+1 ) notoo 2n+1

Par ailleurs, la fonction sinus est continue sur le segment [0;7/2],
avec l'inégalité sin(x) > (2/7)x, valable sur ce méme segment. En
particulier, pour tout n € N* et tout u €]0; 7|,

>0, donc 0< oy, (u) <X Smlfu) =:p(u).

U 2 U
> X—
2n+1 )> T 2n41
Comme la fonction ¢ est prolongeable par continuité sur [0; 7], elle
est donc intégrable sur cet intervalle, et d’aprés le théoréme de conver-
gence dominée :

1, / 2s1n(u) du, donc Sn( T )—)71'—/ 2sm(u) du.
n—+o0o Jq u n+1/’ n—s+c 0 u

La fonction f est de classe C! par morceaux, donc d’aprés le théoréme
de Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement, et
_ 0+27
2
Si la série de Fourier de f convergeait uniformément, on aurait alors,
d’aprés le théoréme de la double limite,
lim S,(—"—)= lim S,(0)=r.

n—-+4oo TL—|— 1 n—-+oo

sin (

Sn(0) P s (F(0)+£(07))

Or, d’aprés b), ™ — Sn(nL—&-l) . / 9 sin(x)
n o Joy
sin(z)
T

dx ~3,7.

s
Le nombre / 2 dx peut donc étre interprété comme « I’écart
0

a la convergence uniforme » : c’est le phénomeéne de Gibbs.
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Exercice (4). Soit I’équation différentielle

&) : ' +y=|sin().
1. Montrer que pour tout z € R,
2
i

+oo
4 cos(2nx)
m

4n2—1'

|sin(z)| =
=1

3

2. Résoudre ’équation ().
- v,

» Corrigé.—

1. La fonction paire z — | sin(x)| est 7-périodique, continue et C! par mor-
ceaux, donc sa série de Fourier converge (normalement) vers elle. On a

a(f)= 2 /Ow sin(t)dt = 2 [ cos(f)]§ = -

Pour tout n € N*,

—cos ((2n+1)t)  cos((2n—1)t) r

2n+1 2n—1 0

Ainsi, pour tout z € R :

. 2 4
| sin(z)| = T

Cherchons une solution particuliére de 'équation z” () + z(z) = cos(2nz)
sous la forme z,(z) = A, x cos(2nz). On a alors
Vo €R, z)(x) = —A,x4n® cos(2nzx)
puis
cos(2nx) =z, (x) + zp(z) = A (1 — 4n?) cos(2nz),
d’ou 1

Tl —an?
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Montrons alors que la fonction
Yp: T % +

est une solution particuliére de (&).

cos( 2m:
La série Z a pour série dérivée Z ﬁ « sin(2nz),
2 n
% x cos(2nx), qui convergent
(4n® —1)

toutes trois normalement sur R, car pour a € {0,1,2},

_nt . L, 1
(4n2_1)2 n—-4oo 16 n4—a

et pour série derlvee seconde E

Y

terme général d’une série numérique manifestement convergente : la fonc-
tion y, est ainsi de classe C? sur R. Pour tout réel =,

2
—-= ————— x cos(2nx),
T (4n2_1)2 ( )

puis oo
) 4 2na: .
Yy () + yp() 27—72 = | sin(z)|.

Par ailleurs, 'espace des solutions sur R de I’équation différentielle ho-
mogeéne y” +y =0 est Uespace {z — Acos(z) + psin(z); A, peR}.
Ainsi, les solutions de (£) sont les fonctions
—+oo
4

x|—>)\-cos(x)+ﬂ-sin(a;)+%+Fz

cos(2nx)
(4n* —1)?

n=1

lesquelles forment donc un espace affine de dimension 2.
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Exercice (5). Une caractérisation de la fonction sinus

Soit f: R — R une fonction 27-périodique et de classe C*°; on
suppose que f(0) =0 et f'(0) =1, et que pour tout z € R et pour
tout n € N, on a |f(™)(2)] < 1.

1. Montrer que, pour tout p € Z\ {0} et pour tout k € N*,

)= G

ol ¢, (f) est le p-iéme coefficient de Fourier complexe de f.
En déduire que si |p| > 2, alors ¢,(f) =0.

2. a) Montrer alors que, pour tout € R,

£lo) = 20y (1) cos(a) + ba () sin(a).
b) Montrer que by (f) =1 et a1(f) =0.

c) Conclure.
\ J

» Corrigé.—
1. Pour p € Z\ {0},

27
o(f) === [ fl)e

- 2r J,
27
LP.P. ] -1 _ipt 27 1 / —ipt
oo ([ixpe f(t)]o + ixp Jo f(t)e dt)
_ 1 x —1 (f(2ﬂ_)_f(0))+ 1 x 1 2 /(t)e—iptdt
2 IXp N ixp 2w J,
_ 1 .
= ixp Cp(f)

De proche en proche, on obtient

VEEN, ¢(f) = ———xc,(f®),
(ixp)
donc pour tout p tel que |p| > 2 :

2
1 1 »
1 < Xl = | [ 0
| lpFx2m 1o

27 27
<L [Tiomus 1 [Ta- L
Ip|Fx27 Jo Ip|"x2m Jo |p|

et comme 1/|p|¥ ——— 0, alors |c,(f)| = 0.
k—+oo
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2. a) La fonction f est 2m-périodique et de classe C*°, donc d’aprés le
théoréme de Dirichlet, pour tout =z € R,

[z

) cos(kz) + by (f) sin(kz)),

et I’on a pour tout k € N*,

2w
-1
= 77/0 f(t) cos(kt)dt

- % /0 ’ FA) (X +e7*Ndt = c_i () + er(f)

1 27
:—/ £ () sin(kt)dt

2w
= o [ E e =) - eoal).
D’ou, pour k> 2, ar(f)="br(f) =0, et donc

flz)= “O;f )+ ay() cos(z) + b1 (f) sin(z).

b) Pour tout x € R, on a f'(z) = —a1(f) sin(z) + b1 (f) cos(z),
d’ott 1 = f/(0) = b1(f), et donc

' (x)=—a1(f)sin(x)+cos(x)

1+ (a1 (f))2 X (Lf)zsin(x)—l—;zcos(x))-
1+(a1(f)) 1+ (ar(f))

et

En posant&zarccos( 1()/A/1+ (a(f ))2>70na

f(x)y=+/1+ (al(f))2 (cos(8) sin(z) + sin(6) cos(z)),
=1+ (a1(f))” sin(z +0),

et \/1+4 (a1(f))* = f'(x/2—6) <1, donc ay(f) =0.

Ainsi, Vz € R, f(z) = ao(f)/2+sin(z), d’ou ao(f)/2 = f(0) —sin(0),
et donc ap(f) = 0. Finalement,
Ve eR, f(x)=sin(z).
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e “
Exercice (6). Intégrale de Fresnel (via les séries de Fourier)
+oo g4 +oo
1. Montrer que les intégrales / € _dt et / 27 4t sont
convergentes. © Vi =es
2. Soit f: R — C la fonction 1-périodique définie par f(z) = e2ima®
sur lintervalle [0;1] . .
a) Montrer que, pour tout p € Z, cop(f) = / ezi”tzdt, et en dé-
+o0 R 400 p=l
duire que / At = Z cop(f)-
oo e
—+oo
b) Etablir alors que / 2T gt = % (f(0)+ f(1/2)), puis que
+oo +o0o I
/ cos(t?)dt = / sin(t?)dt = Y
0 0 4
- y,

» Corrigé.—

1.

La fonction ¢+ ei*/\/t est continue sur ]0;+oo|, et eit/\/ft~0 1/t
—

comme la fonction ¢+ 1/v/t est intégrable sur lintervalle ]0; 1], alors
Lot
I'intégrale / f‘/_ dt converge. De plus, pour tout A > 1,
0 t

Ay it oA Ay
e e 1 e
dt= —|——./ d¢ (ILP.P.
/1 Vit [i\/g]l 20 Jy ¢3/2 ( )
iA too it

. A . .
e e, 1 elt —e' 1 e

WA Y L ts/zd Astoo 1 20 [, 4372

La derniére intégrale est bien convergente, puisque pour tout t > 1,

on a |ef/t3/2 < 1/t3/2) ot la fonction t > 1/t3/% est intégrable sur
too it

lintervalle [1;4o00[. On en déduit dés lors que lintégrale / €_dt
it 1 Vi

dt. Le changement de

e
t

“+oo
converge, et qu’il en est donc de méme /
0

variable t = y/u/(27) donne par ailleurs

too o, 1 too iy
/ A 4t = € du,
0 2/2r Jo Vu

“+oo

“+oo
2 . s 42 2
et comme t — e2™ est paire, alors / et =2 / 2™ 4t est
0

— 00

convergente.
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2. a) Pour tout p € Z,

1 1
C2p(f)=/0 f(t)e—‘*iﬂpfdt:/o Q2T (2 =2pt) 4y
1

1
_ / eQiﬂ((t—p)z—pQ) dt = e—2i7'rp2 e2i7‘r(t—p)2dt
0 —Jo

T 2 P
_ / e217r(t—p) dt = / 62””" du, avecu=p—t.
0 p

-1
—+oo

Enfin, l'intégrale / e2im® gy converge, donc

+oo 2 - N 2 N P 2

/ 2™y = Nlim e dy = Nlim E / 2™ du,
—4o0 J_ —400 _

M—stoo? ™M M—too p=—M+17P~1

— 00

P
. 1 2
donc la série E / e ™ dy, converge, et :
p—1

= P, oo 2 = oo 2
Z / e?im du:/ AT Ay & chp(f):/ AT duy.

p=—60”P—1 o0 p=bo o

b) Il est facile de voir que f est continue et de classe C! par morceaux, et
comme elle est 1-périodique, alors d’aprés le théoréme de Dirichlet,

+ .
on a pour tout x € R: f(z) = Z > cp(f)e? ™™ d’oi

—+oo +oo —+oo

1=7(0)= Y ¢(f). ef i:f(%): S (e =3 (<1 (),
et ainsi . . .
1+ SO +r0/2) -
2 = 2 = :Z_ Cp(f)X(1+(—1) ): ; C2P(f)

+oo 2 +oo 2
/ e217‘ru du =2 / e217'ru du
—o00 0

+0o0 +oo
:2(/ cos(27ru2)du+i/ sin(27ru2)du),
0 0

—+o00 —+o0
de sorte que / cos(2mu?)du = / sin(27u?)du = 1/4. Le change-
0 0
ment de variable ¢ = v/2mu donne finalement :

+oo +oo o
/ cos(t?)dt :/ sin(t?)dt = 27,
0 0 4
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Exercice (7). Equation de la chaleur. La température d’une

barre métallique de longueur 7w, maintenue & ses extrémités a la

température 0 est une fonction ¢ : [0;7] x Ry — R, continue et vé-

rifiant les conditions suivantes.

(a). Pour tout z € [0;7]: g(x,0) = f(x), ou f: [0;7] = R est une
fonction de classe C! telle que f(0) = f(r) =0.

(b). Pour tout t e Ry, ¢(0,t) = g(m,t) =0.

. 0 82 d
(c). Les fonctions 24 et 22 existent et sont continues sur

le produit [0;7] x R%, telles que —(x,t) = —=(x,t) pour

ot 2
tout (z,t) € [0;7] x RY. O

Le but de cet exercice est de montrer ’existence et ’unicité d’une
telle fonction g.

1. Montrer que si une telle fonction g existe, alors il existe une
suite (B, )nen- d’éléments de CH(R, ;R) telle que

+
> V(e t) € 051 xRy, glz,0) =D j B, (t) sin(nz)
> V(t,n) € Ry xN*, B/ (t) = —n2B,(t).
En déduire que, pour tout (z,t) € [0;7] x Ry,

Zb e " sin (nz), avec bn:%/ f(z)sin(nz)dz
0

2. Montrer que la fonction ainsi construite répond a la question.
G J

» Corrigé.—

1. Pour tout ¢t € R, on définit la fonction impaire g;: R — Ry, qui est
2m-périodique et définie sur [0; 7] par g:(z) = g(x, t). Il est facile de voir
que g; est continue et de classe C! par morceaux (méme de classe C1), et
comme elle est 2m-périodique alors sa série de Fourier converge normale-
ment vers elle. Comme g; est impaire, alors a,(g:) = 0 pour tout n € N,
et en notant B, (t) =by(g¢), on a pour tout x € [0; 7],

Z B, (t) sin(nx)
et B,(t)= % /0 gt(z) sin(nz)dx = % /0 g(z,t) sin(nz)de-
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Ensuite, la fonction (z,t) — g(z,t) sin(na) est continue sur [0; 7] x Ry,
donc d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégrale, la fonc-
tion B,, est continue sur R,.
De plus, la fonction (x,t) — dg/0t(x,t) sin(nx) est continue sur le pro-
duit [0;7] x R%, donc d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe
intégrale, la fonction B,, est de classe C! sur R, et pour tout ¢ >0,
T 82
Bl (t) = / (z,t) sin(nz)dx © 2 —g(x, t) sin(nx)dz.
ot T Jo 0x®

En utilisant deux intégrations par parties consécutives, on a alors, pour
tout t > 0,

Bl(t)= % ([ gx (z,t) sm(nx —n/ B (z,t) cos(nx)da:)

/ 8_9 x,t) cos(nz)dx
(

__Tn x,t) cos nx)] +n/0 g(z,t) sin(nx)dx)

=0 par (a)
2n? [T . 2
== g(z,t) sin(nz)de = —n*B,(t),
0
et par conséquent B, (t) = bne_"2t, avec

b, = Bn(0) = % /Oﬂg(x, 0) sin(nz)dx = % /077 f(x)sin(nzx)dez,

oo —n’t _: A

et g(x,t)= E . bne sin(nx) pour tout (z,t) € [0; 7] x RY , et méme
n—

pour tout (x,t) € [0;7] x Ry, car

“+o0
g(x,0) = go(z) = Z bn(g0) sin(nx), ou by ( / f(z

n=1
On a donc obtenu une unique expression possible pour une fonction
solution du probléme.
. Pour tout n € N*| avec b,, = %/ f(x) sin(nx)dz, on définit la fonction

0
hn : [Oaﬂ-] ><IR-i-—> R
(z,t) — bpe ™t sin(nz).

Elle est continue, et 'on a pour tout (z,¢) € [0; 7] x Ry, |hp (2, t)] < |by.
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La fonction impaire f : R— R, 2w-périodique telle que f(;v) = f(z) pour
tout = € [0; 7] est (facilement vérifiable) de classe C!, donc

ba(f) = % /7T f(z)sin(nz)dz = by,

Ainsi, b, =b,(f )—an( )/” _

Or, d’aprés la formule de Parseval, la série Z an(f ))2 converge,
et comme

77 1,1 77\ 2
lbu] =[5 00 (F)] < 5 (o + (an(7) ),
alors la série Z o |b,| converge. On en déduit que la série Z N hn

converge normalement sur [0; 7] x R, et la fonction

g: 057 xRy — R

+oo
(@,t) =Y hn(x,t)
n=1

est continue sur [0; 7] x Ry. De plus, pour tout a >0 et tout ¢ € [a; +00],
oh _
| (@, t)] < nfbale ™,
qui est le terme général d’une série numérique convergente. On en déduit
que la série Z . Oh,, /Ot converge normalement, donc uniformément
nz

sur le produit [0; 7] X [a;4o00[. Par conséquent, dg/0t est bien définie
et continue, avec

V(x,t) € [0;7] xR, Z —n? sm(mc)

On montre de méme que dg/dz et 9%g/ 81: sont bien définies et conti-
nues sur [0; 7] x R%, avec pour tout couple (x,t) € [0;7] x RY,

400 2 too
g —n?%t 0 g 2 —n’t
—(x,t)= nbpe cos(nx) et —=(x,t)= —n“bye sin(nz).
(z,t)=" (nx) 90 (z,t)=" (nx)

n=1 n=1
Ainsi, pour tout couple (z,t) € [0; 7] x R%,
Bg 0%g

)= <L (@.1)

ce qui prouve que la fonction g est solution de I’équation de la chaleur.
Le raisonnement mené a la question précédente garantit ainsi l'unicité
de cette solution.
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Commentaires sur les exercices de cette lecon

Exercice 1.— Cet exercice est décomposé en deux parties, ot I’on prolonge
une fonction définie a priori seulement sur [0; ], & partir de laquelle on
obtient des sommes de séries trigonométriques a l’aide de fonctions cosi-
nus seulement, ou sinus seulement en la prolongeant alternativement en
une fonction 2m-périodique paire, puis impaire. On rencontrera ensuite la
formule de Parseval.

Exercice 2.— On établi ici 'inégalité de Wirtinger, classique et impor-
tante : on utilise & cet effet les relations entre les coefficients de Fourier
d’une fonction, et ceux de sa dérivée.

Exercice 3.— Un exercice trés important et classique qui pourrait figurer
dans la lecon 410, ot 'on présente un exemple de convergence simple, non
uniforme de la série de Fourier pour une fonction de classe C! par morceaux,
non continue. On mesure I'écart & la convergence uniforme dans ce cas
particulier.

Exercice 4.— On utilise dans cet exercice les séries de Fourier pour résoudre
une équation différentielle linéaire. Un énoncé assez classique pour ce type
de situation.

Exercice 5.— Un résultat connu mais trés difficile & démontrer sans 1’hy-
pothése supplémentaire de 2m-périodicité, rajoutée ici pour que l'exercice
puisse étre présenté dans le temps imparti & P’oral de 'agrégation interne.
On y utilise des séries de Fourier, et les relations entre les coefficients de
Fourier d’une fonction et de ses dérivées successives.

Exercice 6.— L’intégrale de Fresnel est un grand classique ; on en donne ici
une démonstration technique mais condensée, via le théoréme de Dirichlet.

Exercice 7.— Une résolution d’une célébre et incontournable équation aux
dérivées partielles, via les séries de Fourier.



