
Chapitre I

Exemples de développement
d’une fonction en série
entière

Exercice (1). Développement en série entière des fractions
rationnelles
Soit F = P/Q une fraction rationnelle, où le dénominateur Q vérifie
la condition Q(0) 6= 0 et se factorise dans C sous la forme

Q(X) =

r∏

i=1

(X − zi)
αi ,

les nombres z1, . . . , zr étant les racines complexes deux à deux dis-
tinctes de Q, de multiplicités respectives α1, . . . , αr.

La décomposition en éléments simples de F est alors de la forme

F (X) = E(X)+

r∑

k=1

( αk∑

j=1

λj,k

(X − zk)
j

)
.

1. Soit z ∈C \ {0} et p ∈ N∗. Déterminer le développement en série
entière de la fonction f : x 7→ 1

(x− z)p
au point 0.

2. Déterminer alors le développement en série entière de la fraction
rationnelle F = P/Q.

– 3 –



4 I. Développement d’une fonction en série entière

3. Application. Déterminer le développement en série de Fourier
des fonctions

g : θ 7→ 1

2− eiθ
et h : θ 7→ 1

2− sin(θ)
,

et calculer ∫ 2π

0

dθ

2− eiθ
et

∫ π

0

dθ
2− cos(θ)

.

◮Corrigé.–

1. Pour z ∈ C fixé, et x ∈ C tel que |x|< |z|,

1
x− z

=
−1
z ×

1
1− x

z

=
−1
z ×

+∞∑

k=0

(
x
z

)k

=

+∞∑

k=0

−1

zk+1
×xk.

En dérivant p− 1 fois la fonction f : x 7→ 1/(x− z), on obtient pour
tout x tel que |x|< |z|,

f (p−1)(x) =
(−1)p−1

×(p− 1)!

(x− z)p

=

+∞∑

k=p−1

−1

zk+1
×k(k− 1)× · · ·×(k− p+2)×xk−p+1,

et donc toujours si |x|< |z|,

1
(x− z)p

= (−1)p×
+∞∑

k=p−1

k!
(p− 1)!×(k− p+1)!

×
xk−p+1

zk+1

= (−1)p×
+∞∑

k=p−1

( k

p− 1

)
xk−p+1

zk+1

= (−1)p×
+∞∑

k=0

(k+ p− 1

p− 1

)
xk

zk+p
.

2. On note R=min16k6r

(
|zk|

)
; pour tout x∈C tel que |x|<R, on a alors,

d’après 1,

F (x) = E(x)+

n∑

k=1

( αk∑

j=1

λj,k×(−1)j×
+∞∑

i=0

( i+ j− 1

j− 1

)
xi
)

= E(x)+

+∞∑

i=0

( r∑

k=1

( αk∑

j=1

(−1)j×λj,k×

(i+ j− 1

j− 1

)))
xi.
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3. a) Pour tout x ∈ C tel que |x|< 2,

1
2− x

= 1
2

×
1

1− x
2

= 1
2

+∞∑

n=0

( x
2

)n
=

+∞∑

n=0

1

2n+1
×xn,

d’où 1

2− eiθ
=

+∞∑

n=0

1

2n+1
×einθ.

Or, la série trigonométrique
∑

einθ/2n+1 est normalement conver-

gente sur R, et elle est dès lors la série de Fourier de sa somme g. Par
conséquent,

1
π ×

∫ 2π

0

g(t)dt= a0(g) = 2× 1
2

= 1 ⇔
∫ 2π

0

dθ

2− eiθ
= π.

b) Pour tout réel θ,

1
2− cos(θ)

= 1

2− eiθ + e−iθ

2

=
−2×eiθ

e2iθ − 4×eiθ +1
.

Or, x2 − 4x+1= (x− 2)2 − 3 = (x− 2−
√
3)×(x− 2+

√
3),

et −2x

x2−4x+1
= A

x−2−
√
3
+ B

x−2+
√
3
, avec

{
A= (2+

√
3)/3

B = (2−
√
3)/

√
3,

et donc −2x

x2 − 4x+1
= 1√

3

( 2−
√
3

x− 2+
√
3
− 2+

√
3

x− 2−
√
3

)
.

Ainsi,

1
2−cos(θ)

= 1√
3

( 2+
√
3

2+
√
3−eiθ

+
2−

√
3

eiθ−2+
√
3

)

= 1√
3

(
1

1−(2−
√
3)eiθ

−(2−
√
3)e−iθ

×
1

1−(2−
√
3)e−iθ

)

= 1√
3

(+∞∑

n=0

(2−
√
3)neinθ−(2−

√
3)e−iθ

+∞∑

n=0

(2−
√
3)ne−inθ

)

= 1√
3

(
1+

+∞∑

n=1

(2−
√
3)n×(einθ+e−inθ)

)

= 1√
3

(
1+2

+∞∑

n=0

(2−
√
3)ncos(nθ)

)
.

Comme la série trigonométrique 1/
√
3 + 2/

√
3
∑

(2−
√
3)n cos(nθ)

converge normalement sur R, elle est alors la série de Fourier de sa
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somme h. Par conséquent,

1√
3
=
a0(h)

2
= 1
π

∫ π

−π

h(t)dt= 2
π

∫ π

0

dθ
2−cos(θ)

⇔
∫ π

0

dθ
2−cos(θ)

= π

2
√
3
.
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Exercice (2). Théorème de Bernstein
Soit r > 0, et soit f : ]−r ; r[→ R une fonction de classe C∞.

On suppose que pour tout k∈N et tout x∈ ]−r ; r[, on a f (2k)(x)> 0.
On définit la fonction g : ]−r ; r[ → R, x 7→ f(x)+ f(−x), et l’on
note, pour x ∈]−r ; r[ et n ∈N,

Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)2n+1

(2n+1)!
×g(2n+2)(t)dt

et rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n

n!
×f (n+1)(t)dt.

Soit a ∈]0 ; r[, et soit x ∈]−a ; a[.
1. a) Montrer que Rn(x) = g(x)−

∑n

k=0

(
g(2k)(0)/(2k)!

)
×x2k et

que 06 Rn(x)6Rn(|x|) 6Rn(a)6 g(a).

b) Montrer que ∀t∈
[
0; |x|

]
, 06

|x|− t

a− t
6

|x|
a , et en déduire que

06 Rn(|x|)6
( |x|
a
)2n+1

×Rn(a),

puis que g(x) =

+∞∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
×x2k.

2. a) Montrer que

∀n ∈ N, r2n+1(x) > 0 et Rn(x) = r2n+1(x)+ r2n+1(−x),

et dès lors que
∑2n+1

k=0

f (k)(0)

k!
xk −−−−−→

n→+∞
f(x).

b) En déduire que f est développable en série entière sur ]−r ; r[.

3. Application.– Démontrer que la fonction f : x 7→ tan(x) définie
sur ]−π/2 ;π/2[ est développable en série entière en 0.

◮Corrigé.–
1. a) La fonction g est paire, donc pour tout entier k ∈ N, g(2k) est paire

et g(2k+1) est impaire, donc g(2k+1)(0) = 0. La formule de Taylor-
Lagrange avec reste intégrale donne alors

Rn(x) = g(x)−
2n+1∑

k=0

g(k)(0)

k!
×xk = g(x)−

n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
×x2k

= g(−x)−
n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
×(−x)2k =Rn(−x).
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De plus, ∀t ∈]−r ; r[, g(2k)(t) = f (2k)(t)+ f (2k)(−t)> 0, d’où

06Rn(|x|) =
∫ |x|

0

(
|x| − t

)2n+1

(2n+1)!
×g(2n+2)(t)dt

6

∫ |x|

0

(a− t)2n+1

(2n+1)!
×g(2n+2)(t)dt

6

∫ a

0

(a− t)2n+1

(2n+1)!
×g(2n+2)(t)dt=Rn(a),

et Rn(a) = g(a)−
n∑

k=0

g(2n)(0)

(2n)!
×a2k 6 g(a).

b) Soit la fonction h :
[
0 ; |x|

]
→ R

t 7→ |x| − t

a− t
.

On a pour tout t∈ [0 ; |x|], h′(t) = (|x| − a)/(a− t)2 6 0, et h est donc
décroissante sur l’intervalle [0 ; |x|], et l’on a ainsi

∀t ∈]0 ; |x|[, 0 = h(|x|)6 h(t) =
|x| − t

a− t
6 h(0) =

|x|
a

.

Par suite,

06Rn(|x|)=
∫ |x|

0

(
|x|− t

)2n+1

(2n+1)!
×g(2n+2)(t)dt

=

∫ |x|

0

( |x|− t

a− t

)2n+1
×

(a− t)2n+1

(2n+1)!
×g(2n+2)(t)dt

6
( |x|

a

)2n+1
×

∫ |x|

0

(a− t)2n+1

(2n+1)!
×g(2n+2)(t)dt

6
( |x|

a

)2n+1
×

∫ a

0

(a− t)2n+1

(2n+1)!
×g(2n+2)(t)dt

=
( |x|

a

)2n+1
×Rn(a)6

( |x|
a

)2n+1
×g(a).

Ainsi, par encadrement, Rn(x)−−−−→
n→+∞

0, et g(x)=
+∞∑

n=0

g(2k)(0)

(2k)!
×x2k.

2. a) Si x > 0, alors pour tout t ∈ [0 ;x], x− t > 0 et f (2n+2)(t) > 0, et

donc r2n+1(x) =

∫ x

0

(x− t)2n+1

(2n+1)!
×f (2n+2)(t)dt> 0.

Si x < 0, alors avec le changement de variable u=−t,

r2n+1(x) =

∫ |x|

0

(
|x| − u

)2n+1

(2n+1)!
×f (2n+2)(−u)du> 0,
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et

Rn(x)=

∫ x

0

(x−t)2n+1

(2n+1)!
×g(2n+2)(t)dt

=

∫ x

0

(x−t)2n+1

(2n+1)!
×

(
f (2n+2)(t)+f (2n+2)(−t)

)
dt

=

∫ x

0

(x−t)2n+1

(2n+1)!
×f (2n+1)(t)dt+

∫ −x

0

(−x−u)2n+1

(2n+1)!
×f (2n+2)(u)du

=r2n+1(x)+r2n+1(−x).

On en déduit : 06 r2n+1(x)6Rn(x), et donc r2n+1(x) −−−−→
n→+∞

0, soit

f(x)−
2n+1∑

k=0

f (k)(0)

k!
×xk −−−−→

n→+∞
0 ⇔

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
×xk −−−−→

n→+∞
f(x).

b) On note, pour tout n ∈ N, Sn(x) =
∑n

k=0

f (k)(0)

k!
×xk. D’après 2,

on a S2n−1(x) −−−−−→
n→+∞

f(x) ; par ailleurs, pour tout n ∈N∗,

S2n(x)−S2n−1(x) =
f (2n)(0)

(2n)!
×x2n = 1

2
×

g(2n)(0)

(2n)!
×x2n

= 1
2

( n∑

k=0

g(2k)(0)

(2k)!
×x2k −

n−1∑

k=0

g(2k)

(2k)!
×x2k

)

−−−−−→
n→+∞

1
2

(
g(x)− g(x)

)
= 0.

Ainsi,

S2n(x)=S2n−1(x)+
(
S2n(x)−S2n−1(x)

)
−−−−→
n→+∞

f(x)+0=f(x).

Par conséquent, f(x) = lim
n→+∞

S2n(x) = lim
n→+∞

S2n+1(x), et donc

f(x) = lim
n→+∞

Sn(x) =

+∞∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk.

Ce résultat est vrai pour tout a ∈]0 ; r[, et tout x ∈]−a ; a[, et donc
pour tout x ∈]−r ; r[.

3. La fonction tangente est de classe C∞ sur D = R\{π/2+ πZ}.
Montrons par récurrence que : ∀n∈N, ∀x∈D, tan(n)(x) = Pn

(
tan(x)

)
,

où (Pn)n∈N est la suite de polynômes réels définie par P0(X) = X
et ∀n ∈ N, Pn+1(X) = (X2 +1)P ′

n(X).
Remarque.– La récurrence montrera aussi que les polynômes (Pn) sont
tous à coefficients positifs, que deg(Pn) = n+1 pour tout n ∈N, que les
polynômes (P2n+1) sont pairs et que les polynômes (P2n) sont impairs.
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Initialisation.– Pour tout x ∈D, on a tan(0)(x) = tan(x) = P0

(
tan(x)

)

avec P0(X) =X , qui est bien impair et dont le seul coefficient (non nul)
est positif, de degré 1 = 0+1 : la propriété est vraie pour n= 0.

Hérédité.– Supposons la propriété vraie pour un certain entier n ∈ N.
Pour tout x ∈ D, tan(n)(x) = Pn

(
tan(x)

)
, et donc

tan(n+1)(x) =
(
1+ tan2(x)

)
P ′
n

(
tan(x)

)
= Pn+1

(
tan(x)

)
.

De plus, Pn+1 vérifie deg(Pn+1) = 2 + deg(P ′
n) = 2+ n+1− 1 = n+2,

et Pn+1(X) = (1+X2)P ′
n(X) est à coefficients positifs (comme produit

de polynômes qui ont cette propriété), de même parité que P ′
n, donc

contraire à celle de Pn : le polynôme Pn+1 est pair (resp. impair) si, et
seulement si, n+2 est un entier pair (resp. impair).

La propriété est donc bien vraie pour tout n ∈ N.

On a alors, pour tout x ∈ ]−π/2 ;π/2[ et pour tout n ∈ N :

tan(2n+1)(x) = P2n+1

(
tan(x)

)
= P2n+1(| tan(x)|) > 0.

Le théorème de Bernstein assure alors que la fonction tangente est dé-
veloppable en série entière sur

]
−π/2 ;π/2

[
.

Remarque.– Pour tout x ∈ R\ π
2Z,

cotan(x)−2cotan(2x)=
cos(x)

sin(x)
− 2cos(2x)

sin(2x)
=

cos(x)

sin(x)
− 2cos(2x)

2sin(x)cos(x)

=
cos2(x)−

(
cos2(x)−sin2(x)

)

sin(x)cos(x)
=

sin2(x)

sin(x)cos(x)

=
sin(x)

cos(x)
=tan(x).

Par ailleurs, on verra dans l’exercice suivant que pour tout x ∈]−π ;π[,

on a xcotan(x) = 1− 2
+∞∑

n=1

ζ(2k)

π2k
x2k, d’où il résulte que, pour tout x

dans ]−π/2 ;π/2[,

x tan(x) = xcotan(x)− 2xcotan(2x)

= 1− 2

+∞∑

n=1

ζ(2k)

π2k
x2k −

(
1− 2

+∞∑

n=1

ζ(2k)

π2k
(2x)2k

)

= 2
+∞∑

n=1

ζ(2k)

π2k
(22k − 1)x2k,

soit tan(x) = 2

+∞∑

n=1

ζ(2k)

π2k
(22k − 1)x2k−1.
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Exercice (3). Développement en série entière et nombres
de Bernoulli
1. Soit x∈]0 ;π[, et soit fx : R→R la fonction 2π-périodique, paire,

définie sur [0 ;π] par : ∀t ∈ [0 ;π], fx(t) = cos
( x
π t

)
.

a) Déterminer la série de Fourier de fx.
b) Montrer alors que

∀x ∈ ]−π ;π[, x×cotan(x) = 1+ 2

+∞∑

n=1

x2

x2 −n2π2
.

c) En déduire que

∀x ∈ ]−π ;π[, x×cotan(x) = 1− 2

+∞∑

k=1

ζ(2k)

π2k
x2k.

(Ici, ζ est la fonction zêta de Riemann.)
d) En déduire que, pour tout x ∈]−2π ; 2π[ \{0},

ix

eix− 1
= 1− i x

2
− 2

+∞∑

k=1

ζ(2k)

π2k22k
x2k.

2. Soit la fonction
g : R→ R

x 7→
{ x

ex − 1
si x 6= 0

1 si x= 0.

a) Montrer que, pour tout n ∈ N,

g(2n)(0) =
(−1)n−1

×(2n)!

π2n
×22n−1

×ζ(2n).

b) En déduire que, pour tout x ∈]−2π ; 2π[,

g(x) = 1− x
2

−
+∞∑

k=1

(−1)n−1
×ζ(2k)

22k−1
×π2k

×x2k.

c) On définit les nombres de Bernoulli par b0=1, b1=−1/2

et ∀n ∈N
∗, b2n =

(−1)n−1
×(2n)!×ζ(2n)

22n−1
×π2n

; b2n+1 = 0.

Montrer que, ∀n∈N,
n∑

k=0

bk
k!×(n− k)!

=

{
1 si n= 0

0 si n> 1.

d) Calculer b2, b4 et b6, puis ζ(2), ζ(4) et ζ(6).

◮Corrigé.–
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1. a) La fonction fx est paire, donc pour tout n ∈N∗, bn(f) = 0, et

an(f) =
2
π

∫ π

0

fx(t) cos(nt)dt=
2
π

∫ π

0

cos
( x
π t

)
cos(nt)dt

= 1
π

∫ π

0

(
cos

(( x
π −n

)
t
)
+cos

(( x
π +n

)
t
))
dt

= 1
π

[ sin
(
(x/π−n)t

)

x/π−n
+

sin
(
(x/π+n)t

)

x/π+n

]π
0

=
(−1)n

π sin(x)×
( 1
x/π−n

+ 1
x/π+n

)

=
(−1)n

π sin(x)×
2×x/π

x2/π2−n2
=

2×(−1)n×x sin(x)

x2 −n2π2
.

Enfin, a0(fx)= 2
π

∫ π

0

cos
( x
π t

)
dt=2×

[ sin
(
(x/π)t

)

x

]π
0
=

2 sin(x)
x

.

La série de Fourier de fx est donc

sin(x)
x +2x sin(x)×

+∞∑

n=1

(−1)n

x2 −n2π2
× cos(nt).

b) La fonction fx est 2π-périodique, continue et de classe C1 par mor-
ceaux, donc d’après le théorème de Dirichlet, on a, pour tout réel t,

fx(t) =
sin(x)

x +2 sin(x)×
+∞∑

n=1

(−1)n×x

x2 −n2π2
× cos(nt).

En particulier, pour t= π,

cos(x) =
sin(x)
x +2 sin(x)×

( +∞∑

n=1

x

x2 −n2π2

)
,

d’où
x×cotan(x) = 1+ 2

+∞∑

n=1

x2

x2 −n2π2
.

c) En repartant de ce qui précède, on a, pour tout x ∈]−π ;π[,

x×cotan(x) = 1− 2

+∞∑

n=1

x2

n2π2
×

1

1− x2/(n2π2)

= 1− 2
+∞∑

n=1

( +∞∑

k=1

( x2

n2π2

)k)
, où x2/(n2π2) ∈ ]0 ; 1[,
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ce qui s’écrit, après interversion des deux sommes (car x2k > 0),

x×cotan(x) = 1− 2
+∞∑

k=1

( +∞∑

n=1

1

n2k

)
×

x2k

π2k

= 1− 2

+∞∑

k=1

ζ(2k)

π2k
x2k.

d) On en déduit alors que, pour tout x ∈ ]−2π ; 2π[ \{0},
ix

eix− 1
+ i× x

2
=

ix+ ixeix

2(eix− 1)
= i× x

2
×

eix+1

eix− 1

= i× x
2

×
eix/2+ e−ix/2

eix/2− e−ix/2
= i× x

2
×

2 cos(x/2)

2i sin(x/2)

= x
2

×cotan
( x
2

)

= 1− 2

+∞∑

n=1

ζ(2k)

π2k
×

(x
2

)2k
= 1− 2

+∞∑

k=1

ζ(2k)

22k×π2k
×x2k.

2. a) On remarque que g(x) = h(−ix), où

h : ]−2π ; 2π[ → R

x 7→






ix

eix − 1
si x 6= 0

1 si x= 0.

Or, d’après 1.d), ∀k∈N∗, h(2k)(0)=−2×
ζ(2k)

22k×π2k
×(2k)!, d’où

g(2k)(0)=(−i)2kh(2k)(0)=(−1)kh(2k)(0)=
(−1)k−1ζ(2k)

22k−1
×π2k

×(2k)! .

b) D’après la formule de Taylor avec reste intégrale, ∀x ∈ ]−2π ; 2π[,

∣∣∣g(x)−
n∑

k=0

g(k)(0)

k!
×xk

∣∣∣=
∣∣∣
∫ x

0

(x− t)n

n!
×g(n+1)(t)dt

∣∣∣

=
∣∣∣
∫ x

0

(x− t)n

n!
×(−i)n+1

×h(n+1)(t)dt
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ x

0

(x− t)n

n!
×h(n+1)(t)dt

∣∣∣

=
∣∣∣h(x)−

n∑

k=0

h(k)(0)

k!
×xk

∣∣∣

6

+∞∑

k=⌊n/2⌋

ζ(2k)

22k−1
×π2k

×x2k−−−−→
n→+∞

0, d’après 1.d).
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Ainsi, pour tout x ∈ ]−2π ; 2π[,

g(x) =

+∞∑

n=0

g(k)(0)

k!
×xk = 1− x

2
− 2

+∞∑

k=1

(−1)k−1
×ζ(2k)

22k×π2k
×x2k.

c) Pour tout x ∈]0 ; 2π[, on a x
ex − 1

=
∑+∞

k=0

bk
k!

×xk. Dès lors,

1 = x
ex− 1

×
ex− 1
x =

( +∞∑

k=0

bk
k!

×xk
)
×

( +∞∑

k=0

xk

(k+1)!

)

=

+∞∑

n=0

( n∑

k=0

bk
k!×(n+1− k)!

)
×xn, par produit de Cauchy.

D’où,
n∑

k=0

bk
k!×(n+1− k)!

=

{
1 si n= 0

0 si n> 1.

d) Pour tout x ∈]−2π ; 2π[, on a

g(x) = 1− x
2

− 2
+∞∑

n=1

ζ(2n)

22n×π2n
·x2n =

+∞∑

n=0

bn
n!

×xn,

d’où b0 = 1 et b1 =−1/2. Ensuite,

0 =

2∑

k=0

bk
k!×(3− k)!

=
b0
6

+
b1
2

+
b2
2

, d’où

b2 = 2
(
− 1

6
+ 1

4

)
=− 1

3
+ 1

2
= 1

6
.

0 =

4∑

k=0

bk
k!(5− k)!

=
b0
120

+
b1
24

+
b2
12

+
b4
24

, d’où

b4 = 24
( −1
120

+ 1
48

− 1
72

)
=− 1

5
+ 1

2
− 1

3
=− 1

30
.

0 =

6∑

k=0

bk
k!(7− k)!

=
b0

5040
+

b1
720

+
b2
240

+
b4
144

+
b6
720

, d’où

b6 = 720
( −1
5040

+ 1
1440

− 1
1440

+ 1
4320

)
=− 1

7
+ 1

6
= 1

42
.

Ainsi,
ζ(2) =

2×π2

2!
×b2 =

π2

6
; ζ(4) =

−8π4

24
×b4 =

π4

90

et ζ(6) = 32π6

720
×

1
42

= π6

45×21
= π6

945
.
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Exercice (4). Développement en série entière d’un inverse

Soit
∑

akz
k une série entière de rayon de convergence R > 0, et

soit la fonction
S : D(0 , R)→ C

z 7→
+∞∑

n=0

anz
n,

où D(0 , R) =
{
z ∈ C ; |z|<R

}
. Pour p ∈ N, on note

ap,n =
∑

k1+···+kn=p

ak1
· · · akn

.

1. Montrer que si z ∈ D(0 , R), alors la série
∑

p
an,pz

p converge
absolument, et que

+∞∑

p=0

ap,nz
p =

(
S(z)

)n
.

2. On suppose que a0 = 0.

a) Montrer qu’il existe r > 0 tel que
∑+∞

n=0
|an|rn = 1, et en dé-

duire que si |z| 6 r, alors la suite double (ap,nz
p)p,n∈N est

sommable.
b) En déduire que la fonction T : D(0 , R)→C, z 7→ 1

1−S(z)est développable en série entière.

3. En déduire que si f : D(0 , R) → C est développable en série
entière et que f(0) 6=0, alors 1/f est développable en série entière.

4. Application.– Montrer que les fonctions

u : D(0 , R)→ C

z 7→
{ z

ez − 1
si z 6= 0

1 si z = 0

et v : D
(
0 , π2

)
→ C

z 7→ 1
cos(z)

sont développables en séries entières.

◮Corrigé.–

1. Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on a pour
tout n ∈ N∗ et tout z ∈D(0 , R),

(
S(z)

)n
=
( +∞∑

k=0

akz
k
)n

=

+∞∑

p=0

( ∑

k1+k2+···+kn=p

ak1
ak2

· · · akn

)
zp.

2. a) Il est clair que le rayon de convergence de la série entière
∑

|ak|zk
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est R, et que la fonction S1 : D(0 , R) → C, z 7→
∑+∞

n=0
|an|zn est

donc continue, de sorte que : S1(z)−−−→
z→0

S1(0) = a0 = 0. Il existe dès

lors r > 0 tel que S1(r) < 1, autrement dit
∑+∞

n=0
|an|rn < 1.

Ainsi, pour tout z ∈D(0 , R),

+∞∑

p=0

|apzp|=
+∞∑

p=0

(∣∣∣
∑

k1+···+kn=p

ak1
· · · akn

∣∣∣
)
×|z|p

6

+∞∑

p=0

( ∑

k1+···+kn=p

|ak1
| · · · |akn

|
)
×|z|p =

(
S1(|z|)

)n

6
(
S1(r)

)n
.

Et, comme 06S1(r)< 1, alors la série
∑

n

(∑+∞

p=0
|ap,nzp|

)
converge,

et par conséquent la suite double (ap,nz
p)p,n∈N est sommable.

b) Fixons z dans D(0 , r) ; la suite double (ap,nz
p) étant sommable, la

série
∑

p

(∑+∞

n=0
ap,n

)
zp converge, et

+∞∑

p=0

( +∞∑

n=0

ap,n

)
zp =

+∞∑

n=0

( +∞∑

p=0

ap,nz
p
)
=

+∞∑

n=0

(
S(z)

)n
= 1

1−S(z)
.

3. On sait qu’il existe une suite (an)n∈N de nombres complexes telle que,

pour tout z ∈D(0 , R), on a f(z) =
∑+∞

n=0
an×zn avec a0 = f(0) 6= 0.

On peut alors écrire, toujours pour z ∈D(0 , R),

f(z) = a0 +

+∞∑

n=1

an×zn = a0
(
1−S(z)

)
, avec S(z) =

+∞∑

n=1

−an
a0

×zn.

Le résultat de 2.b) assure alors que 1/f = (1/a0)×
(
1/(1−S)

)
est dévelo-

ppable en série entière en 0.

4. Soit la fonction f : C→C, z 7→
{
(ez − 1)/z si z 6= 0

1 si z = 0.
On sait que pour

tout z ∈ C, f(z) =
∑+∞

n=0

zn

(n+1)!
, et f(0) = 1 6= 0.

D’après 3, on en déduit que u = 1/f est développable en série entière
sur le disque ouvert D(0 , 2π).

De même, la fonction g : C→C, z 7→ cos(z) vérifie

∀z ∈ C, g(z) =

+∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
,

avec g(0) = 1 6= 0, et la fonction v = 1/g est donc, de nouveau d’après 3,
développable en série entière sur D(0 , π/2).



§ Leçon 412 17

Exercice (5). Condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction réelle soit développable en série entière
1. Condition suffisante.–

Soit a > 0, et soit f : ]−a ; a[→R une fonction de classe C∞.
On suppose qu’il existe deux réels C et A> 0 tels que

∀x ∈ ]−a ; a[ et ∀n ∈ N ;
∣∣f (n)(x)

∣∣ 6 C×An
×n! .

Montrer que, pour tout x ∈ ]−a ; a[ et tout n ∈ N,
∣∣∣f(x)−

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
×xk

∣∣∣6 C×An+1
×|x|n+1,

et en déduire que la fonction f est développable en série entière
sur ]−r ; r[, où r =min(a, 1/A).

2. Condition nécessaire.–
On suppose que f est développable en série entière, c’est-à-dire
qu’il existe R> 0 et une suite de nombres réels (an)n∈N tels que,

pour tout x ∈ ]−R ;R[, f(x) =
∑+∞

n=0
anx

n. Soit r ∈]0 ;R[.

a) Montrer qu’il existe un réel M > 0 tel que, pour tout entier k,
on ait |ak|6M/rk.

b) Soit aussi ℓ ∈ ]0 ; r[. Montrer que, pour tout x ∈ ]−ℓ ; ℓ[ et
tout n ∈ N,
∣∣f (n)(x)

∣∣6 M
rn

×

+∞∑

k=n

k(k−1)×(k−n+1)×
( ℓ
r
)k−n

=C×An
×n!,

avec C =M×r/(r− ℓ) et A= 1/(r− ℓ).

◮Corrigé.–

1. Condition suffisante.–
D’après la formule de Taylor-Lagrange, pour tout x ∈ ]−a ; a[ et
tout n ∈ N, il existe θx,n ∈ ]0 ; 1[ tels que

f(x)=
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
×xk+

f (n+1)(θx,n×x)

(n+1)!
×xn+1,

d’où
∣∣∣f(x)−

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
×xk

∣∣∣=
∣∣f (n+1)(θx,n×x)

∣∣× |x|n+1

(n+1)!

6C×An+1
×(n+1)!×

|x|n+1

(n+1)!
=C×|A×x|n+1.
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D’où, si |x|< r =min(a, 1/A),

f(x)−
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
×xk −−−−→

n→+∞
0 ⇔ f(x) =

+∞∑

k=0

f (k)(0)

k!
×xk.

2. Condition nécessaire.–
a) La série

∑
an×rn converge (et admet f(r) pour somme), donc la

suite (an · rn)n∈N converge vers 0, et par conséquent cette suite est
bornée : il existe M > 0 tel que |ak×rk|6M pour tout k ∈N.

b) On sait que f est de classe C∞ et que, pour tout x ∈ ]−R ;R[ et
tout n ∈ N,

f (n)(x) =

+∞∑

k=n

k(k− 1)×(k−n+1)×xk−n,

donc pour tout x ∈ ]−ℓ ; ℓ[,

|f (n)(x)|6
+∞∑

k=n

k(k− 1)×(k−n+1)×|ak|×ℓk−n

6
M
rn

×

+∞∑

k=n

k(k− 1)×(k−n+1)×
( ℓ
r
)k−n,

donc pour tout x ∈ ]−ℓ ; ℓ[,

|f (n)(x)|6 M
rn

×
n!

(1− ℓ/r)n+1
= M

1− ℓ/r
×

1
(r− ℓ)n

×n!

=
M×r
r− ℓ

×

( 1
r− ℓ

)n
×n! .
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Exercice (6). Fonction génératrice des polynômes de Le-
gendre
Montrer que si |t(t− 2x)|< 1, alors

(1− 2tx+ t2)−
1
2 =

+∞∑

m=0

(−1)m×

(2m)!

22m×(m!)2
×

(
t(t− 2x)

)m
,

et en déduire que

(1− 2tx+ t2)−
1
2 =

+∞∑

n=0

Ln(x)×t
n,

où les

Ln(x) =
1

2n×n!
×

(
(x2 − 1)n

)(n)

sont les polynômes de Legendre.

◮Corrigé.–

On sait que, pour u ∈ ]−1 ; 1[,

(1+ u)−
1
2 = 1+

+∞∑

m=1

(−1)m×

1×3×5× · · ·×(2m− 1)

2m×m!
×um

= 1+
+∞∑

m=1

(−1)m×

(2m)!

22m×(m!)2
×um,

donc si −1< t(t− 2x)< 1, alors

(1− 2tx+ t2)−
1
2 =

+∞∑

m=0

(−1)m×

(2m)!

22m×(m!)2
×(t2 − 2tx)m

=
+∞∑

m=0

(−1)m×

(2m)!

22m×(m!)2

( m∑

k=0

(m
k

)
t2k(−2tx)m−k

)

=

+∞∑

m=0

(2m)!

22m×m!

( m∑

k=0

(−1)k×2m−k

k!×(m− k)!
×xm−ktm+k

)

=

+∞∑

n=0

( ∑

m+k=n

(2m)!(−1)k

m!×2m+k
×k!×(m− k)!

×xm−k
)
tn

=
+∞∑

n=0

Ln(x)t
n,
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avec

Ln(x) =
∑

m+k=n

(−1)k×
(2m)!

2m+k
×m!×k!×(m− k)!

×xm−k

=

⌊n/2⌋∑

k=0

(−1)k×
(2n− 2k)!

2n×(n− k)!×k!×(n− 2k)!
×xn−2k.

Or, on a (x2n−2k)(n) =






0 si ⌊n
2 ⌋+16 k 6 n

(2n− 2k)!

(n− k)!
×xn−2k si 06 k 6 ⌊n

2 ⌋,

et par conséquent

Ln(x) =

n∑

k=0

(−1)k

2n×(n− k)!×k!
×(x2n−2k)(n)

= 1
2n×n!

×

( n∑

k=0

n!
k!×(n− k)!

(−1)kx2n−2k
)(n)

= 1
2n×n!

×

( n∑

k=0

(n
k

)
(−1)k(x2)n−k

)(n)

= 1
2n×n!

×

(
(x2 − 1)

)(n)
.



§ Leçon 412 21

Commentaires sur les exercices de cette leçon
Exercice 1.– Un résultat très utile à connaître absolument, à propos du
développement en série entière d’une fraction rationnelle dont 0 n’est pas
un pôle.
Un exemple d’application, avec calculs d’intégrales, termine l’exercice.

Exercice 2.–Un résultat à nouveau très classique, important et à connaître :
il s’agit d’établir une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
d’une variable réelle soit développable en série entière.
On montre aussi que ce résultat s’applique à la fonction tangente ; le déve-
loppement en série entière est donné concrètement en tant que remarque à
la fin de l’exercice. Le lien avec les nombres de Bernoulli, définis à l’exercice
suivant, est laissé au soin du lecteur.

Exercice 3.– Un bel exercice qui sera une bonne proposition pour un
développement ; après avoir déterminé le développement en série entière de
la fonction paire x 7→ xcotan(x) à l’aide de séries de Fourier, développement
qui fait intervenir les valeurs de la fonction ζ aux entiers pairs, on définit
les nombres de Bernoulli b2n à partir des ζ(2n), et l’on établit la relation

∀n ∈ N,

n∑

k=0

bk
k!×(n− k)!

=

{
1 si n= 0

0 si n> 1.

Cette relation permet de calculer par récurrence les b2n, et par là même
les nombres ζ(2n). Sa démonstration fait appel accessoirement à la fonc-
tion x 7→ x/(ex − 1), dont la partie impaire est −x/2, comme lecteur pourra
s’en convaincre directement.

Voir aussi l’exercice 67 de la leçon 405 sur ce sujet, ainsi que l’exercice 5
pour la mise en œuvre de méthodes similaires.

Exercice 4.– On montre, à l’aide de résultats de sommabilité d’une suite
de nombres complexes, que la fontion inverse de n’importe quelle fonction
développable en série entière et qui ne s’annule pas en 0, est elle-même
développable en série entière ; on en donne en illustration deux applications
faciles.

Exercice 5.– On montre dans cet exercice un résultat classique et impor-
tant, à savoir une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
d’une variable réelle admette un développement en série entière.

Exercice 6.– Dans cet exercice, on obtient un développement en série
entière de la fonction génératrice des polynômes de Legendre, à
savoir la fonction t 7→ 1√

1− 2tx+ x2
.





Chapitre II

Exemples d’applications des
séries entières

Exercice (1).
Soit l’équation différentielle

(H) : xy′′ +2y′− xy = 0.

1. Déterminer les solutions de (H) développables en séries entières.

2. Résoudre (H).

3. Résoudre (H) avec le changement de fonction z(x) = xy(x).

◮Corrigé.–

On résout ici l’équation différentielle donnée par l’énoncé, en l’occurrence

(H) : x×y′′(x)+ 2y′(x)− x×y(x) = 0.

1. On suppose que (H) possède une solution développable en série entière,

sous la forme y(x) =
∑+∞

n=0
an×xn, de rayon de convergence R> 0.

Alors, pour tout x ∈ ]−R ;R[, on a :

y′(x) =
+∞∑

n=1

nan×xn−1 et y′′(x) =
+∞∑

n=2

n(n− 1)an×xn−2,

d’où, pour tout x ∈ ]−R ;R[,

– 23 –
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0 =

+∞∑

n=2

n(n− 1)an×xn−1 +2

+∞∑

n=1

nan×xn−1 −
+∞∑

n=0

an×xn+1

=
+∞∑

n=1

(
n(n− 1)+ 2n

)
an×xn−1 −

+∞∑

n=0

an×xn+1

=

+∞∑

n=1

n(n+1)an×xn−1 −
+∞∑

k=1

ak−1×x
k

=
+∞∑

k=0

(k+1)(k+2)ak+1×x
k −

+∞∑

k=1

ak−1×x
k

= 2a1+

+∞∑

k=1

(
(k+1)(k+2)ak+2 − ak−1

)
×xk.

D’où, a1 = 0, et ∀k ∈N
∗, ak+1 =

ak−1

(k+1)×(k+2)
,

soit






a2k+1 =
a2k−1

(2k+1)×(2k+2)
∀k ∈N∗

et
a2k+2 =

a2k
(2k+2)(×2k+3)

∀k ∈N.

Une récurrence facile donne alors, pour tout k ∈N,

a2k+1 = 0 et a2k =
a0

(2k+1)!
,

d’où y(x) = a0×
+∞∑

n=0

x2n

(2n+1)!
= a0×

sh(x)
x , et R=+∞.

2. Sur I1 =]−∞ ; 0[ ou I2 =]0 ;+∞[, on cherche une deuxième solution,
linéairement indépendante de la fonction y1 : x 7→ sh(x)/x.

On pose y(x) = λ(x)×y1(x) ; alors, pour tout réel x,

y′(x) = λ′(x)×y1(x)+λ(x)×y′1(x)

et
y′′(x) = λ′′(x)×y1(x)+ 2λ′(x)×y′1(x)+λ(x)×y′′1 (x),

d’où, pour tout réel x non nul,

0 = x×y′′(x)+ 2y′(x)− x×y(x)

= λ(x)×
(
x×y′′1 (x)+ 2y′1(x)− x×y1(x)︸ ︷︷ ︸

=0

)

+λ′(x)×
(
2y1(x)+ 2x×y′1(x)

)
+λ′′(x)×x×y1(x).
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Or, x×y1(x) = x×

sh(x)
x = sh(x), et

2y1(x)+ 2x×y′1(x) = 2
sh(x)
x +2x×

x×ch(x)− sh(x)

x2
= 2ch(x),

d’où λ′′(x) =− 2ch(x)

sh(x)
×λ′(x).

Ainsi, il existe un réel α tel que, pour tout x non nul,

λ′(x) = α× exp
(
−2

∫
ch(x)

sh(x)
dx

)
= α×e−2 ln

(
|sh(x)|

)
= α

sh2(x)
,

et λ(x) = α×

∫
dx

sh2(x)
= α×

ch(x)

sh(x)
.

On obtient ainsi des solutions particulières de (H) sous la forme :

yp(x) = λ(x)×y1(x) = α×

ch(x)

sh(x)
×

sh(x)
x = α×

ch(x)
x

.

La fonction y2 : x 7→ch(x)/x est donc solution de (H) sur I1=]−∞ ;0[,
ou sur I2 =]0 ;+∞[.

On conclut que sur I1 ou I2, on a l’égalité SH =Vect(y1, y2), avec

∀x ∈ R, y1(x) =
sh(x)
x et y2(x) =

ch(x)
x

.

Remarque.– En posant z(x) = x×y(x), nous avons alors

z′(x) = x×y′(x)+ y(x), et z′′(x) = x×y′′(x)+ 2y′(x).

La fonction x 7→ z(x) vérifie dès lors l’équation différentielle

z′′(x)− z(x) = 0.

Les solutions de cette équation différentielle sont donc de la forme

z : x 7→ α×ch(x)+ β×sh(x),

pour α et β parcourant R.

Il en résulte que sur I1 =]−∞ ; 0[ ou sur I2 =]0 ;+∞[, les solutions sont les
fonctions

y : x 7→ α×

ch(x)
x + β×

sh(x)
x

.
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Exercice (2). Intégrale de Poisson
Soit θ ∈ ]0 ;π[, et soit f : R→ R

x 7→ ln
(
x2 − 2x cos(θ)+ 1

) .

1. Déterminer le développement en série entière de la fonction f .

Indication.– Calculer f ′.

2. En déduire que ∀x ∈ ]−1 ; 1[,

∫ π

0

ln
(
x2 − 2x cos(θ)+ 1

)
dθ = 0.

3. Calculer, pour x ∈R tel que |x|> 1,

∫ π

0

ln
(
x2 − 2x cos(θ)+ 1

)
dθ.

4. Que dire si x= 1 ou x=−1 ?

◮Corrigé.–

1. Pour tout réel x :

f ′(x) =
2x− 2 cos(θ)

x2 − 2x cos(θ)+ 1
=

x− eiθ + x− e−iθ

(x− eiθ)×(x− e−iθ)

= 1

x− e−iθ
+ 1

x− eiθ
=

−eiθ

1− eiθx
+

−e−iθ

1− e−iθx

=−eiθ×
+∞∑

n=0

(
eiθ×x

)n − e−iθ
×

+∞∑

n=0

(
e−iθ

×x
)n

, si |x|< 1,

=−
+∞∑

n=0

((
eiθ

)n+1
×xn +

(
e−iθ

)n+1
×xn

)

=−
+∞∑

n=0

(
ei(n+1)θ + e−i(n+1)θ

)
×xn

=−2×

+∞∑

n=0

cos
(
(n+1)θ

)
×xn.

Ainsi, pour tout x ∈ ]−1 ; 1[,

f(x) = f(0)︸︷︷︸
=0

−2×

+∞∑

n=0

cos
(
(n+1)θ

)
×

xn+1

n+1
=−2×

+∞∑

n=1

cos(nθ)
n ×xn.

2. D’après 1, pour tout x ∈ ]−1 ; 1[,
∫ π

0

ln
(
x2 − 2x cos(θ)+ 1

)
dθ =−2

∫ π

0

( +∞∑

n=1

cos(nθ)
n ×xn

)
dθ.
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Or, pour tout θ∈ [0 ;π], on a
∣∣∣
cos(nθ)

n ×xn
∣∣∣6 |x|n, et la série géométri-

que
∑

|x|n converge car |x|<1 : par conséquent, la série
∑ cos(nθ)

n ×xn

converge normalement sur [0 ;π], d’où
∫ π

0

( +∞∑

n=1

xn

n cos(nθ)
)
dθ =

+∞∑

n=1

xn

n ×

∫ π

0

cos(nθ)dθ = 0.

Ainsi, pour tout x ∈ ]−1 ; 1[, on a
∫ π

0

ln
(
x2 − 2x cos(θ)+ 1

)
dθ = 0.

3. Soit x ∈ R tel que |x|> 1. Alors,
∫ π

0

ln
(
x2−2xcos(θ)+1

)
dθ=

∫ π

0

ln
(
x2

(
1− 2

x cos(θ)+ 1

x2

))
dθ

=

∫ π

0

ln(x2)dθ+

∫ π

0

ln
(( 1

x
)2− 2

x cos(θ)+1
)
dθ

=

∫ π

0

ln(x2)dθ, car
∣∣ 1
x

∣∣<1,

=π ln(x2)=2π ln(|x|).
4. On a, pour θ ∈ ]0 ;π],

f(1) = ln
(
2− 2 cos(θ)

)
= ln

(
4 sin2

( θ
2

))
= 2 ln(2)+ 2 ln

(
sin

( θ
2

))
,

et
2 ln

(
sin

( θ
2

))
= 2 ln

( θ
2
+ o0(θ)

)
= 2 ln

(
θ
( 1
2
+ o0(1)

))

= 2 ln(θ)+ 2 ln
( 1
2
+ o0(1)

)
∼

θ→0
2 ln(θ).

Or, pour ε ∈
]
0 ;π/2

[
,

∫ π/2

ε

ln(θ)dθ = [θ ln(θ)− θ]π/2ε

= π
2

ln
( π
2

)
− π

2
+ ε ln(ε)− ε −−−→

ε→0+

π
2

ln
( π
2

)
− π

2
.

On en déduit que l’intégrale
∫ π/2

0

ln
(
sin(θ)

)
dθ converge. Le change-

ment de variable ϕ= π− θ donne alors
∫ π/2

0

ln
(
sin(θ)

)
dθ =

∫ π

π/2

ln
(
sin(ϕ)

)
dϕ,

de sorte que
∫ π

0

ln
(
sin(θ)

)
dθ = 2

∫ π/2

0

ln
(
sin(θ)

)
dθ.

Le changement de variable u= π/2− θ donne, pour sa part,
∫ π/2

0

ln
(
sin(θ)

)
dθ =

∫ π/2

0

ln
(
sin

( π
2

− u
))
du=

∫ π/2

0

ln
(
cos(u)

)
du,
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et donc
∫ π

0

ln
(
sin(θ)

)
dθ =

∫ π/2

0

ln
(
sin(θ)

)
dθ+

∫ π/2

0

ln
(
cos(θ)

)
dθ

=

∫ π/2

0

ln
(
sin(θ) cos(θ)

)
dθ =

∫ π/2

0

ln
( 1
2
sin(2θ)

)
dθ

=− π
2

ln(2)+

∫ π/2

0

ln
(
sin(2θ)

)
dθ

=− π
2

ln(2)+ 1
2

∫ π

0

ln
(
sin(x)

)
dx, avec x= 2θ.

Ainsi, ∫ π

0

ln
(
sin(θ)

)
dθ =−π ln(2),

et
∫ π

0

ln
(
2− 2 cos(θ)

)
dθ =

∫ π

0

(
2 ln(2)+ 2 ln

(
sin

( θ
2

)))
dθ

= 2π ln(2)+ 2

∫ π

0

ln
(
sin

( θ
2

))
dθ

= 2π ln(2)+ 4

∫ π/2

0

ln
(
sin(u)

)
du, avec u= θ

2
,

= 2π ln(2)− 4× 1
2
π ln(2) = 0 = f(1).

Pour le calcul de f(1), le changement de variable θ = π−ϕ donne

f(−1) =

∫ π

0

ln
(
2+ 2 cos(θ)

)
dθ =

∫ π

0

ln
(
2+ 2 cos(π−ϕ)

)
dϕ

=

∫ π

0

ln
(
2− 2 cos(ϕ)

)
dϕ= 0.
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Exercice (3). Application au dénombrement
Soit E un ensemble à n éléments (n∈N). On appelle dérangement
de E toute permutation σ de E n’ayant aucun point fixe.

On note δn le nombre de dérangements de E. Ainsi, δ1 = 0 et par
convention, δ0 = 1.
1. Montrer que, pour tout n ∈ N, n! =

∑n

k=0

(n
k

)
δk.

2. Soit f : ]−1; 1[→ R

x 7→
+∞∑

n=0

δn
n!

xn.

a) Justifier la définition de f .
b) Montrer que, ∀x ∈ ]−1; 1[, f(x) = e−x

1− x
.

c) En déduire que
δn = n!

( n∑

k=0

(−1)k

k!

)
.

3. Calculer de deux façons différentes le développement en série en-
tière au voisinage de 0 de la fonction

f : x 7→ 1

(x2 − 1)(x3 − 1)
,

et en déduire une formule pour le nombre de couples (p, q) ∈ N2

tels que 2p+3q= n, où n est un entier naturel.

◮Corrigé.–

1. Soit k ∈ {0, 1, . . . , n} ; il y a
(
n
k

)
parties de E à k éléments, et pour

chacune de ces parties il y a δn−k permutations de E qui laissent fixes
les éléments de cette partie tout en dérangeant les autres éléments de E.
Il y a donc, en tout,

∑n

k=0

(n
k

)
δn−k permutations de E, et donc

n! =
n∑

k=0

(n
k

)
δn−k =

n∑

j=0

( n

n− j

)
δj =

n∑

j=0

(n
j

)
δj .

2. a) Pour tout n ∈ N∗, 06 δn 6 n!, donc 06 δn/n!6 1, donc si 06 r < 1

la série
∑ δn

n!
rn converge.

Ainsi, le rayon de convergence de la série
∑ δn

n!
xn est supérieur ou

égal à 1, ce qui justifie la définition de f .

b) On a pour tout x ∈]−1 ; 1[, f(x)ex =
( +∞∑

k=0

δk
k!

xk
)
×

( +∞∑

k=0

xk

k!

)
.
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Comme ces deux séries entières convergent absolument, alors en uti-
lisant le produit de Cauchy, on a, pour tout x ∈ ]−1 ; 1[,

f(x)ex =

+∞∑

n=0

( n∑

k=0

δk
k!(n− k)!

)
xn =

+∞∑

n=0

1
n!

( n∑

k=0

(n
k

)
δk

)
xn

=

+∞∑

n=0

xn = 1
1− x

,

et donc f(x) = e−x/(1− x) pour tout x ∈]−1 ; 1[.
c) Toujours en utilisant le produit de Cauchy, on a pour tout x∈]−1 ; 1[,

f(x) = e−x
×

1
1− x

=
( +∞∑

k=0

(−1)k

k!
xk

)
×

( +∞∑

k=0

xk
)

=
+∞∑

n=0

( n∑

k=0

(−1)k

k!

)
xn,

et donc par identification des coefficients, δn
n!

=
∑n

k=0

(−1)k

k!
pour

tout n ∈ N, soit
δn = n!

( n∑

k=0

(−1)k

k!

)
.

3. Premier calcul. Pour |x|< 1,

f(x) = 1

x2 − 1
×

1

x3 − 1
=
(
−

+∞∑

p=0

x2p
)
×

(
−

+∞∑

q=0

x3q
)

=

+∞∑

n=0

( ∑

(p,q)∈N
2 ;

2p+3q=n

1
)
xn =

+∞∑

n=0

anx
n,

avec an =Card
({

(p, q) ∈ N
2 | 2p+3q= n

})
.

Deuxième calcul. On procède à la décomposition en éléments simples
de f(x) pour |x|< 1 :

f(x) = 1

(x2 − 1)(x3 − 1)
= 1

(x− 1)2(x+1)(x2 + x+1)

= 1

(x− 1)2(x+1)(x− j)(x− j2)

= A
x− 1

+ B

(x− 1)2
+ C

x+1
+ D

x− j
+ E

x− j2
,
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où
B = 1

(1+ 1)(1+ 1+1)
= 1

6
, C = 1

(−1− 1)2(1− 1+ 1)
= 1

4
,

D = 1

(j2 − 1)(j− 1)(j− j2)
= 1

(2− j− j2)(j− j2)

= 1

3
(
− 1

2
+ i

√
3
2

+ 1
2
+ i

√
3
2

) = 1

3i
√
3

=− i

3
√
3

et E =D = i

3
√
3
.

En calculant de deux façons différentes lim
x→+∞

xf(x), on obtient

0 =A+0+C+D+E ⇔ A+C = 0 ⇔ A=−C =− 1
4
,

et donc, pour |x|< 1,

f(x) = 1
4

×
1

1− x
+ 1

6
×

1

(1− x)2
+ 1

4
×

1
1+ x

+
ij2

3
√
3

×
1

1− xj
− ij

3
√
3

×
1

1− xj2

=

+∞∑

n=0

(
1
4
+

n+1
6

+
(−1)n

4
+ i

3
√
3

(
jn+2 − j2n+1

))
xn,

d’où, ∀n ∈N,

an = 5
12

+
(−1)n

4
+ n

6
+ i

3
√
3

(
jn+2 − j2n+1

)
.
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Exercice (4). Théorème radial d’Abel – Application

Soit
∑

anx
n une série entière de rayon de convergence R > 0. On

suppose que la série
∑

anR
n converge, et l’on pose, pour n ∈ N,

rn =
+∞∑

k=n+1

akR
k et ∀x ∈ ]−R;R[, Rn(x) =

+∞∑

k=n+1

akx
k.

1. a) Montrer que, pour tout x ∈ [0 ;R[,

Rn(x) = rn
(
x
R

)n+1
+

+∞∑

k=n+1

rk

(( x
R

)k+1 −
( x
R

)k).

b) En déduire que la série
∑

anx
n converge uniformément sur

l’intervalle [0 ;R], puis que
+∞∑

n=0

anR
n = lim

x→R
x<R

( +∞∑

n=0

anx
n
)
.

2. Applications
a) Montrer que, pour tout p ∈ N

∗,

+∞∑

n=0

(−1)n

1+np
=

∫ 1

0

dt
1+ tp

, intégrale notée Ip.

Calculer I1, I2 et I3.
b) Déterminer le rayon de convergence de la série entière

∑ x2n+2

n(n+1)(n+2)
,

et montrer que, pour tout x ∈]−1 ; 1[,
+∞∑

n=1

x2n+2

n(n+1)(2n+1)
=−(x2+1)ln(1−x2)−2x ln

( 1+x
1−x

)
+3x2.

En déduire que
∑+∞

n=1

1
n(n+1)(2n+1)

= 3− 4 ln(2).

c) Soient
∑

an et
∑

bn deux séries convergentes, telles qu’en

posant cn =
∑n

k=0
akbn−k pour tout n ∈ N, la série

∑
cn

converge. Montrer que
( +∞∑

n=0

an

)
×

( +∞∑

n=0

bn

)
=

+∞∑

n=0

cn.
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◮Corrigé.–

1. a) Pour tout x ∈ [0 ;R[,

Rn(x) =

+∞∑

k=n+1

akx
k =

+∞∑

k=n+1

akR
k
(

x
R

)k

=

+∞∑

k=n+1

(rk−1 − rk)
(

x
R

)k

=
+∞∑

k=n+1

rk−1

(
x
R

)k

−
+∞∑

k=n+1

rk

(
x
R

)k

(les séries convergent, car la suite (rk) est bornée et |x/R|< 1)

= rn

(
x
R

)n+1

+

+∞∑

k=n+1

rk

((
x
R

)k+1
−

(
x
R

)k)
.

b) Soit ε > 0 ; comme rn −−−−−→
n→+∞

0, alors il existe N ∈N tel que si n>N

alors |rn|< ε. On a donc, pour tout n>N et pour tout x ∈ [0 ;R[,

|Rn(x)|6 |rn|×
( x
R

)n+1
+ ε×

+∞∑

k=n+1

(( x
R

)k −
( x
R

)k+1)

6 ε+ ε×
( x
R

)N+1
< 2ε.

Comme |rn|< ε pour tout n>N , on a alors |Rn(x)|6 2ε pour tout
réel x ∈ [0 ;R], et la série

∑
anx

n converge uniformément sur [0 ;R].
Par conséquent,

∑+∞

n=0
anR

n = lim
x→R−

∑+∞

n=0
anx

n.

2. Applications

a) Pour p ∈ N∗, la série alternée
∑ (−1)p

1+np
converge ; il vient alors,

d’après le théorème radial d’Abel,

+∞∑

n=0

(−1)n

1+np
= lim

x→1−

+∞∑

n=0

(−1)n x1+np

1+np
= lim

x→1−

+∞∑

n=0

(−1)n
∫ 1

0

tnpdt.

Or, pour tout N ∈ N,

N∑

n=0

(−1)n
∫ 1

0

tnpdt=

∫ 1

0

( N∑

n=0

(−1)ntnp
)
dt=

∫ 1

0

1− (−tp)N+1

1+ tp
dt

=

∫ 1

0

dt
1+ tp

− (−1)N+1

∫ 1

0

t(N+1)p

1+ tp
dt,

et 06
∫ 1

0

t(N+1)p

1+ tp
dt6

∫ 1

0

t(N+1)pdt= 1
1+ (N +1)p

−−−−−→
N→+∞

0.
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On en déduit que
∑+∞

n=0

(−1)n

1+np
=

∫ 1

0

dt
1+ tp

, d’où

+∞∑

n=0

(−1)n

1+n
=

∫ 1

0

dt
1+ t

= [ln(1+ t)]10 = ln(2).

+∞∑

n=0

(−1)n

1+ 2n
=

∫ 1

0

dt

1+ t2
= [arctan(t)]10 =

π
4
.

+∞∑

n=0

(−1)n

1+ 3n
=

∫ 1

0

dt

1+ t3
=

∫ 1

0

dt

(1+ t)(t2− t+1)

= 1
3

∫ 1

0

dt
1+ t

− 1
6

∫ 1

0

2t− 1

t2 − t+1
dt+ 2

3

∫ 1

0

dt

1+
(
2t−1√

3

)2

= 1
3
ln(2)− 0+

√
3
3

(
arctan

( 1√
3

)
− arctan

( −1√
3

))

= 1
3
ln(2)+

π
√
3

9
.

b) D’après la règle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série
est égal à 1. D’autre part,

∀n ∈N
∗, 1

n(n+1)(2n+1)
= 1

n + 1
n+1

− 4
2n+1

.

Les séries entières
∑ x2n+2

n ,
∑ x2n+2

n+1
et

∑ x2n+2

2n+1
ont un rayon

de convergence égal à 1, et l’on a donc pour tout x ∈ ]−1 ; 1[ :

S(x)=
+∞∑

n=1

x2n+2

n(n+1)(2n+1)
=

+∞∑

n=1

x2n+2

n +
+∞∑

n=1

x2n+2

n+1
−4x

+∞∑

n=1

x2n+1

2n+1

=x2
+∞∑

n=1

(x2)n

n +

+∞∑

n=2

(x2)n

n −4x
(+∞∑

n=1

xn

n − 1
2

+∞∑

n=1

(x2)n

n −x
)

=−x2 ln(1−x2)− ln(1−x2)−x2−4x
(
− ln(1−x)+ 1

2
ln(1−x2)

)
+4x2

=−(x2+1)ln(1−x2)−2x ln
( 1+x
1−x

)
+3x2

=−(x+1)2 ln(1+x)−(1−x)2 ln(1−x)+3x2−−−−→
x→1−

−4ln(2)−0+3.

On conclut donc grâce au théorème radial d’Abel :
+∞∑

n=1

1
n(n+1)(2n+1)

= S(1) = lim
x→1−

S(x) = 3− 4 ln(2).
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c) Les séries
∑

an,
∑

bn et
∑

cn étant convergentes, les trois séries

entières
∑

anx
n,

∑
bnx

n et
∑

cnx
n ont des rayons de conver-

gence supérieurs ou égaux à 1.

D’après le théorème radial d’Abel, les fonctions

f : [0 ;1]→ R

x 7→
+∞∑

n=0

anx
n

, g : [0 ;1]→ R

x 7→
+∞∑

n=0

bnx
n

et h : [0 ;1]→ R

x 7→
+∞∑

n=0

cnx
n

sont donc continues, et les séries
∑

anx
n et

∑
bnx

n sont absolu-
ment convergentes pour tout x ∈ [0 ; 1[. Le produit de convolution
s’applique donc, et pour tout x ∈ [0 ; 1],

f(x)g(x) =
( +∞∑

n=0

anx
n
)
×

( +∞∑

n=0

bnx
n
)
=

+∞∑

n=0

cnx
n = h(x),

puis

h(1)= lim
x→1
x<1

h(x)= lim
x→1
x<1

f(x)g(x)=
(
lim
x→1
x<1

f(x)
)
×

(
lim
x→1
x<1

g(x)
)
=f(1)g(1),

ce qui est bien
+∞∑

n=0

cn =
( +∞∑

n=0

an

)
×

( +∞∑

n=0

bn

)
.
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Exercice (5). Application à l’algèbre.– Une démonstration
du théorème de Cayley-Hamilton. Soient A ∈Mn(C) et || · ||
une norme sous-multiplicative sur Mn(C), et soit R> ||A||.
1. Montrer que pour tout θ ∈R, la matrice ReiθIn−A est inversible

dans Mn(C), et que son inverse est

(Reiθ)−1
( +∞∑

k=0

(Reiθ)−kAk
)
.

2. En déduire que, pour tout k ∈ N∗,

1
2π

∫ 2π

0

(Reiθ)k(ReiθIn −A)−1dθ =Ak−1.

En déduire que pour tout polynôme P , on a

P (A) = 1
2π

∫ 2π

0

ReiθP (Reiθ)(ReiθIn −A)−1dθ.

3. On note χA le polynôme caractéristique de la matrice A, autre-
ment dit χA(X) = det(A−XIn). Montrer que

χA(A) =
(−1)n

2π

∫ 2π

0

Reiθ
t
com(ReiθIn −A)dθ,

et en déduire que χA(A) = 0.

◮Corrigé.–

1. On a ReiθIn−A=Reiθ
(
In−(Reiθ)−1A

)
, et ||(Reiθ)−1A||=||A||/R<1, si

bien que la matrice In − (Reiθ)−1A est inversible 1, et

(
In − (Reiθ)−1A

)−1
=

+∞∑

k=0

(Reiθ)−kAk.

La matrice ReiθIn −A est dès lors inversible, et
(
ReiθIn −A

)−1
= (Reiθ)−1

(
In − (Reiθ)−1A

)−1

= (Reiθ)−1
( +∞∑

k=0

(Reiθ)−kAk
)
.

1. C’est classique, mais il est bon de rappeler que l’on utilise ici l’hypothèse fournie
sur la norme, ainsi que le fait que l’espace des matrices est de Banach, de sorte que toute
série qui est y normalement convergente est convergente.
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2. D’après 1,

(Reiθ)k(ReiθIn−A)−1=(Reiθ)k−1
(+∞∑

r=0

(Reiθ)−rAr
)
=

+∞∑

r=0

(Reiθ)k−1−rAr.

Or, pour tout r ∈N, ||(Reiθ)k−1−rAr||=Rk−1(||A||/R)r, et la série géo-
métrique

∑
(||A||/R)r converge puisque ||A||/R < 1, si bien que la sé-

rie « trigonométrique matricielle »
∑

(Reiθ)k−1−rAr est normalement
convergente, d’où

1
2π

∫ 2π

0

(+∞∑

r=0

(Reiθ)k−1−rAr
)
dθ =

+∞∑

r=0

(
1
2π

∫ 2π

0

ei(k−1−r)θdθ
)
Rk−1−rAr

=Ak−1,

puisque
∫ 2π

0

ei(k−1−r)θdθ =

{
2π si r = k− 1

0 sinon.

Soit alors P =
∑m

k=0
akX

k un polynôme ; on a

1
2π

∫ 2π

0

ReiθP (Reiθ)(ReiθIn −A)−1dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

Reiθ
m∑

k=0

ak(Reiθ)k(ReiθIn −A)−1dθ

=

m∑

k=0

ak

(
1
2π

∫ 2π

0

(Reiθ)k+1(ReiθIn −A)−1dθ
)

=
m∑

k=0

akA
k, d’après 1,

= P (A).

3. D’après 2,
χA(A) =

1
2π

∫ 2π

0

ReiθχA(Reiθ)(ReiθIn −A)−1dθ,

et en posant M =ReiθIn −A, on a

det(M) = det(ReiθIn −A) = (−1)n det(A−ReiθIn) = (−1)nχA(Reiθ),

d’où

χA(Reiθ)(ReiθIn −A)−1 = (−1)n det(M)M−1 = (−1)n
t
com(M)

= (−1)n
t
com(ReiθIn −A),

et donc
χA(A) =

(−1)n

2π

∫ 2π

0

Reiθ
t
com(ReiθIn −A)dθ.
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Les coefficients de la matrice com(XIn −A) sont des polynômes en X ,
et les coefficients de la matrice eiθ

t
com(ReiθIn −A) sont dès lors des

combinaisons linéaires des fonctions θ 7→ eikθ (k ∈ N∗).

Comme pour tout k ∈ N∗,

∫ 2π

0

eikθdθ = 0, alors

χA(A) =
(−1)n

2π

∫ 2π

0

Reiθ
t
com(ReiθIn −A)dθ = 0.
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Exercice (6). Théorème taubérien fort. Soit (an) une suite de
nombres réels telles que an = O(1/n). On suppose que le rayon de
convergence R de la série entière

∑
anx

n est supérieur ou égal à 1

et que sa somme S vérifie limx→1− S(x) = 0. Soit l’ensemble A des
fonctions f : [0 ; 1]→ R telles que
(i) pour tout x ∈ [0 ; 1], la série

∑
anf(x

n) converge

(ii) lim
x→1−

∑+∞

n=0
anf(x

n) = 0.

1. a) Montrer que toute fonction polynomiale nulle en 0 appartient
à A.

b) Soit p une fonction polynomiale. Montrer que

(1− x)×
( +∞∑

n=0

xnp(xn)
)
−−−−→
x→1−

∫ 1

0

p(t)dt.

2. Soit la fonction

g : [0 ; 1]→ R

x 7→
{
0 si 06 x < 1

2

1 si 1
2 6 x6 1,

et soit ε > 0.

a) Déterminer deux fonctions polynomiales r1 et r2 telles que :




∀x ∈ [0 ; 1], x+ x(1− x)r1(x)6 g(x)6 x+ x(1− x)r2(x)

et
∫ 1

0

(
r2(x)− r1(x)

)
dx < 5ε.

.

b) En déduire que g ∈ A, puis que
∑+∞

n=0
an = 0.

3. Conclure que, si (bn) est une suite réelle vérifiant bn =O(1/n) et

si lim
x→1−

∑+∞

n=0
bnx

n = ℓ (avec ℓ ∈ R), alors la série
∑

bn

converge, et
∑+∞

n=0
bn = ℓ.

(Il s’agit du théorème taubérien fort de Hardy et Littlewood.)

4. Application. Soit la fonction

S : ]−1 ; 1[→ R

x 7→
+∞∑

n=1

einθ xn

n
.
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Justifier la bonne définition de S, et montrer que

∀x ∈ ]−1 ; 1[, S′(x) = eiθ

1− eiθx
.

En déduire que

S(x) =− 1
2
ln
(
x2 − 2x cos(θ)+ 1

)
+ i arctan

( x sin(θ)

1− x cos(θ)

)
,

puis que, pour tout θ ∈ R \ 2πZ,
+∞∑

n=1

cos(nθ)
n =− 1

2
ln
(
2− 2 cos(θ)

)

et
+∞∑

n=1

sin(nθ)
n = arctan

(
tan

( π− θ
2

))
.

◮Corrigé.–

1. a) Considérons pour commencer le cas où p(x) = xr(r∈N∗). Si x∈ [0 ; 1[,

alors xr ∈ [0 ; 1[ et comme R> 1, alors la série
∑

an(x
r)n converge,

et
S(xr) =

+∞∑

n=0

an(x
r)n =

+∞∑

n=0

an(x
n)r =

+∞∑

n=0

anp(x
n),

et de plus
∑+∞

n=0
anp(x

n) = S(xr)−−−−→
x→1−

0 par hypothèse.

Le monômeXr est donc élément deA, et par linéarité de S, pour tout
polynôme p : x 7→

∑n

r=1
brx

r (nul en 0), on a
∑+∞

n=0
anp(x

n)−−−−→
x→1−

0

et p ∈ A.
b) Pour tout x ∈ [0 ; 1[, en commençant là encore avec p(x) = xr, on a

(1−x)×
(+∞∑

n=0

xnp(xn)
)
=(1−x)

+∞∑

n=0

xnxrn=(1−x)

+∞∑

n=0

xn(1+r)

=(1−x) 1

1−x1+r
=

1−x

(1−x)(1+x+ · · ·+xr)

= 1
1+x+ · · ·+xr

−−−−→
x→1−

1
r+1

=

∫ 1

0

trdt=

∫ 1

0

p(t)dt.

Le résultat s’étend alors au cas d’un polynôme quelconque, par linéa-
rité.



§ Leçon 413 41

2. a) Soit la fonction h : [0 ; 1]→ R définie par

h(0) =−1, h(1) = 1 et ∀x ∈ ]0 ; 1[, h(x) =
g(x)− x

x(1− x)
.

On a alors h(x) =




−1/(1− x) si 06 x < 1/2

1/x si 1/26 x6 1.

On définit aussi, pour tout entier n > 3, les fonctions gn et hn sur
l’intervalle [0 ; 1] par

{
gn(x) = h(x), si x ∈ [0 ; 1/2]∪ [1/2+ 1/n ; 1],

gn est continue sur [0 ; 1] et affine sur [1/2 ; 1/2+ 1/n]

et {
hn(x) = h(x), si x ∈ [0 ; 1/2− 1/n]∪ [1/2 ; 1],

hn est continue sur [0 ; 1] et affine sur [1/2− 1/n ; 1/2].

On a alors ∀x ∈ [0 ; 1], gn(x)6 h(x)6 hn(x) et

06

∫ 1

0

(
hn(t)− gn(t)

)
dt=

∫ 1
2+

1
n

1
2−

1
n

(
hn(t)− gn(t)

)
dt6

∫ 1
2+

1
n

1
2−

1
n

4dt= 8
n
.

Soit maintenant N ∈N∗ tel que 8/N < ε : les fonctions gN et hN sont

continues sur [0 ; 1], gN 6 h6 hN et
∫ 1

0

(
hN (t)− gN(t)

)
dt < ε.

Par ailleurs, d’après le théorème d’approximation de Weierstrass, il
existe deux fonctions polynômes S1 et S2 telles que pour tout x∈[0;1],
on ait

∣∣S1(x)− gN (x)
∣∣ < ε et

∣∣S2(x)− hN (x)
∣∣ < ε.

Soient alors r1 = S1 − ε et r2 = S2 + ε ; on a pour tout x ∈ [0 ; 1] :

r1(x)< gN (x)6 h(x) 6 hN(x) 6 r2(x), 06 gN (x)− r1(x)< 2ε

et 06 r2(x)− hN (x)< 2ε.

Ainsi,
∫ 1

0

(
r2(x)− r1(x)

)
dx6

∫ 1

0

(
4ε+ hN(x)− gN (x)

)
dx < 5ε.

b) Soit x ∈ [0 ; 1[, et soit N ∈ N∗ tel que 0 6 xN < 1/2 : alors, pour

tout k >N, on a 06 xk < 1/2, donc g(xk) = 0, et la série
∑

akg(x
k)

converge (et
∑+∞

n=0
ang(x

n) =
∑N−1

n=0
ang(x

n)).

De plus, an =O(1/n), donc il existe M > 0 tel que |an|6M/n pour
tout n ∈ N∗. Soient alors les fonctions polynomiales p1 et p2 définies
sur le segment [0 ; 1] par pi(x) = x+ x(1− x)ri(x) (i ∈ {1 ; 2}).
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On a dès lors, pour tout x ∈ [0 ; 1[,

∣∣∣
+∞∑

n=0

ang(x
n)−

+∞∑

n=0

anp1(x
n)
∣∣∣6

+∞∑

n=0

|an|
(
p2(x

n)− p1(x
n)
)

6M

+∞∑

n=1

xn(1− xn)
n

(
r2(x

n)− r1(x
n)
)
.

Or, pour tout x ∈ [0 ; 1[,

1−xn=(1−x)(1+x+ · · ·+xn−1)6n(1−x), donc 1−xn

n 61−x,

et
∣∣∣
+∞∑

n=0

ang(x
n)−

+∞∑

n=0

anp1(x
n)
∣∣∣6M(1− x)

+∞∑

n=1

xn
(
r2(x

n)− r1(x
n)
)
.

Or, d’après 1.b),

(1− x)

+∞∑

n=1

xn
(
r2(x

n)− r1(x
n)
)
−−−−→
x→1−

∫ 1

0

(
r2(t)− r1(t)

)
dt < 5ε.

Comme d’après 1.a),
∑+∞

n=0
anp1(x

n)−−−−→
x→1−

0, alors il existe η > 0 tel

que si x∈]1−η ; 1[, alors





∣∣∣
∑+∞

n=0
anp1(x

n)
∣∣∣<ε

et (1−x)
∑+∞

n=1
xn

(
r2(x

n)−r1(x
n)
)
<6ε,

si bien que, pour tout x ∈]1− η ; 1[,

∣∣∣
+∞∑

n=0

ang(x
n)
∣∣∣6

∣∣∣
+∞∑

n=0

anp1(x
n)
∣∣∣+

∣∣∣
+∞∑

n=0

ang(x
n)−

+∞∑

n=0

anp1(x
n)
∣∣∣

6 ε+M×6ε= (6M +1)ε.

Cela est vrai pour tout ε> 0, donc
∑+∞

n=0
ang(x

n)−−−→
x→1−

0, et g∈A.
Enfin, pour tout x ∈]0 ; 1[,

− ln(2)/ln(x)∑

n=0

an =

+∞∑

n=0

ang(x
n)−−−−→

x→1−
0, car g ∈A,

donc la série
∑

an converge, et
∑+∞

n=0
an = 0.

3. En posant a0 = b0 − ℓ et pour tout n ∈ N∗, an = bn, on a an =O(1/n),
et la série entière

∑
anz

n est de rayon de convergence R > 1, et pour

tout x ∈ ]0 ; 1[, on a
∑+∞

n=0
anx

n =
∑+∞

n=0
bnx

n− ℓ−−−−→
x→1−

0, si bien que,
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d’après 2.b),
+∞∑

n=0

an=0 et
+∞∑

n=0

bn=

+∞∑

n=0

an+ℓ=ℓ.

4. Application. D’après la règle de d’Alembert, le rayon de convergence

de la série entière
∑

(einθ/n)zn est égal à 1, donc S est bien définie et

de classe C∞, et donc pour tout x ∈ ]−1 ; 1[,

S′(x) =
+∞∑

n=1

einθxn = eiθ
+∞∑

n=1

(eiθx)n = eiθ

1− eiθx

=
eiθ(1− e−iθx)

|1− eiθx|2
=

eiθ − x

x2 − 2x cos(θ)+ 1

=
cos(θ)− x

x2 − 2x cos(θ)+ 1
+ i×

sin(θ)

x2 − 2x cos(θ)+ 1
,

d’où, pour tout x ∈ ]−1 ; 1[,

S(x) = S(0)− 1
2
ln
(
x2 − 2x cos(θ)+ 1

)

+ i

∫ x

0

1

1+
( t sin(θ)

1− t cos(θ)

)2
×

sin(θ)
(
1− t cos(θ)

)2 dt

= 0− 1
2
ln
(
x2 − 2x cos(θ)+ 1

)
+ i× arctan

( x sin(θ)

1− x cos(θ)

)
.

Ainsi, pour tout θ ∈ R \ 2πZ,
+∞∑

n=1

cos(nθ)
n xn =Re

(
S(x)

)
−−−−→
x→1−

− 1
2
ln
(
2− 2 cos(θ)

)

et
+∞∑

n=1

sin(nθ)
n xn = Im

(
S(x)

)
−−−−→
x→1−

arctan
( sin(θ)

1− cos(θ)

)
,

et l’on a donc, d’après le théorème taubérien fort, pour θ ∈ R \ 2πZ,
+∞∑

n=1

cos(nθ)
n =− 1

2
ln
(
2− 2 cos(θ)

)

et
+∞∑

n=1

sin(nθ)
n = arctan

( sin(θ)

1− cos(θ)

)
= arctan

( 2 sin
(
θ
2

)
cos

(
θ
2

)

2 sin2
(
θ
2

)
)

= arctan
(
cotan

( θ
2

))
= arctan

(
tan

( π− θ
2

))
.
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Commentaires sur les exercices de cette leçon

Exercice 1.– Un exercice très classique de résolution d’une équation dif-
férentielle du second ordre.

Exercice 2.– Un autre exercice classique dans lequel on passe par un dé-
veloppement en série entière pour calculer une intégrale connue de Poisson.

Exercice 3.– On commence dans cet exercice, par calculer le nombre de
dérangements via l’utilisation de séries entières et d’un produit de Cauchy
de telles séries.
La deuxième partie de l’exercice permet d’obtenir le développement en
série entière d’une fraction rationnelle ; on y utilise à nouveau un produit
de Cauchy afin d’établir un résultat plus précis.

Exercice 4.– On démontre dans cet exercice, le très utile théorème radial
d’Abel, avant d’en donner trois applications.
Cette preuve aurait aussi pu être illustrée avec l’application donnée dans
l’exercice 6, du théorème taubérien fort.

Exercice 5.– Un exercice original dans lequel on utilise des développe-
ments en série entière pour démontrer le théorème de Cayley-Hamilton.

Exercice 6 : Un exercice difficile et très technique, qui aurait également
pu figurer dans la leçon 409 (utilisation des polynômes en analyse). Comme
souvent, l’énoncé se conclut par une application du résultat général démon-
tré précédemment.



Chapitre III

Exemples de séries de
Fourier et de leurs
applications

Exercice (1). Utilisation d’une série de Fourier
1. Montrer que, pour tout x ∈ [0 ;π],

x(π− x) = π2

6
−

+∞∑

n=1

cos(2nx)

n2
= 8

π

+∞∑

n=0

sin
(
(2n+1)x

)

(2n+1)3
.

2. En déduire que
∑+∞

n=1
1/n4 = π4/90 et

∑+∞

n=1
1/n6 = π6/945.

◮Corrigé.–
1. ⊲ Soit f la fonction paire, π-périodique, définie pour tout x de [0 ;π]

par f(x) = x(π− x).

0 π 2π−π

La fonction f est continue et de classe C1 par morceaux sur R, donc sa
série de Fourier converge (normalement) vers elle.
Comme f est paire, alors bn(f) = 0 pour tout n ∈N∗ ; ensuite,

a0(f) =
2
π

∫ π

0

f(t)dt= 2
π

∫ π

0

(πt− t2)dt= 2
π

[
π t2

2
− t3

3

]π
0

– 45 –
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= 2
π

( π3

2
− π3

3

)
= π2

3
.

Puis, pour tout n ∈ N∗,

an(f)=
2
π

∫ π

0

f(t)cos(2nt)dt= 2
π

∫ π

0

(πt− t2)cos(2nt)dt

= 2
π

([
(πt− t2)

sin(2nt)

2n

]π
0︸ ︷︷ ︸

=0

− 1
2n

∫ π

0

(π−2t)sin(2nt)dt
)

(I.P.P.)

=− 1
πn

∫ π

0

(π−2t)sin(2nt)dt

=− 1
πn

([
−(π−2t)

cos(2nt)

2n

]π
0
− 1
n

∫ π

0

cos(2nt)dt

︸ ︷︷ ︸
=1−1=0

)
(I.P.P. encore)

=
−1

2πn2
(π+π)=− 1

n2
.

La série de Fourier obtenue pour f donne donc, pour tout x de [0 ;π],

x(π− x) = π2

6
−

+∞∑

n=1

cos(2nx)

n2
.

⊲ Soit maintenant g la fonction impaire, 2π-périodique, définie pour
tout x de [0 ;π], par g(x) = x(π− x).

0 π 2π−π

La fonction g est de classe C1 sur R, donc sa série de Fourier converge
(normalement) vers elle-même. Comme g est impaire, alors pour tout n
dans N, an(g)= 0. Pour tout n∈N∗,

bn(g)=
2
π

∫ π

0

g(t)sin(nt)dt= 2
π

∫ π

0

(πt− t2)sin(nt)dt

= 2
π

([
−(πt− t2)

cos(nt)
n

]π
0︸ ︷︷ ︸

=0

+ 1
n

∫ π

0

(π−2t)cos(nt)dt
)

(I.P.P.)

= 2
πn

∫ π

0

(π−2t)cos(nt)dt

= 2
πn

([
(π−2t)

sin(nt)
n

]π
0︸ ︷︷ ︸

=0

+ 2
n

∫ π

0

sin(nt)dt
)

(I.P.P.)
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= 4

πn2

[−cos(nt)
n

]π
0
= 4

πn3

(
−(−1)n+1

)
=






0 si n est pair

8

πn3
si n est impair.

La série de Fourier obtenue pour g donne donc :

∀x ∈ [0 ; π], x(π− x) = 8
π

+∞∑

n=0

sin
(
(2n+1)x

)

(2n+1)3
.

2. La fonction f est π-périodique et continue par morceaux sur R, et l’on a
donc d’après la formule de Parseval,

1
2

( π2

3

)2
+

+∞∑

n=1

( 1

n2

)2
= 2

π

∫ π

0

(
f(t)

)2
dt= 2

π

∫ π

0

(π2t2−2πt3+ t4)dt,

soit

π4

18
+

+∞∑

n=1

1

n4
= 2

π

( π5

3
− π5

2
+ π5

5

)
= 2π4 10− 15+ 6

30
= π4

15
.

Ainsi,

ζ(4) =

+∞∑

n=1

1

n4
=

( 1
15

− 1
18

)
π4 =

6− 5
90

π4 = π4

90
.

De même, la fonction g est 2π-périodique et continue par morceaux
sur R, si bien que

( 8
π

)2 +∞∑

n=0

( 1

(2n+1)3

)2
= 1

π

∫ π

−π

(
g(t)

)2
dt= 2

π

∫ π

0

(
f(t)

)2
dt= π4

15
.

Dès lors,
+∞∑

n=0

1

(2n+1)6
= π6

15×64
= π6

960
, puis

ζ(6) =

+∞∑

n=0

1

(2n+1)6
+

+∞∑

n=1

1

(2n)6
= π6

960
+ 1

64
ζ(6).

Et donc,
ζ(6) = 64

63
×

π6

960
= π6

945
.
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Exercice (2). Inégalité de Wirtinger
Soit T > 0, et soit f : R→ R une fonction T -périodique, continue

et de classe C1 par morceaux, vérifiant
∫ T

0

f(t)dt= 0.
1. Montrer que l’on a alors

∫ T

0

(
f(t)

)2
dt6 T 2

4π2

∫ T

0

(
f ′(t)

)2
dt,

2. Montrer que l’on a égalité si, et seulement si, il existe deux réels λ
et µ tels que

f(t) = λ cos
( 2π
T

t
)
+µ sin

( 2π
T

t
)
.

◮Corrigé.–
1. Les fonctions f et f ′ sont continues par morceaux, donc d’après la for-

mule de Parseval :

1
T

∫ T

0

(
f(t)

)2
dt=

(
a0(f)

)2

4
+ 1

2

+∞∑

n=1

((
an(f)

)2
+
(
bn(f)

)2)

et 1
T

∫ T

0

(
f ′(t)

)2
dt=

(
a0(f

′)
)2

4
+ 1

2

+∞∑

n=1

((
an(f

′)
)2

+
(
bn(f

′)
)2)

Or, a0(f)= 1
T

∫ T

0

f(t)dt=0 par hypothèse,

et a0(f ′)= 1
T

∫ T

0

f ′(t)dt= 1
T

(
f(T )−f(0)

)
=0, car f est T -périodique.

Par ailleurs, pour tout n ∈N∗,

an(f)=
2
T

∫ T

0

f(t)cos
( 2πn

T
t
)
dt (on réalise une I.P.P.)

= 2
T

([
f(t)× T

2πn
×sin

( 2πn
T

t
)]T

0︸ ︷︷ ︸
=0

− T
2πn

∫ T

0

f ′(t)sin
( 2πn

T
t
)
dt
)

=− T
2πn

bn(f
′)

Par suite,
(
an(f)

)2
= T 2

4π2n2

(
bn(f

′)
)2, et

bn(f)=
2
T

∫ T

0

f(t)sin
( 2πn

T
t
)
dt (on réalise encore une I.P.P.)
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= 2
T

([
f(t)×

−T
2πn

×cos
( 2πn

T
t
)]T

0
+ T

2πn

∫ T

0

f ′(t)cos
( 2πn

T
t
)
dt
)

= 2
T

(( −T
2πn

)(
f(T )−f(0)︸ ︷︷ ︸

=0

)
+ T

2πn
an(f

′)
)
= T

2πn
an(f

′),

de sorte que
(
bn(f)

)2
= T 2

4π2n2

(
an(f

′)
)2. Dès lors,

1
T

∫ T

0

(
f(t)

)2
dt= 1

2

+∞∑

n=1

((
an(f)

)2
+
(
bn(f)

)2)

= T 2

4π2
×

1
2

×

+∞∑

n=1

1

n2

((
an(f

′)
)2

+
(
bn(f

′)
)2)

6
T 2

4π2
×

1
2

×

+∞∑

n=1

((
an(f

′)
)2

+
(
bn(f

′)
)2)

= T 2

4π2
×

1
T

∫ T

0

(
f ′(t)

)2
dt.

D’où,
∫ T

0

(
f(t)

)2
dt6 T 2

4π2

∫ T

0

(
f ′(t)

)2
dt.

2. L’égalité a lieu si, et seulement si (voir le calcul ci-dessus),
+∞∑

n=1

1

n2

((
an(f

′)
)2

+
(
bn(f

′)
)2)

=

+∞∑

n=1

((
an(f

′)
)2

+
(
bn(f

′)
)2)

⇔
+∞∑

n=1

(
1− 1

n2

)((
an(f

′)
)2

+
(
bn(f

′)
)2)

= 0.

Donc, pour tout n> 2,
(
an(f

′)
)2

+
(
bn(f

′)
)2

=0 ⇔ an(f
′) = bn(f

′) = 0.

Ainsi, pour tout n> 2,

{
an(f) =

(
−T/(2πn)

)
bn(f

′) = 0

et bn(f) =
(
T/(2πn)

)
an(f

′) = 0,

et comme f est continue et de classe C1 par morceaux, alors d’après le
théorème de Dirichlet, pour tout t ∈ R,

f(t) =
a0(f)

2︸ ︷︷ ︸
=0

+

+∞∑

n=1

an(f) cos
( 2πn

T
t
)
+ bn(f) sin

( 2πn
T

t
)

= a1(f) cos
( 2π
T

t
)
+ b1(f) sin

( 2π
T

t
)
,

ce qui est bien la forme voulue. Pour terminer, on vérifie que si f a cette
forme, alors on a égalité dans l’inégalité de Wirtinger.
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Exercice (3). Phénomène de Gibbs
Soit f : R→ R la fonction 2π-périodique qui coïncide avec la fonc-
tion identité sur l’intervalle [0 ; 2π[.
1. Déterminer les coefficients de Fourier de f .

2. Pour n ∈N∗, on note Sn la somme partielle de rang n de la série
de Fourier de f .

a) Montrer que la somme Sn possède, comme fonction de la va-
riable x ∈ [0 ; 2π[, 2n points critiques qui sont des extrema
locaux si n est impair, et 2n− 1 points critiques dont 2n− 2
sont des extrema locaux si n est pair.
Montrer aussi que le premier extrémum local de Sn est un
minimum local, atteint en le point π/(n+1).

b) Montrer que Sn

( π
n+1

)
−−−−→
n→+∞

π− 2

∫ π

0

sin(t)

t
dt.

c) Interpréter ce dernier résultat, sachant que 2
∫ π

0

sin(t)

t
dt≈3,7.

◮Corrigé.–
1. On a : a0(f) =

∫ 2π

0

f(t)dt= 1
π

∫ 2π

0

tdt= 2π et, pour tout n ∈ N∗,

an(f)+ ibn(f) =
1
π

∫ 2π

0

f(t)eintdt= 1
π

∫ 2π

0

teintdt

= 1
π

([
t× eint

in

]2π
0

− 1
i×n

∫ 2π

0

eintdt
)

= 1
π ×

2π
i×n

− 0 =− 2i
n
,

donc an(f) = 0 et bn(f) =−2/n.

2. a) D’après 1), on a Sn(x) = π− 2
∑n

k=1

sin(kx)

k
, pour tout n ∈ N∗ et

tout x ∈ R, et donc

S′
n(x) =−2

n∑

k=1

cos(kx) =−2Re
( n∑

k=1

eikx
)

=−2Re
(
eix×

1− einx

1− eix

)
, pour tout x ∈]0 ; 2π[,

=−2Re
(
eix× ei

nx
2

ei
x
2

×

sin
(
nx
2

)

sin
(
x
2

)
)
=

−2 cos
( (n+1)x

2

)
× sin

(
nx
2

)

sin
(
x
2

) .
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Ainsi,
{
S′
n(x)=0

et x∈ [0 ;2π[
⇔

{
sin

(
nx
2

)
=0 ou cos

( (n+1)x
2

)
=0

et x∈]0 ;2π[,

⇔
{

x= 2kπ
n (noté xk) où k∈{1,2, . . . ,n−1}

ou x= π
n+1 +

2kπ
n+1 (noté yk) où k∈{0,1, . . . ,n}.

Pour tout n∈N∗, la fonction gn : x 7→ sin(nx/2) s’annule au point xk,
avec g′n(xk) = (n/2) cos(kπ) = (−1)kn/2 : ainsi, g′k garde un signe
constant au voisinage de xk, donc la fonction gk s’annule en changeant
de signe en xk.
Comme par ailleurs les fonctions x 7→cos

(
(n+1)x/2

)
et x 7→sin(nx/2)

sont de signe constant au voisinage du point xk, on en déduit que S′
n

s’annule en changeant de signe en xk, ce qui prouve que Sn admet
un extremum local en ce point, et ce pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n}.
On prouve de la même façon que Sn admet un extremum local en
chacun des points yk, pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}.
Enfin, S′

n(0) = −2n < 0, S′
n(π/(n+1)) = 0 et S′

n est continue et ne
s’annule pas sur

]
0 ;π/(n+1)

[
: on en déduit que Sn est décroissante

sur [0 ;π/(n+1)], et l’extremum local de Sn au point y0 = π/(n+1)

est donc un minimum local.

b) D’après a), pour tout t ∈ R \ 2πZ,

S′
n(t) =

−2 cos
( (n+1)t

2

)
× sin

(
nt
2

)

sin
(
t
2

) ,

et en utilisant la formule sin(a)− sin(b) = 2 sin
(
a−b
2

)
cos

(
a+b
2

)
, on

obtient, pour tout t ∈ R \ 2πZ,

S′
n(t) =

sin
(
t
2

)
− sin

(
(n+ 1

2 )t
)

sin
(
t
2

) = 1−
sin

(
(n+ 1

2 )t
)

sin
(
t
2

) .

De plus, Sn(0) = π et S′
n est continue sur R, donc pour tout x ∈R,

Sn(x) = Sn(0)+

∫ x

0

S′
n(t)dt,

de sorte que

Sn

(
π

n+1

)
= π+

∫ π
n+1

0

S′
n(t)dt= π+

∫ π
n+1

0

(
1−

sin
(
(n+ 1

2 )t
)

sin
(
t
2

)
)
dt

= π+ π
n+1

− In, avec In =

∫ π
n+1

0

sin
(
(n+ 1

2 )t
)

sin
(
t
2

) dt.
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Le changement de variable u= (n+ 1
2 )t donne

In =

∫ n+1/2
n+1 π

0

sin(u)

(n+ 1
2 ) sin

(
u

2n+1

) du.

On définit alors la fonction

ϕn : ]0 ;π]→ R

u 7→





sin(u)

(n+ 1
2 ) sin

(
u

2n+1

) si u ∈
]
0 ; n+1/2

n+1 π
]

0 si u ∈
]n+1/2

n+1 π ;π
[
.

.

Pour tout n ∈N, la fonction ϕn est continue par morceaux, et l’on a
pour tout u ∈]0 ;π[,

ϕn(u)−−−−−→
n→+∞

2
sin(u)
u puisque sin

(
u

2n+1

)
∼

n→+∞
u

2n+1
.

Par ailleurs, la fonction sinus est continue sur le segment
[
0 ;π/2

]
,

avec l’inégalité sin(x) > (2/π)x, valable sur ce même segment. En
particulier, pour tout n ∈ N∗ et tout u ∈]0 ;π[,

sin
( u
2n+1

)
>

2
π ×

u
2n+1

>0, donc 06ϕn(u)6π×

sin(u)
u =:ϕ(u).

Comme la fonction ϕ est prolongeable par continuité sur [0 ;π], elle
est donc intégrable sur cet intervalle, et d’après le théorème de conver-
gence dominée :

In−−−−→
n→+∞

∫ π

0

2
sin(u)

u du, donc Sn

( π
n+1

)
−−−−→
n→+∞

π−
∫ π

0

2
sin(u)
u du.

c) La fonction f est de classe C1 par morceaux, donc d’après le théorème
de Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement, et

Sn(0)−−−−−→
n→+∞

1
2

(
f(0+)+ f(0−)

)
=

0+2π
2

= π.

Si la série de Fourier de f convergeait uniformément, on aurait alors,
d’après le théorème de la double limite,

lim
n→+∞

Sn

( π
n+1

)
= lim

n→+∞
Sn(0) = π.

Or, d’après b), π−Sn

(
π

n+1

)
−−−−−→
n→+∞

∫ π

0

2
sin(x)
x dx≈ 3, 7.

Le nombre
∫ π

0

2
sin(x)
x dx peut donc être interprété comme « l’écart

à la convergence uniforme » : c’est le phénomène de Gibbs.
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Exercice (4). Soit l’équation différentielle

(E) : y′′ + y = | sin(x)|.
1. Montrer que pour tout x ∈ R,

| sin(x)|= 2
π − 4

π

+∞∑

n=1

cos(2nx)

4n2 − 1
.

2. Résoudre l’équation (E).

◮Corrigé.–
1. La fonction paire x 7→ | sin(x)| est π-périodique, continue et C1 par mor-

ceaux, donc sa série de Fourier converge (normalement) vers elle. On a

a0(f) =
2
π

∫ π

0

sin(t)dt= 2
π [− cos(t)]π0 = 4

π
.

Pour tout n ∈ N∗, bn(f) = 0 et

an(f) =
2
π

∫ π

0

sin(t)× cos(2nt)dt

= 1
π

∫ π

0

(
sin

(
(2n+1)t

)
− sin

(
(2n− 1)t

))
dt

= 1
π

[ − cos
(
(2n+1)t

)

2n+1
+

cos
(
(2n− 1)t

)

2n− 1

]π
0

= 1
π

( 2
2n+1

− 2
2n− 1

)
=

−4
π ×

1

4n2− 1
.

Ainsi, pour tout x ∈R :

| sin(x)|= 2
π − 4

π

+∞∑

n=1

cos(2nx)

4n2 − 1
.

2. L’équation différentielle (E) devient

y′′(x)+ y(x) = 2
π − 4

π

+∞∑

n=1

cos(2nx)

4n2− 1
.

Cherchons une solution particulière de l’équation z′′(x)+z(x)= cos(2nx)
sous la forme zp(x) =An× cos(2nx). On a alors

∀x ∈ R, z′′p (x) =−An×4n2 cos(2nx)

puis
cos(2nx) = z′′p (x)+ zp(x) =An(1− 4n2) cos(2nx),

d’où
An = 1

1− 4n2
.
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Montrons alors que la fonction

yp : x 7→ 2
π + 4

π

+∞∑

n=1

cos(2nx)

(4n2 − 1)2

est une solution particulière de (E).

La série
∑ cos(2nx)

(4n2 − 1)2
a pour série dérivée

∑ −2n

(4n2 − 1)2
× sin(2nx),

et pour série dérivée seconde
∑ −4n2

(4n2 − 1)2
× cos(2nx), qui convergent

toutes trois normalement sur R, car pour α ∈ {0, 1, 2},
nα

(4n2− 1)2
∼

n→+∞
1
16

×
1

n4−α
,

terme général d’une série numérique manifestement convergente : la fonc-
tion yp est ainsi de classe C2 sur R. Pour tout réel x,

y′′p (x) =− 4
π

+∞∑

n=1

4n2

(4n2 − 1)2
× cos(2nx),

puis

y′′p (x)+ yp(x) =
2
π − 4

π

+∞∑

n=1

cos(2nx)

4n2 − 1
= | sin(x)|.

Par ailleurs, l’espace des solutions sur R de l’équation différentielle ho-
mogène y′′ + y = 0 est l’espace

{
x 7→ λ cos(x) + µ sin(x) ; λ, µ ∈ R

}
.

Ainsi, les solutions de (E) sont les fonctions

x 7→ λ · cos(x)+µ · sin(x)+ 2
π + 4

π

+∞∑

n=1

cos(2nx)

(4n2 − 1)2
,

lesquelles forment donc un espace affine de dimension 2.
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Exercice (5). Une caractérisation de la fonction sinus
Soit f : R → R une fonction 2π-périodique et de classe C∞ ; on
suppose que f(0) = 0 et f ′(0) = 1, et que pour tout x ∈ R et pour
tout n ∈ N, on a |f (n)(x)| 6 1.
1. Montrer que, pour tout p ∈ Z \ {0} et pour tout k ∈ N∗,

cp(f) =
1

(i×p)k
cp(f

(k),

où cp(f) est le p-ième coefficient de Fourier complexe de f .
En déduire que si |p|> 2, alors cp(f) = 0.

2. a) Montrer alors que, pour tout x ∈ R,

f(x) =
a0(f)

2
+ a1(f) cos(x)+ b1(f) sin(x).

b) Montrer que b1(f) = 1 et a1(f) = 0.
c) Conclure.

◮Corrigé.–

1. Pour p ∈ Z \ {0},

cp(f) =
1
2π

∫ 2π

0

f(t)e−iptdt

I.P.P.
= 1

2π

([ −1
i×p

e−iptf(t)
]2π
0

+ 1
i×p

∫ 2π

0

f ′(t)e−iptdt
)

= 1
2π

×
−1
i×p

(
f(2π)− f(0)︸ ︷︷ ︸

0

)
+ 1

i×p
×

1
2π

∫ 2π

0

f ′(t)e−iptdt

= 1
i×p

cp(f
′).

De proche en proche, on obtient

∀k ∈ N
∗, cp(f) =

1

(i×p)k
×cp(f

(k)),

donc pour tout p tel que |p|> 2 :

|cp(f)|6 1

|p|k
×|cp(f (k))|= 1

|p|k×2π

∣∣∣
∫ 2π

0

f (k)(t)e−iptdt
∣∣∣

6
1

|p|k×2π

∫ 2π

0

|f (k)(t)|dt6 1

|p|k×2π

∫ 2π

0

dt= 1

|p|k
,

et comme 1/|p|k −−−−−→
k→+∞

0, alors |cp(f)|= 0.
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2. a) La fonction f est 2π-périodique et de classe C∞, donc d’après le
théorème de Dirichlet, pour tout x ∈ R,

f(x) =
a0(f)

2
+

+∞∑

k=1

(
ak(f) cos(kx)+ bk(f) sin(kx)

)
,

et l’on a pour tout k ∈ N∗,

ak(f) =
1
π

∫ 2π

0

f(t) cos(kt)dt

= 1
2π

∫ 2π

0

f(t)(eikt + e−ikt)dt= c−k(f)+ ck(f)

et

bk(f) =
1
π

∫ 2π

0

f(t) sin(kt)dt

= 1
2iπ

∫ 2π

0

f(t)(eikt − e−ikt)dt= i
(
ck(f)− c−k(f)

)
.

D’où, pour k > 2, ak(f) = bk(f) = 0, et donc

f(x) =
a0(f)

2
+ a1(f) cos(x)+ b1(f) sin(x).

b) Pour tout x ∈ R, on a f ′(x) =−a1(f) sin(x)+ b1(f) cos(x),
d’où 1 = f ′(0) = b1(f), et donc

f ′(x)=−a1(f)sin(x)+cos(x)

=

√
1+

(
a1(f)

)2
×

( −a1(f)√
1+

(
a1(f)

)2
sin(x)+ 1√

1+
(
a1(f)

)2
cos(x)

)
.

En posant θ = arccos
(
−a1(f)/

√
1+

(
a1(f)

)2)
, on a

f ′(x) =
√
1+

(
a1(f)

)2(
cos(θ) sin(x)+ sin(θ) cos(x)

)
,

=

√
1+

(
a1(f)

)2
sin(x+ θ),

et
√
1+

(
a1(f)

)2
= f ′(π/2− θ)6 1, donc a1(f) = 0.

Ainsi, ∀x ∈ R, f(x) = a0(f)/2+ sin(x), d’où a0(f)/2 = f(0)− sin(0),
et donc a0(f) = 0. Finalement,

∀x ∈ R, f(x) = sin(x).
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Exercice (6). Intégrale de Fresnel (via les séries de Fourier)

1. Montrer que les intégrales
∫ +∞

0

eit√
t
dt et

∫ +∞

−∞
e2iπt

2

dt sont
convergentes.

2. Soit f : R→C la fonction 1-périodique définie par f(x) = e2iπx
2

sur l’intervalle [0 ; 1[ .

a) Montrer que, pour tout p ∈ Z, c2p(f) =

∫ p

p−1

e2iπt
2

dt, et en dé-

duire que
∫ +∞

−∞
e2iπt

2

dt=

+∞∑

p=−∞
c2p(f).

b) Établir alors que
∫ +∞

−∞
e2iπt

2

dt= 1
2

(
f(0)+ f(1/2)

)
, puis que

∫ +∞

0

cos(t2)dt=

∫ +∞

0

sin(t2)dt=

√
2π
4

.

◮Corrigé.–

1. La fonction t 7→ eit/
√
t est continue sur ]0 ; +∞[, et eit/

√
t ∼
t→0

1/
√
t ;

comme la fonction t 7→ 1/
√
t est intégrable sur l’intervalle ]0 ; 1], alors

l’intégrale
∫ 1

0

eit√
t
dt converge. De plus, pour tout A> 1,

∫ A

1

eit√
t
dt=

[ eit

i
√
t

]A
1
+ 1

2i

∫ A

1

eit

t3/2
dt (I.P.P.)

= eiA

i
√
A

− ei

i
+ 1

2i

∫ A

1

eit

t3/2
dt−−−−→

A→+∞
−ei

i
+ 1

2i

∫ +∞

1

eit

t3/2
dt.

La dernière intégrale est bien convergente, puisque pour tout t > 1,
on a |eit/t3/2| 6 1/t3/2, où la fonction t 7→ 1/t3/2 est intégrable sur

l’intervalle [1 ; +∞[. On en déduit dès lors que l’intégrale
∫ +∞

1

eit√
t
dt

converge, et qu’il en est donc de même
∫ +∞

0

eit√
t
dt. Le changement de

variable t=
√
u/(2π) donne par ailleurs
∫ +∞

0

e2iπt
2

dt= 1

2
√
2π

∫ +∞

0

eiu√
u
du,

et comme t 7→ e2iπt
2

est paire, alors
∫ +∞

−∞
e2iπt

2

dt= 2

∫ +∞

0

e2iπt
2

dt est
convergente.



58 III. Séries de Fourier et leurs applications

2. a) Pour tout p ∈ Z,

c2p(f) =

∫ 1

0

f(t)e−4iπptdt=

∫ 1

0

e2iπ(t
2−2pt)dt

=

∫ 1

0

e2iπ
(
(t−p)2−p2

)
dt= e−2iπp2

︸ ︷︷ ︸
=1

∫ 1

0

e2iπ(t−p)2dt

=

∫ 1

0

e2iπ(t−p)2dt=

∫ p+1

p−1

e2iπu
2

du, avec u= p− t.

Enfin, l’intégrale
∫ +∞

−∞
e2iπu

2

du converge, donc
∫ +∞

−∞
e2iπu

2

du= lim
N→+∞
M→+∞

∫ N

−M

e2iπu
2

du= lim
N→+∞
M→+∞

N∑

p=−M+1

∫ p

p−1

e2iπu
2

du,

donc la série
∑∫ p

p−1

e2iπu
2

du converge, et :
+∞∑

p=−∞

∫ p

p−1

e2iπu
2

du=

∫ +∞

−∞
e2iπu

2

du ⇔
+∞∑

p=−∞
c2p(f) =

∫ +∞

−∞
e2iπu

2

du.

b) Il est facile de voir que f est continue et de classe C1 par morceaux, et
comme elle est 1-périodique, alors d’après le théorème de Dirichlet,

on a pour tout x ∈ R : f(x) =
∑+∞

p=−∞
cp(f)e

2iπpx, d’où

1=f(0)=

+∞∑

p=−∞
cp(f), et i=f

(1
2

)
=

+∞∑

p=−∞
cp(f)e

ipπ=

+∞∑

p=−∞
(−1)pcp(f),

et ainsi

1+ i
2

=
f(0)+ f(1/2)

2
=

+∞∑

p=−∞
cp(f)×

(
1+ (−1)p

)
=

+∞∑

p=−∞
c2p(f)

=

∫ +∞

−∞
e2iπu

2

du= 2

∫ +∞

0

e2iπu
2

du

= 2
(∫ +∞

0

cos(2πu2)du+ i

∫ +∞

0

sin(2πu2)du
)
,

de sorte que
∫ +∞

0

cos(2πu2)du=

∫ +∞

0

sin(2πu2)du= 1/4. Le change-

ment de variable t=
√
2πu donne finalement :

∫ +∞

0

cos(t2)dt =

∫ +∞

0

sin(t2)dt=

√
2π
4

.
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Exercice (7). Équation de la chaleur. La température d’une
barre métallique de longueur π, maintenue à ses extrémités à la
température 0 est une fonction g : [0 ;π]×R+ →R, continue et vé-
rifiant les conditions suivantes.

(a). Pour tout x ∈ [0 ;π] : g(x, 0) = f(x), où f : [0 ;π]→ R est une
fonction de classe C1 telle que f(0) = f(π) = 0.

(b). Pour tout t ∈R+, g(0, t) = g(π, t) = 0.

(c). Les fonctions
∂g

∂x
,

∂2g

∂x2
et

∂g

∂t
existent et sont continues sur

le produit [0 ;π]× R∗
+, telles que

∂g

∂t
(x, t) =

∂2g

∂x2
(x, t) pour

tout (x, t) ∈ [0 ;π]×R∗
+.

Le but de cet exercice est de montrer l’existence et l’unicité d’une
telle fonction g.

1. Montrer que si une telle fonction g existe, alors il existe une
suite (Bn)n∈N∗ d’éléments de C1(R+ ;R) telle que

⊲ ∀(x, t) ∈ [0 ;π]×R+, g(x, t) =
∑+∞

n=1
Bn(t) sin(nx)

⊲ ∀(t, n) ∈ R+ ×N∗, B′
n(t) =−n2Bn(t).

En déduire que, pour tout (x, t) ∈ [0 ;π]×R+,

g(x, t)=

+∞∑

n=1

bne
−n2t sin(nx), avec bn =

2
π

∫ π

0

f(x) sin(nx)dx.

2. Montrer que la fonction ainsi construite répond à la question.

◮Corrigé.–

1. Pour tout t ∈ R+, on définit la fonction impaire gt : R→ R+, qui est
2π-périodique et définie sur [0 ;π] par gt(x) = g(x, t). Il est facile de voir
que gt est continue et de classe C1 par morceaux (même de classe C1), et
comme elle est 2π-périodique alors sa série de Fourier converge normale-
ment vers elle. Comme gt est impaire, alors an(gt) = 0 pour tout n ∈ N,
et en notant Bn(t) = bn(gt), on a pour tout x ∈ [0 ;π],

gt(x) =

+∞∑

n=1

Bn(t) sin(nx)

et Bn(t) =
2
π

∫ π

0

gt(x) sin(nx)dx = 2
π

∫ π

0

g(x, t) sin(nx)dx.
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Ensuite, la fonction (x, t) 7→ g(x, t) sin(nx) est continue sur [0 ;π]×R+,
donc d’après le théorème de continuité sous le signe intégrale, la fonc-
tion Bn est continue sur R+.

De plus, la fonction (x, t) 7→ ∂g/∂t(x, t) sin(nx) est continue sur le pro-
duit [0 ;π]×R∗

+, donc d’après le théorème de dérivation sous le signe
intégrale, la fonction Bn est de classe C1 sur R∗

+, et pour tout t > 0,

B′
n(t) =

2
π

∫ π

0

∂g

∂t
(x, t) sin(nx)dx

(c)
= 2

π

∫ π

0

∂2g

∂x2
(x, t) sin(nx)dx.

En utilisant deux intégrations par parties consécutives, on a alors, pour
tout t > 0,

B′
n(t) =

2
π

([ ∂g

∂x
(x, t) sin(nx)

]π
0︸ ︷︷ ︸

=0

−n

∫ π

0

∂g

∂x
(x, t) cos(nx)dx

)

=− 2n
π

∫ π

0

∂g

∂x
(x, t) cos(nx)dx

=− 2n
π

([
g(x, t) cos(nx)

]π
0︸ ︷︷ ︸

=0 par (a)

+n

∫ π

0

g(x, t) sin(nx)dx
)

=− 2n2

π

∫ π

0

g(x, t) sin(nx)dx =−n2Bn(t),

et par conséquent Bn(t) = bne
−n2t, avec

bn =Bn(0) =
2
π

∫ π

0

g(x, 0) sin(nx)dx = 2
π

∫ π

0

f(x) sin(nx)dx,

et g(x, t)=
∑+∞

n=1
bne

−n2t sin(nx) pour tout (x, t)∈ [0 ;π]×R∗
+, et même

pour tout (x, t) ∈ [0 ;π]×R+, car

g(x, 0) = g0(x) =

+∞∑

n=1

bn(g0) sin(nx), où bn(g0) =
2
π

∫ π

0

f(x)dx = bn.

On a donc obtenu une unique expression possible pour une fonction
solution du problème.

2. Pour tout n ∈N∗, avec bn = 2
π

∫ π

0

f(x) sin(nx)dx, on définit la fonction

hn : [0 ;π]×R+ → R

(x, t) 7→ bne
−n2t sin(nx).

Elle est continue, et l’on a pour tout (x, t)∈ [0 ;π]×R+, |hn(x, t)|6 |bn|.



§ Leçon 414 61

La fonction impaire f̃ : R→R, 2π-périodique telle que f̃(x) = f(x) pour
tout x ∈ [0 ;π] est (facilement vérifiable) de classe C1, donc

bn(f̃ ) =
2
π

∫ π

0

f(x) sin(nx)dx = bn,

Ainsi, bn = bn(f̃ ) = an(f̃
′)/n.

Or, d’après la formule de Parseval, la série
∑

n>1

(
an(f̃

′)
)2 converge,

et comme
|bn|=

∣∣ 1
n an(f̃

′)
∣∣6 1

2

( 1

n2
+
(
an(f̃

′)
)2)

,

alors la série
∑

n>1
|bn| converge. On en déduit que la série

∑
n>1

hn

converge normalement sur [0 ;π]×R+, et la fonction

g : [0 ;π]×R+ → R

(x, t) 7→
+∞∑

n=1

hn(x, t)

est continue sur [0 ;π]×R+. De plus, pour tout a> 0 et tout t∈ [a ; +∞[,
∣∣∣ ∂hn

∂t
(x, t)

∣∣∣6 n2|bn|e−n2a,

qui est le terme général d’une série numérique convergente. On en déduit
que la série

∑
n>1

∂hn/∂t converge normalement, donc uniformément

sur le produit [0 ;π]× [a ; +∞[. Par conséquent, ∂g/∂t est bien définie
et continue, avec

∀(x, t) ∈ [0 ;π]×R
∗
+,

∂g

∂t
(x, t) =

+∞∑

n=1

−n2bne
−n2t sin(nx).

On montre de même que ∂g/∂x et ∂2g/∂x2 sont bien définies et conti-
nues sur [0 ;π]×R∗

+, avec pour tout couple (x, t) ∈ [0 ;π]×R∗
+,

∂g

∂x
(x,t)=

+∞∑

n=1

nbne
−n2t cos(nx) et

∂2g

∂x2
(x,t)=

+∞∑

n=1

−n2bne
−n2t sin(nx).

Ainsi, pour tout couple (x, t) ∈ [0 ;π]×R∗
+,

∂g

∂t
(x, t) =

∂2g

∂x2
(x, t),

ce qui prouve que la fonction g est solution de l’équation de la chaleur.
Le raisonnement mené à la question précédente garantit ainsi l’unicité
de cette solution.
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Commentaires sur les exercices de cette leçon

Exercice 1.– Cet exercice est décomposé en deux parties, où l’on prolonge
une fonction définie a priori seulement sur [0 ;π], à partir de laquelle on
obtient des sommes de séries trigonométriques à l’aide de fonctions cosi-
nus seulement, ou sinus seulement en la prolongeant alternativement en
une fonction 2π-périodique paire, puis impaire. On rencontrera ensuite la
formule de Parseval.

Exercice 2.– On établi ici l’inégalité de Wirtinger, classique et impor-
tante : on utilise à cet effet les relations entre les coefficients de Fourier
d’une fonction, et ceux de sa dérivée.

Exercice 3.– Un exercice très important et classique qui pourrait figurer
dans la leçon 410, où l’on présente un exemple de convergence simple, non
uniforme de la série de Fourier pour une fonction de classe C1 par morceaux,
non continue. On mesure l’écart à la convergence uniforme dans ce cas
particulier.

Exercice 4.–On utilise dans cet exercice les séries de Fourier pour résoudre
une équation différentielle linéaire. Un énoncé assez classique pour ce type
de situation.

Exercice 5.– Un résultat connu mais très difficile à démontrer sans l’hy-
pothèse supplémentaire de 2π-périodicité, rajoutée ici pour que l’exercice
puisse être présenté dans le temps imparti à l’oral de l’agrégation interne.
On y utilise des séries de Fourier, et les relations entre les coefficients de
Fourier d’une fonction et de ses dérivées successives.

Exercice 6.– L’intégrale de Fresnel est un grand classique ; on en donne ici
une démonstration technique mais condensée, via le théorème de Dirichlet.

Exercice 7.– Une résolution d’une célèbre et incontournable équation aux
dérivées partielles, via les séries de Fourier.


