Chapitre V

Exemples d’études de
fonctions définies par une
série (Legon 411)

Exercice (1). Théoréme de Bohr-Mollerup
1. Montrer que la suite (Zk:11/k - ln(n))mEN
pour z > 0, la série Z (z/k —In(1+z/k)).

. converge ainsi que,

En déduire que la suite (%e‘"ﬂ' H: X 1: 7 >nEN* converge,
o -

ouy= lim (Z::1 1/k— hl(n)).

n—-+4o00
2. On définit alors la fonction Gamma en posant
I': R} = RI teo &
x %e‘“’mH < kx
w1 1+ ”
400 e:l:/k . n e(l)/k .
ol = lim o , par définition.
Hk:l 1+z/k =tk Hk:l 14+z/k 4
a) Montrer que TI'(z+ 1) =zI'(x), pour tout = > 0.

b) Montrer que la fonction I' est de classe C?, et
+oco

Vx € RY, (D))" (z) = =3
eRY, (In() (z) kZ:O(erk)

Y

et que (ln(F))”(:c) —0.

T—r+400

— 901 —
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3. Soit f: R — R% une fonction de classe C? telle que In(f) soit
une fonction convexe et vérifie f(1) =1et f(x+1) =z f(x) pour
tout > 0. Montrer que la fonction

S:RL— R
x —In ( /(=) )
I'(z)
est 1-périodique et convexe, et en déduire que f =1
\ J

» Corrigé.—
o]
1. On note, pour tout n€N*, u,, = (Zk_l E) —In(n). Alors, pour ne€N*,

1 1 n+1 1
Up41 — Up = n—+1 — (111(n+ 1) —ln(n)) — e _/n ?dt

n+1
:/n (n}rl —%)dtgo

et la suite (u,)nen+ est donc décroissante. De plus, pour tout n € N*,

1 LN~ [
unzgz—;(ln(k—}—l)—ln(k)):—54—;(?_/k T)

>

n k41
—wry ) G-t

La suite (u,)nen+ est donc décroissante et minorée par 0, donc elle
converge vers une limite positive, que ’on note v = lim,,_s 4 o0 Up..
On remarque aussi que, pour tout n € N*,

n_ okl
unzl—l—Z/ (%—%)dtgl, donc vy € [0;1].
k=1"k .
Puis, pour =z > 0,
2

%_ln(pr%):%_(%_ 2k? tol-3 1 ))k—H—oo Qz‘z'

Comme la série Z 1/k? converge, alors la série Z(az /k—In(1+ z/k))
converge aussi, ce qui signifie que la suite ( Z:_l (z/k—In(1+x/ k)»neN*

converge. On en déduit que la suite de terme général

T

o (3 (5 ~m(+-8)) - [T 12

x
k=1 k
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converge pour tout x € R* , et qu’il en est de méme de la suite

T

(e 1155%)
—e
& x 5
1 1—{-? neN
donnée par I’énoncé.
* _l —yT " em/k .
2. a) On note, pour n € Nl et x> O,+Fn(a:) —/kme szl Tra/k
o0 T
D’aprés 1, I'(z)= e ° S SLA—
p ( ) x Hk:l 1_|_w/k
noo1
n(z+1) 4 e‘”]:[e?x kE+z
Cilz) z+1 kE+1+x
k=1
- et ] e
e ek X
z+1 o e k+1+42z
no1
— 2 =%
__ T >~k z+1 _ =z In(n)+o(1)
S e “Ztn  z+n ¢
~  pxLenm)to(d) _ o) o
n—-+00 n n—+00

de sorte que Vz € R, I'(z + 1) = z['(z).

b) La fonction In est continue sur RY et I'y(z) ——— I'(x) pour
tout z > 0, et dongc e
vzeRY, In(D(z))= lim In(Ty(z))
|
i
|
\

n—+0o0
i n

=—In(z) —yz+ lim (% —In (1 + %))

n—-+4oco

=—In(z) —yz — Z ug (),
k=1

avec ug(z) = z/k —In(1 + z/k). Or, uj(x) =1/k —1/(k+ ), pour
tout x > 0 et tout k € N*, et uf(z) = 1/(k+ ). Pour z > 0,

__ = ~ Z
T k(k+1) kotoo 2

terme général d’une série convergente. De plus, ||uj| |R3_ <1/k?% et la

)

uy,(7)

série 1/ k% converge : on en déduit que E uj, est normalement, et
donc uniformément convergente, sur R? .
Les séries g u), et _5_ ug sont aussi uniformément convergentes

sur R% , donc InoI" est de classe C? sur RY , et
+o00

Ve eRY, (In OF)N(CIZ) = N
b ; (k+x)?
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et pour tout x € R}, (Z:j un)”(:z:) = ZJFOO up ().

n=1

Comme In (F( )) =—In(z)—v+ Z ), alors pour tout x € R ,

+o0

()G :Lﬁzw :% S
1

k+x)
_ 1
_HZ:% (k+x)>2

Mais alors, pour tout A € R* et pour tout = > A,
400 “+o0

(D) (z) = 1 < 1
(In(D)"(2) ,; R ,; e
+oco 1 +00 1
< S S A 0,
2 A AP 2, W
donc (ln(F))”(x) mo

3. Pour tout z € R}, on a :
flx+1 a i fle
S{z+1) :m(Lf(:)—)) =In ( xFEx; > :ln( ngi ) = (=),

et S est donc 1-périodique. On en déduit que S/, puis S” sont 1-périodiques
aussi, de sorte que pour tout x € R et pour tout n € N* :

S"(z) = (In(f))" (=) — (D))" (z) = (In(f))" (z) — (In(D))" ().

Comme (ln(I‘))”(aJ +n) prepnal 0, alors

8%(m) = Em (ln(f)) (z4+n) >0, car In(f) est convexe.

On en déduit que S est convexe sur R? . 9
Mais comme S’ est 1-périodique, on a 0=5"(2) —5'(1) :/ S”(t)dt,

et puisque S” est continue et positive, alors S” (t) = 0 pour toult te(l;2].
Enfin, puisque 5" est 1-périodique, alors S”(t) = 0 pour tout ¢t € R} . On
en déduit donc que S’ est une fonction constante sur R ;

comme S est une fonction 1-périodique, alors S’ ne peut étre que la
fonction nulle, et S est donc elle-méme constante sur R .

Dés lors, Vz € R%, S(z) =S(1) =In(f(1)/T(1)) =1In(1) =0, de sorte
que Vz € RY, f(z)/T(z) = 5@ =¥ =1, et donc f =T sur RY.
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Exercice (2)

1. Soit (an)nen une suite réelle qui converge en décroissant vers 0
et soit (by)nen une suite de nombres complexes.

n
Pour tout n € N, on note B,, = Zk—o b, et ’on suppose que la
suite (B, )nen est bornée. B

a) Montrer que, pour tout n € N,

Za i (ag — ag41)Br + anBy,.
k=0

k=0

b) En déduire que la série Z anby, converge, et que son reste R,

R N +oo
donné bien stir par R,, = E

_—_— arby, vérifie |R,| < 2Ma,,.

c) Montrer que la série Zsm n) / \/ﬁ converge sur R, et que

la fonction S : R— R, z+— Z sin(nz)/v/n est continue
sur R\ Z.

+o0
2. Soit la fonction f : R— R, z— Z N cos(nx)/(ny/n).

a) Justifier la bonne définition de la fonction f, et montrer qu’elle
est continue sur R.
b) La fonction f est-elle de classe C* sur R?

c¢) Montrer que f est de classe C! sur R\ 27Z.

d) Que peut-on dire de lim,_,o+ f'(z)?
G

» Corrigé.—

a) Pour tout n € N :

n n n
Z axbr = agbo + Z axbr = agBo + Z ak(Br — Bir—1)
k=0 k=1 k=1
n n—1
= CLOBO + Z akBk — Z ak+1Bk
k=1 =0
n—1
=aoBy — a1 By + Z(ak — ap41) Bk +anBn
k=1

Z ak — y1)Bi + anBy.
k=0
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b) Pour tout k € N, |(ax — agy1Br| = |Bg|X|ax — aps1| < M(ar — ak41)-

Comme a;, — 0, alors la série Z(ak — ag+1) converge, et admet
k—+o0

+00 .
pour somme Zk O(a;C — ag41) = ag, donc la série Z(ak — ag+1)Br

n
converge, ce qui signifie que la suite (zk (ar — akt1)Byg ) - e des

sommes partielles converge. Comme de plus G B —+> 0, alors
—+00

n
) A ) . :
d’aprés la relation obtenue en a), la suite ( E o akbk) converge,

neN
ce qui signifie que la série Z an b, converge. De plus, pour tout n € N,

+oo
|Rn| = akbk‘ = ’ Zahbl\ akbk’
k=n+1
+oo —
— Z(ak_a/k+1 Bk— <Z ak—akH Bk+anB )’
k=0 k=0
“+n0 “+o0
= Z((U — @py1)Br— apBn MZ(ak_ak+l)+an|Bn|

k=n

<Ma, + Ma, =2Ma,,.

c¢) Pour tout x € R\ Z et tout n € N*,

&
w0
—
5
??‘
&3
I
=1
B

N

-
m’—-.

T
8
——
|
=
8
—
jd,
[
=
8| +
E
8
Wt

k=1 k=0

o sin( 1:5)
—Im<e X 7 )
sin —2—)
cos(%)xsin(n;l :1:)
sin(%)

Ainsi, ‘ Z sin(kx l 1/|sin(%)|, et comme la suite (1/\/77)7161\!*
converge en dem oissant vers 0, alors la série Z sin(nz)/v/n converge.
Remarquons que si z € Z, alors sin(nz) =0, et la série Z sin(nz)/v/n
converge donc quel que soit le réel z.

La fin de la question b) ci-dessus montre aussi que pour tout z € R\ Z

+o0
et tout n € N*, ’Zk:n+1 sin(k:c)/\/ﬁ‘ < 1/(\/ﬁsin(%)).
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2. a)

Or, si € €]0;7[, on a mingep ,on—e | sin(z)| = sin(e/2), si bien que
pour tout x € [e;2m — €],

Z sin(kx) } o 1
ki1 Vk V/nsin (%)
et la série Z sin(kz)/V'k converge donc uniformément sur [e ; 2 — el.

On en déduit que la fonction S est continue sur [e;2m — €] pour
tout e €]0;7[, donc S est continue sur ]0;27[. Comme S est 27-
périodique, elle est donc continue sur tout intervalle de R\ 27Z.

Pour tout n € N*, la fonction u, : « + cos(nz)/y/n est continue, et
pour tout z € R et tout n € N*, |cos(nz)/(ny/n)| < 1/(ny/n). Comme

la série de Riemann Z 1/(n+y/n) converge, la série Z cos(nz)/(ny/n)
converge alors normalement sur R, et la fonction f est donc bien dé-
finie sur R.

La série trigonométrique Z cos(nz)/(ny/n) converge uniformément
sur R, si bien qu’elle est la série de Fourier de sa somme f, avec :

VneN*, an(f)=—1—, bu(f)=0 et ao(f) =0.
nyv/n
La fonction f est paire, 2m-périodique : si elle était de surcroit de
classe C1, alors f’ serait impaire, 27-périodique et continue ; sa série
de Fourier serait alors de la forme Zﬁnsin(naz), avec pour tout neN*,

2m

Brn =bn(f') = % ; f!(t) sin(nt)dt

= % (lf(t) sin(nt)) iﬂ

/

-n | ) cos(nt)dt) (LP.P.)

~~

=0
— n = — 1 .
La formule de Parseval appliquée a f’/ donnerait alors

1™ e e S (1)
7r/0 (f(t)) dt—Z( \/ﬁ)’

n=1

27
- % i f(t) cos(nt)dt =nxa,(f) =

ce qui est impossible puisque la série Z 1/n diverge. La fonction f
n’est donc pas de classe C'.

La série de fonctions Z u,, converge en tout point de la droite réelle;
de plus, u, (z) = —sin(nz)//n. Il s’ensuit que pour tout € €]0; 7|, la
série Z u;, converge uniformément sur tout segment [e;2m —¢€]. On
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en déduit que la fonction f est de classe C! sur ]0;27[ , et comme f
est 2m-périodique, alors f est de classe C! sur R\ 27Z.

Supposons que f' admette une limite finie ¢ quand z tend vers 07 :
alors, comme f est paire, f’(x) ——— —¢, et I’on peut prolonger f’ en
Tx—0—

une fonction continue par morceaux, 27-périodique et impaire, que
I’on notera g, avec

Ve ER\27Z, g(z)=f'(z) et VKE€Z, lim g(z)=L, lim g(z)=—L.

z—2kmt c—2km—

La série de Fourier de g est alors de la forme Z brn(g) sin(nzx), avec

2m 2m
VneN* b,(g :—/ g(t)sin(nt)dt = — f'(t)sin(nt)dt =———.

La formule de Parseval donnerait alors

2m 2T 400 5 400
[, e [Crora=3 (0" =X &

ce qui est & nouveau impossible : la fonction ¢ — (g(t))2 est dans ces
conditions bien intégrable sur [0;27], mais la série Z 1/n diverge.
On en déduit que f n’admet pas de limite finie en 0.
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Exercice (3). Développement eulérien de la fonction sinus

Soient les fonctions f, g et D définies sur R\ Z par

+o00
f(a;):%—}—Z(x}_n + 1n)’ g(z) =mcotan(nz) et D=g— f.
n=1

xr —

1. Justifier la bonne définition de f et montrer que les fonctions f, g
et D sont impaires, 1-périodiques et continues sur R\ Z.

2. Montrer que, pour tout zr € R \
FZ)+F(EE) =2/@)
g(gm( 1) =2g(w)

3. Montrer que la fonction D se prolonge par continuité en

z,

une fonction D sur R, et justifier Pexistence de o € [0;1] telle

que M = D(a), ot M =maxyc[o;1) D(t). Montrer alors que, pour

tout n€N, 5(a/2"):]\/[ - en déduire que D est nulle, et que f=g.
4. Montrer que

1
sin(x)

)

Ve € R\ 7Z, cotan(%) — cotan(x) =
et en déduire que

1
v &R E, sin(mz) Z( (ﬂv—l—n n+1—£13).

5. Pour tout n € N* et tout € |]—1;1[, on pose

n
2
T
pa(e) =] (1- ?>
k=1
a) Montrer que la suite (p,)nen+ converge simplement sur 'in-
tervalle |—1;1[ vers une fonction p a valeurs dans R%. On

+
note alors p(z) = ij (1—2?/k?), pour tout = €]—1;1[.

b) Montrer que Vz €]-1;1[, In (p(z)) = Z:: In (1—2%/k%),

et en déduire que la fonction p est de classe C! sur |—1;1],

avec s

veel-t1, ZEL_S5 2

c) En déduire que
Ve €]-1;1], sin(rz)=mnmzx H (1— —>
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» Corrigé.—
1. Pour tout x € R\ Z et tout n € N*,
1 1 % e d
T+n  T-n 22 _ 52 notoo A n2

Comme la série de Riemann Z 1 /n2 converge, la fonction f est bien
définie sur R\ Z. De plus, pour tout = dans ce domaine,

+o00 e
f(_x):—Tl—i_Z(—xl—l-n T —ml—n):_<%+2($in * :v—ll—n)>
— —f(ab

donc f est impaire. Par ailleurs,

n

Flm) = limoofn(:c), avec fn(m):%+2(m41-k n wl >;

n—+ —k
k=1

or, pour tout x € R\ Z,

n

_ 1 1 -
fn(w+1)—$—+1+;(x+1+k * a:+1—k)

A . —— » (),

z+n+1 T—n notoo
et donc Vo € R\Z, f(z+1)= f(x), c’est-a-dire que f est 1-périodique.
Ensuite, si a € ]0; 1/2[, alors pour tout z € [a;1 — a,

‘a:—]}.—n T xin‘:‘xZ_ngig 712311}2 S nZ_a2

et comme la série numérique E 1/(n* — a?) converge, alors la série de

fonctions Z ( po le - . po i - ) converge normalement sur tout segment

de ]0; 1[. On en déduit que la fonction f est continue sur ]0; 1], et comme
elle est 1-périodique, elle est aussi continue sur tout intervalle de R\ Z.
Par ailleurs, il est évident que g est impaire, 1-périodique et continue sur
tout intervalle de R\ Z : on en déduit que D = g — f posséde également
ces propriétés.

2. Pour tout z € R\ Z,

1
f(%)+f($; ):%Jrnz::l(xf%l = x—22n)
+o00
2 2 2
i 1+xz +n§<x+l+2n v a:+1—2n)
+oo

=5+ 2 (o + oop) ~ %)
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_W<COS(%) .\ — sin T)>
sin (72) " con (1)
. cos” (F57) —sin® (7F) . cos(ma)
sin (755 cos (ZF) % sin(nz)

= 2nxcotan(nz) = 2g(x).

3. Au voisinage de 0,
1
sin(7x) 7z +o(x)
si bien que mxcotan(rz) =1/x 4 o(1), et wxcotan(rz) — 1/ — 0-

z—0
De plus, pour tout z € [—1/2;1/2],

-1 L_|o| 2= | 2|z|
Al z+n = xT-—n 2 —n2 ! n2—1/4’
N | 1 1 - 1
nz::l’x—}—n i w—n’gzmngl n?—1/4 m—>0>0;

donc D(z) — 0, et comme D est 1-périodique, alors elle se prolonge
T—r

par continuité sur R, en posant ﬁ(p) = ( pour tout p € Z.
La fonction D est ainsi continue sur le segment [0;1] : d’aprés le théo-
réme de Weierstrass, il existe donc o€ [0;1] tel que D(a) =M. Mais
alors, d’aprés la question 2, D(a/2)+ IN)((a +1)/2) = 2D(c) =2M, et
comme D(c/2)<M et D((a+1)/2)<M, alors D(e/2)=D ((a+1)/2)=M.
De proche en proche, on obtient Vn € N, 5(@ /2™) = M ; or, D est conti-
nue en 0, si bien que 0= D(0) = limy_, 00 5(&/2”) =M.
On en déduit que Vz € [0; 1], ZND(:):) =0, et comme D est 1-périodique,
dlors vz €R, D(z)=0.
Ainsi, D = g — f est la fonction nulle, et donc g = f.

4. Pour tout x € R\ 7Z, on a

cotan(ﬁ) — cotan(z) = o (%) _ cos(z) _ 2cos” (22:—) B cos(z)
2 sin (%) sin(z)  2sin (—:26—) cos (%) sin(z)
(

)

l+cos(xz) cos(xz) 1
(

z)  sin(x)
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d’ot, pour tout z € R\ Z :

Y S — XN
Sin(n2) wxcotan( 5 ) mxcotan(mx)
55/2 1 = T
2 42 v =Y e
nz:l (z/2)? v nZ_:l x? —n?
+4 —2
+o00
+2 -2 =
nzl z? 2_% w2~(2n+1)2
_ 1 1
=7 X_: ——+Z Mot =)
R DT R
_Z r+n +7_ n—a=x
n=1 n=1
+0oo +oo +o00 +o00
_ == -1 0" — 4" =
N x+n n—=x _Z T+n +Zm
n=1 n=0 n=1 n=1
N n+zr n+l-—=zx

5. a) Pour tout z €]—1;1[,ona In (py(z)) = Z:_l In(1 —2z/k?), de sorte

que In (p,,(z)) <0, et si z €]—1;1[\{0}, In(1 — z?/k?) it —xz? k2.
c— 400

Comme la série de Riemann Z 1/k? converge, alors Z In(1—2?/k?)
converge aussi : on en déduit que la suite (ln (pn( )))nEN* converge.

On pose £(z) = ll)l}_l In (p,(z)), et alors:  pp(z) — e“® eRY.

n—-+00o

b) La fonction In est continue sur R, et donc pour tout = €]—1;1],

In (p(:l?))zﬂll)l_}_loohl (pn()) :nganOZln (1——) Zln( )

Soit maintenant a €]0;1[ : alors, \/:1; € [—a ;al,

‘22w2‘< 2 2
z° —k n°—a

et comme la série numérique E 1/(n* — a?) est convergente, alors la
série de fonctions E 5

B —g
ment contenu dans l'intervalle ouvert |—1;1].

converge normalement sur tout seg-
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Le théoréme de dérivation sous le signe somme assure alors que la
+

fonction = — Z;:Ol In(1 —z*/k*) =In (p(z)) est de classe C' sur

I'intervalle |—1;1[, et que pour tout z €]—1;1],

nop) (z) = — 2 . & = ,
p e p(z) = R
_ _ sin(7x)
Soit la fonction A : ]0;1[ = R, z 111( — ) On a pour tout

point z de |0; 1],

2 o .
W) = —TE Terx cos(mx) 27r>< sin(mz) _ %echan{is) — %
sin(7x) (mx)
2 (phptip) =2 2
- + = &
_ 2 _ 1.2
P T = k X k b1 ¢ —k

5.0 P (=) = (lnop)l(m).

Il existe donc c € R tel que Vz €]0;1[, h(z) =In (p(z)) +c.
On obtient la valeur de ¢ en observant que :

g= wl_i:101+ (h(x) —In (p(:c))) =0-0=0.

Ainsi, pour tout # €]0;1[, h(z)=In (p(z)), et donc

sin(mx)

Vz €]0;1], ==

=p(z) & sin(rz) = rxxp(z)-
Enfin, sachant que les fonctions sinus et x +— zp(x) sont impaires,
on a sin(rz) = rxxp(z) est vrai pour tout x €]—1;1[, et donc

+o0 9
Vz €]-1;1[, si = Jes e
z €| [, sin(mx) wxxg( . )
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Exercice (4). La fonction zéta

1. Soit s € C tel que Re(s) > 1. Montrer que la série Zl/ns
converge.

2. Soit la fonction zéta de Riemann

C; D— C
o0 1
S an:; nsy
ou D= {z€C; Re(z) > 1}.

a) Montrer que la fonction ¢ continue.

b) Montrer que ((s) ——— 1
Re(s)—+o0

3. a) Montrer que la restriction de la fonction ¢ & |1;+4o00] est de
classe C*, et que pour tout k € N et tout = > 1,

=R (- ln(:c))lc
B ()= 2 77 |
B =2, 5
b) Montrer que la fonction
h:]l;400[xR— C
(z,y) = ((z+iy)

est de classe C*°, et que pour tous k et £ dans N et pour tout
couple (z,y) dans |1;+oo[xR :

gk+e . )_f (—ln(:c))kx(—iln(y))e
awkay“ 9= n®tiy

n=1

n+1
4. Pour s € R, et n € N*, on pose w,,(s) = 1 _ dt
+ nS tS
n

Montrer que la série de fonctions E wy, converge uniformément

sur [a; 4oo[ pour tout a > 0, et en déduire que le développement
asymptotique de ((s) au voisinage de 1" est donné par

C(s) = =1 +y+o(1),

ol 7 est la constante gamma d’Euler.

5. Donner un développement asymptotique de ¢ quand Re(s) tend
vers l'infini.
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» Corrigé.—

1. Soit n € N* et soit s € C; alors, |1/n°| = 1/nR(). Si Re(s) > 1, la sé-
rie de Riemann Z 1/nf*() est convergente, donc la série Z 1/n® est

absolument convergente : elle est donc aussi convergente.

2. a)

3. a)

Soit a>1, et soit la bande D, ={z€C; Re(z) >a}; pour tout s€ D,,
on a |1/n®| =1/nR() <1/n?, et comme la série numérique Z 1/n®
converge, alors la série Z 1/n® converge normalement, donc aussi
uniformément, sur D,.

De plus, pour tout n € N*, la fonction v, : s+ 1/n® est conti-
nue sur D,, et donc d’apres le théoréme de continuité des séries de
fonctions, la fonction ¢ est continue sur D,. Ceci étant vrai pour

tout a > 1, la fonction ¢ est donc continue sur | J,.; D, = D.

D’aprés le point a), la série Z 1/n® converge normalement sur le

sous-ensemble Dy = {z € C | Re(2) > 2}, et I'on a donc, d’aprés le
théoréme d’interversion des limites,

1 . :
1 t 1 =1
(Re(s;gl—i—oo n® )’ SOt Re(s%lll-l-oo C(S) ’

li
Re(sif—{—oo Z

puisque 1* =1 et que pour tout n > 2, limge(s)—to0 1/7° = 0.

Pour tout entier n € N*, la fonction w, : z+ 1/n" est de classe C*

sur R, et pour tout k €N, u{f )( )= (—In(n ))]‘/n"‘c
Soit alors @ > 1; on a pour tout z € [a;+o00],

‘ (—ln(n))}C {é (ln(n))k

T a ’

n n
et comme la série numérique Z (ln(n))k/na converge (car a > 1),

alors la série de fonctions g ul®) converge normalement sur [a; ool

Le théoréeme de dérivation sous le signe somme s’applique donc, et
assure (par récurrence sur k) que pour tout k € N, la fonction ( est
de classe C* sur ]a ; +oo].

Cela étant vrai pour tout a > 1, on en déduit que pour tout k£ € N,
la fonction ¢ est de classe C* sur ]1; +o0|. La fonction ¢ est donc de

classe C™ sur |1;+o0], et
+o0

—111
VkeN, Vo €]l;400[, ¢®(z) Z
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b) Pour tout n € N*, la fonction v, : (x,y) — 1/n®"¥ est de classe C*
sur R? et pour tout (k,£) € N2 et tout (z,y) € R?,

(—1In(n)) *x (—iln(n)) ¢ '

nm—Hy

8k+ﬁ,vn

= Zz, y) =

oz oyt (
Or, pour tout a > 1 et tout (x,y) € D, = [a; +00[XR,

B r . ¢ Lk
“—mmDX@ﬂMM)‘<UMm> |

s X
nrb+1y na

Comme pour a > 1, la série numérique Z (ln(n))kM/ n® converge,
(—1In(n)) *x (—iln(n)) ¢
na:—}-iy
malement sur D,, et ce pour tout a > 1. On en déduit comme en 2.a),

que la fonction h est de classe C*° sur D et que

alors la série de fonctions E

converge nor-

gk+ey, Ji:’o (—ln(n))kx (—iln(n))c

T,y)= iy

V(k,0)eN? Y(z,y)eD, ,
(k,0) (2,) 5255y

n=1

4. Pour tout n € N* et tout se Ry, 1/(n+1)* <1/t <1/n®, dou

n+1
;g/ d—fé%, etdoncoéwn(s)g 15 _¥.
(n+1)° “Jn 0 T om CE

Or, la série télescopique Z ( 13 — ﬁ) converge, ce qui fait que
n n

la série an(s) converge elle aussi, et ce pour tout s € Ry. De plus,

pour tout a > 0 et pour tout s € [a;+oo[, on a

+o0 +o00
Ra(s)l= 3 wils)< T L
k;;l b k;ﬂ(k (k+1) ) (n+1)°  (n+1)

La suite (Ry,), des restes converge donc uniformément sur [a;+oo[, et

la série de fonctions E wy, converge dés lors uniformément sur [a ; +o00|.

; +a8 ,
Par conséquent, la fonction somme g: s+ E . wp,(s) est continue
=

sur [a ; +oo[ pour tout a > 0; la fonction g est donc continue sur |0 ; +oo[,
et pour tout s > 1 :

00 +o0 n+1 o0 +oo
Y= (e [ )X ¥
:c@»+b;;%;;ﬂf”=cw»—sil-
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Par continuité de la fonction g, on a alors, pour tout s > 1 :

(s i1=g<s) Zwk =nggloo2wk<1>
k=1

Ainsi, ((s)= T11 + nll)l}_loo ( % - ln(n)) +o(1).
k=1

5. La série de fonctions Z 2° / n® converge normalement sur la bande don-
née par D3 = {s € C | Re(s) > 2}.

+
Ainsi, Z 25/71 MO de sorte que C( )=1+427°+0(27%)

quand Re(s) tend vers +o00. De méme, Z /n® —— 0. On
Re(s)—+o00

en déduit le développement asymptotique sulvant, pour Re(s) = +o0,

((8) =1+ o + 3= +o( 57 )
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Exercice (5). Fonction continue partout et dérivable nulle
part

Soit la fonction fiR> R

X cos(nlz
3 )
- fla+u)— f(a)

On fixe a € R; pour u € R*, on pose g(u) = i

, Soit

cos(nla + nlu) — cos(nla)

+0o0
g(u) = 7;1 gn(u), ol gn(u) = Vi
Soit aussi, pour p € N*, 'intervalle I, = [27 /p! ; 47 /pl].
1. Justifier la bonne définition de f, et montrer que f est continue.

2. Pour n,p € N*, on note

M pp = ineaff gn(u) et mpp= gél[l: gn(u).

a) Montrer que si n < p, alors M,, , — My, < 27n!/p!.
b) Montrer que si n > p, alors My, , — my, p < 2p!/7n!.
} c) Montrer que M, , —mp p = 1/2x.

3. Montrer que, pour tout p € N*,
=l 2 = _ 1

n! '

I D D

n=1 n=p+1

4. a) En déduire que la différence max,e, g(z) — minger, g(x) ne
tend pas vers 0 quand p tend vers +o0.

b) En déduire que la fonction f n’est pas dérivable au point a.
L J

» Corrigé.—
1. Pour tout n € N* et tout x € R, |cos(nlz)/n!| < 1/n!; par suite, comme
la série Z 1/n! converge, c’est que f est bien définie sur R.

De plus, E cos(nlx)/n! est une série de fonctions continues qui converge

normalement sur R : la fonction f est donc elle-méme continue sur R.

2. a) Pour tout n € N, la fonction g, : I, = R
cos(nla+nlz) — cos(nlz)

T
nlzx

est continue sur le segment [, = [27/p!; 47 /p!], et elle est y donc
bornée et y atteint ses bornes.
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Il existe donc ay, B, € I, tels que M, p = gn(oy) et My, = gn(Bp)-
Le théoréme des accroissements finis assure alors I’existence de deux
réels ¢, et d, compris entre ay, et 3, tels que
gn(ap) = —sin(nla+nle,) et gn(Bp) = —sin(nla+nld,y),
d’ott
M p —Mpp = gn(ap) — gn(Bp) = sin(nla + nld,) —sin(nla +nlcy)
< nl|d, — ¢p|, d’apres I'inégalité des accroissements finis,

s 27r) — 21

b) On a, pour tout z € I,, = [27/p! ; 4= /pl],

| cos(nla+ nlz) — cos(nla)| p!
90(@)] = ] g2 E
nlx ol 2T nlm

pl

dott My p—myp < 2p!/(nlr).

c) Pour p € N, on définit la fonction u, : I, = R, x> nla+nlz.
Puisque u,(I,) = [nla+n!27;nla+ 4n] qui est un segment de lon-
gueur 2, alors il existe deux réels vy et § de I,,, tels que cos (up(fy)) =1
et cos (up(8)) = —1, de sorte que

 cos (up(y)) ~cos(pla) _ 1 cos(pla) _ 1 cos(pla)

et
coS (up(é)) —cos(pla) 1—cos(pla) —1—cos(pla)
— = = — < 9
9p(8)=gp (v F; oS -

si bien que g,(v) — gp(8) > 2/4m =1/2m, et My, — My p = 1/2.

3. Pour tout entier p > 2,

1 1 2
S5 +0-2) ——— <3

p pp—1) P
puisque la somme contient p — 1 termes en tout, formant une suite dé-
croissante. Selon le méme principe, on a aussi :

1 1 1
= b g & gicep.n
pl P opp-1) p!

_ 1 1
;;11 - P+1 Tornet) | e+
1
PrL
<§: == 1 ::%'

p—I—l j [
P 1
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4. En utilisant les réels «y et § de la question 2.c), on a :

—+o00
9(7) = 9(8) =Y (9n(7) = 9n(5)) = gp(v )+ > (9n(7) — 9n(9))
n=1 neN®
n#p
1
Z D Z (Mpp—mpp)
neN®
n#p
L = TR S
n! '
Z 5T W'H_Z Tl d’aprés 2.b)
n=1 n=p+1
1 2 2 1
= g 271')(? —’/T—X?,
d’oti 1 4r 2
> L _ar 4
maxg(e) ~ming(@) > 5 =~ 7p

Le membre de droite tend vers un réel > 0 quand p tend vers +oo, et le
membre de gauche ne tend donc pas vers 0.

5. On raisonne par I’absurde. Supposons que f est dérivable au point a; il

vient alors que g(x) — f'(a).

Ainsi, Ve > 0,3n>0; |z —a|<n = |g(z) — f'(a)| <e.

Soit alors p € N* tel que 47 /p! <n; on a donc Vz € I, |g(z) — f'(a)| <&,
et comme g est continue sur le segment I,,, alors il existe 2, w, € I, tels
que g(zp) = maxqer, g(z) et g(wp) = mingey, g(z).

On a alors

9(zp) — g(wp) = g(2p) — f'(a)+ f'(a) — g(wp) < e+e =2,

soit max,ey, g(x) — mingey, g(z) < 2e.

Ainsi, maxger, g(z) — minger, g(x) ——— 0, ce qui contredit le résultat
de la question 4. prreo

On en déduit que f n’est pas dérivable au point a.



