Chapitre VIII

Exemples de séries de
Fourier et de leurs
applications (Lecon 414)

Exercice (1). Utilisation d’une série de Fourier

1. Montrer que, pour tout z € [0; 7],

2 2nm 8 I sin ((2n+1)z)
m( '—w T Z Z (2n+1)3 '

n=1 n=0

+
2. En déduire que Z 1/n =7%/90 et Z 1/n = 7% /945.
\ J

» Corrigé.—

1. > Soit f la fonction paire, w-périodique, définie pour tout = de [0 ;7]

par f(z) =z(m — x).

LN

-7 0 ! ™ 27

La fonction f est continue et de classe C! par morceaux sur R, donc sa
série de Fourier converge (normalement) vers elle.

— 189 —
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Comme f est paire, alors b, (f) = 0 pour tout n € N*; ensuite,

_ 2 2 2 22 _ 2"
aolf) = 2 ] f(t)dt = 2 O (it t)dt_w[w2 3}0
2 w3 w3 _7r2
=5 —Fl=%

Puis, pour tout n € N*,

an(f):%/owf(t) cos(2nt)dt:% /OW(Wt—t2)cos(2nt)dt

:%<[(wt—t2)$]g_%/o

~

™

(7r—2t)sin(2nt)dt> (LP.P.)

~~
=0

I .
:—ﬁ/o (m—2t)sin(2nt)dt

cos(2nt) r

S )

1 / §
—— [ cos(2nt)dt ) (LP.P. encore)
n " Jo ( >

| ——
—1 1 =1—-1=0
— mT+m)=——.
22 ( ) n?

La série de Fourier obtenue pour f donne donc, pour tout z de [0; ],
400
2 cos(2nx)
_ T _ It S
z(m—zx)= & E P
n—=

> Soit maintenant g la fonction impaire, 2m-périodique, définie pour
tout « de [0;7], par g(z) = z(r — z).

—T } 0 ™ 2w

La fonction g est de classe C! sur R, donc sa série de Fourier converge
(normalement) vers elle-méme. Comme ¢ est impaire, alors pour tout n
dans N, a,,(g) =0. Pour tout n € N*,

bn(g)= % /07r g(t)sin(nt)dt= % /O7r (mt —t*)sin(nt)dt

SN

( [—(wt—tz)M];r - / ﬂ(7r—2t)cos(nt)dt> (LP.P.)

n n

=0
_2 ["
_m/o (m—2t) cos(nt)dt
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_ % ( [(W— o) sin?(lnt) ];T_f_%./owsil](nt)dt) (LP.P.)

" J/

0 si n est pair
_ 4 [_COS(nt) ]’”: 4 (_(_1)n+1) _
n? n 0 gpd 8 sinest impair.
™
La série de Fourier obtenue pour g donne donc :
oo sin ((2n+ 1
Vz € [0; ], xw—szZ ))
"0 (2n + 1

2. La fonction f est m-périodique et continue par morceaux sur R, et ’on a

donc d’aprés la formule de Parseval,

%(_) +Z(L2) = /07r (f(t))zdt:%/Ow(w2t2—27rt3+t4)dt,

soit

g T 5 5 5 4
T 1 2 4 10-154+6 7
+3 L =2 — gt I D

18 " £ pt 30 15
Ainsi Yoo ' , , c )
N L (L Lya_ 6-54_ 7%
C(4)_nz_:l A (15 18 ) 90 " T 90

De méme, la fonction g est 27-périodique et continue par morceaux
sur R, si bien que

2 e 1 2 4 2 4 2 at

6 6

Des lors, Z 2n—|—1 = 157;64 = 97T60 , puis
<(6)=+f%++f L__1 ; Leg),
e (2n+1)° e (2n)8 960 64
Et donc, 6 6

_ 64 T _ 7w
C(6) =43 %960 = 045
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Exercice (2). Inégalité de Wirtinger
Soit T'> 0, et soit f: R — R une fonction T-périodique, continue

et de classe C! par morceaux, vérifiant / f(t)dt =0.

1. Montrer que 'on a alors

T 2 T2 r 9
/
| soya< [ (o)
0 4n Jo
2. Montrer que I’on a égalité si, et seulement si, il existe deux réels A
et p tels que

f(t) = Acos (2%15) +/1Jsin(277rt).

\L J

» Corrigé.—

1. Les fonctions f et f’ sont continues par morceaux, donc d’aprés la for-
mule de Parseval :

-%[ww% (eal)” %i( + (6u(£))°)
%%A%mﬁw %/2 %f( + (5a(F)")
Or, ao(f) / f(t)dt=0 par hypothése,
et ag(f / f(t f( )— f(0)) =0, car f est T-périodique.

Par ailleurs, pour tout n € N*,

7
= %/O f(t)cos ( 2;” t) dt (on réalise une I.P.P.)

_2 T - 27m 27rn >
_T<\[f(t)><27mxsm( Tt 0 27rn/ f(t Sln T )dt

'

=0
__Tr /
—_%bn(f)
Par suite, (an(f))2 = % (bn(f’))g, et

T
= % / f(t)sin ( 2;” t)dt (on réalise encore une 1.P.P.)
0



§ Lecon 414 163

= ([f(t)x 2_737; xcos(2;n t)]T—IrL f’(t)cos(2;n t)dt)

Se

"

=0

g9 . —T T / T /
:T(%)(f(T)_—f(O))—F%an(f):2—an(f )1

de sorte que (bn(f))2 ol (an(f’))2. Deés lors,

4 2
D’otl,/ (F@)’dt< L [ (F() .
0

A= Jo

2. L’égalité a lieu si, et seulement si (voir le calcul ci-dessus),
+o00 400
> 5 (@) + ba(F)) = X (an()" + (0u(5)’)
+o0
sy (1- #)((an(f'))z + (ba (1)) = 0.

Donc, pour tout n > 2, (an(f’))2 - (bn(f’))2 =1 & @z )= ) =D.

an(f) = (=T/(2mn))bu(f") =0
et bu(f) = (T/(27n))an(f") =0,

et comme f est continue et de classe C' par morceaux, alors d’aprés le
théoréme de Dirichlet, pour tout ¢ € R,

Ainsi, pour tout n > 2, {

+o0o
Fid) = aoéf) + Z an(f) cos ( 2;2” t) + by, (f) sin ( 27}” t)
R:,—/O n=1

= a1 (f) cos (%t) +b1(f)sin (2%15),

ce qui est bien la forme voulue. Pour terminer, on vérifie que si f a cette
forme, alors on a égalité dans I'inégalité de Wirtinger.
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Exercice (3). Phénoméne de Gibbs

Soit f: R — R la fonction 27-périodique qui coincide avec la fonc-
tion identité sur l'intervalle [0 ;27].

1. Déterminer les coefficients de Fourier de f.

2. Pour n € N*, on note .5,, la somme partielle de rang n de la série
de Fourier de f.

a) Montrer que la somme S,, posséde, comme fonction de la va-
riable z € [0;27][, des extrema locaux en nombre 2n, et que
le premier d’entre eux est un minimum local, atteint en le
point 7/(n+1).

- - e sin(t)
b) Montrer que Sn( — ) el 2/0 ; dt.

) o Tsin(t)
c) Interpréter ce dernier résultat, sachant que 2 dt~3,7.

o ¢

\_ J

» Corrigé.—

2m
1. Ona: ao(f)= f(t)dt:%/ tdt = 2w et, pour tout n € N*,
0

27 27
an(f)+ibn(f):% /0 f(t)ei”tdt:% /0 tel™tdy

27
1( 61nt 2m 1 int >
— = [# = dt
™ e in ]0 1><n/0 c
_ 1l 2n ,_ 2
_Wxixn n’

donc a,(f) =0 et b, (f) = —2/n.

n  sin(nz)

2. a) D’aprés 1), on a S, (z) =7 — zzk_l n

tout = € R, et donc

, pour tout n € N* et

n

Sy (x) = —2 Xﬂ: cos(kz) = —2Re< Z eikm)
k=1

k=1

. L inx
= —2Re<e“">< %), pour tout z €]0; 27,

S~—

> ~ —2cos ((ngl)m x sin (%)

)

sin (

|8
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Ainsi,

{S;L(:c):O o {sin (%) =0 ou cos (@):O

et x€[0;2m[ et £€]0;27,

o { z=2ET (noté zy) ot ke{1,2,...,n—1}

ou :c:nLHJrZ?’% (noté yi) ou ke{0,1,...,n}.

Pour tout n € N*| la fonction g, : =+ sin(nz/2) s’annule au point x,
avec gh(zr) = (n/2) cos(km) = (—1)*n/2 : ainsi, g, garde un signe
constant au voisinage de x, donc la fonction g s’annule en changeant
de signe en xy.

Comme par ailleurs les fonctions z — cos ((n+ 1)z /2) et z — sin(z/2)
sont de signe constant au voisinage du point z, on en déduit que S},
s’annule en changeant de signe en zy, ce qui prouve que S,, admet
un extremum local en ce point, et ce pour tout k € {1,2,...,n}.

On prouve de la méme facon que S,, admet un extremum local en
chacun des points yi, pour tout k € {0,1,...,n}.

Enfin, S7,(0) = —2n <0, S,,(7/(n+1)) =0 et S/, est continue et ne
s’annule pas sur |0;7/(n+1)[ : on en déduit que S, est décroissante
sur [0;7/(n+1)], et 'extremum local de S,, au point yo =7/(n+1)
est donc un minimum local.

D’aprés a), pour tout t € R\ 277,

St ()= —2cos (Wt) x sin (%) |
sin (5)
et en utilisant la formule sin(a) — sin(b) = 2sin (aT“b) COS (‘1;%')7 on

obtient, pour tout t € R\ 277,

Sn(t) = sin (3) ;Elzgwr%)t) _,_sin il(:(t )%)t) |
’ 2

De plus, S,,(0) =7 et S/, est continue sur R, donc pour tout z € R,

X

Su() = Sn(0)+ [ S (t)dt,
0
de sorte que
T AL sin ((n+ 3)t)
Sn(25) =7+ S’ (t)dt = +/ ] == = dt
("H) " /0 (®) " 0 ( sin (%) )
il si 1y
=14+ —T —I,, avec In:/ o ((n+2) ) dt.
n+1 0 sin (5)
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Le changement de variable v = (n+ 1)t donne

n+1/2

I, = / R siiy) du.
0 (

n+ %) sin (#jrl)

On définit alors la fonction

on: ]0;7]— R
sin(u)

i 1 n+1/2
U (n—I—%)siﬂ(gnﬁl) el " d
0 Squ]n:i{zw;w[.

Pour tout n € N, la fonction ¢,, est continue par morceaux, et ’on a
pour tout u €]0; 7|,

sin(u)

~-

puisque sin <

u u
(Pn(u) 2n-+1 ) n—+oco 2n+1 '

n—-+oo n

Par ailleurs, la fonction sinus est continue sur le segment [0;7?/ 2],
avec 'inégalité sin(x) > (2/m)z, valable sur ce méme segment. En
particulier, pour tout n € N* et tout u €]0; [,

sin(u)

C >0, donc 0< iy (u) <Kmx—7p—=:1p(u).

2n—+1

U
2n+1

; 2

sin ( ) > T
Comme la fonction ¢ est prolongeable par continuité sur [0; 7], elle
est donc intégrable sur cet intervalle, et d’aprés le théoréme de conver-

gence dominée :

L >/ 23111151/,) du, donc Sn( L ) >7r—/ 28111(u) du-
0 0

n——+4o0o 7’L+1 n—-+4o0o (%

La fonction f est de classe C! par morceaux, donc d’aprés le théoréme
de Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement, et

_ 0+27 _

S (0) —— 2 (£(0F) + £(07))

n—-+4o0o 2

Si la série de Fourier de f convergeait uniformément, on aurait alors,
d’aprés le théoréme de la double limite,

lim Sn( 11): lim S, (0)=m.

n—-+4o00 n n—-+oo

T

Or, d’aprés b), m — Sn(—) e 2

. sin(z)
n+1/ 5 100 0 x

dz~3,7.

sin(x)

- dz peut donc étre interprété comme « I’écart

Le nombre / 2
0

a la convergence uniforme » : c’est le phénomeéne de Gibbs.
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Exercice (4). Soit ’équation différentielle
(€): ¢’ +y=|sin(@)|.
1. Montrer que pour tout z € R,
, _ 2 4 cos(2m:
|sin(z)] = 7 - Z
n=1

2. Résoudre I’équation (£).
. J

» Corrigé.—
1. La fonction paire z + | sin(z)| est m-périodique, continue et C* par mor-
ceaux, donc sa série de Fourier converge (normalement) vers elle. On a

ao(f) = % /07T sin(t)dt = %[— cos(t)]§ = %

Pour tout n € N*, =

() = / sin(t)x cos(2nt)dt
= / sin ((2n + 1)t) —sin ((2n — l)t))dt

1 —cos (2n+1)t)  cos((2n—1)t) 1=
B S e e
1 2 2 _ —4 1
F(271—{—1 B 2n—1)_ @ x4n2_1-

Ainsi, pour tout ze R : -

+o0
_ 2 4 cos(2nz)
sin(z)| = = — —
EOEE RO
2. L’équation différentielle (£) devient
+oo
4 cos(2nx)
ty@)=2 -2y 2
y" () +y(z) = ”;4712—1

Cherchons une solution particuliere de I’équation différentielle sous la
forme z,(z) = Apx cos(2nz). On a alors
Vz €R, z,(z) = — Ay x4n? cos(2nz)
puis
cos(2nx) = 2, (z) + zp(z) = An(1 - 4n?) cos(2nz),
d’out A 1
1 —4n?
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Montrons alors que la fonction
Yp: T % +
est une solution particuliére de (&).

os(2nx —
La série Z (Zn—z(—n# a pour série dérivée Z (4712%1)2 X sin(2nz),

A2
et pour série dérivée seconde Z (4—247117 x cos(2nx), qui convergent
n —_—
toutes trois normalement sur R, car pour a € {0, 1, 2},
n® 1 1

)

(4n2 — 1)2 n—;\—-i’-oo E 8 n4_o‘

terme général d’une série numérique manifestement convergente : la fonc-
tion y, est ainsi de classe C? sur R. Pour tout réel z,

+o0

% 4 4n®
Y (B) =— — ————— xcos(2nz),
p (@) =—7 2 a2 1) (2n)
puis
" 2 4 R cos(2nz) (
Yo () +yp(z) = = — = ———— = |sin(z)|
p( ) yp( ) m T i 4n2_1 l )l

Par ailleurs, I’espace des solutions sur R de 'équation différentielle ho-
mogeéne y” +y =0 est I'espace {z — Acos(z) +psin(z); A, p€ R}.
Ainsi, les solutions de (£) sont les fonctions

x> \-cos(z) 4+ p-sin(z) + % 4a

lesquelles forment donc un espace affine de dimension 2.
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Exercice (5). Une caractérisation de la fonction sinus

Soit f: R — R une fonction 27-périodique et de classe C*; on
suppose que f'(0) =1 et que pour tout € R et pour tout n € N,
on a |f™)(z)] < 1.

1. Montrer que, pour tout p € Z\ {0} et pour tout k € N*,

C = ! C (k)
T’(f) (1xp)k P(-f )

ot ¢,(f) est le p-ieme coefficient de Fourier complexe de f.
En déduire que si |p| > 2, alors ¢,(f) =0.

2. a) Montrer alors que, pour tout = € R,

#(@) = 2N 4 oy (1) cos(a) + b1 () sin).

b) Montrer que bi(f) =1 et a;(f) =0.

c) Conclure.

\ J
» Corrigé.—
1. Pour p € Z\ {0},
1 27 .
o)== [ e

0

I.If_;P. L ([ie—iptf(t)}(z)ﬂ + L 2 fl(t)e—iptdt>

2m \lixp ixp Jo
2
_ 1, -1 B O U Epg
= 5 X 5ep (LM —FO) + g | f(BeTH
0

1 /

- iXp Cp(f)
De proche en proche, on obtient

VEEN', () = e )

donc pour tout p tel que |p| > 2 :

27
1 1 .
(1 < xlep (O = —L—| [ 1 pea
| |p|®x2m ' Jo

p
27 27
L [T ogus L [Ma-
0 0 |®

h |p|kx27r |p|kx27r

t 1/|p|F —— 0, al =0.
et comme 1/[p|* ———— 0, alors |e, (/)]
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2. a) La fonction f est 27w-périodique et de classe C*°, donc d’aprés le
théoréme de Dirichlet, pour tout =z € R,

ao(f)
2

f(@)=

(ak(f) cos(kx) + bi(f) Sin(k:c)) ,

et I'on a pour tout k£ € N*,

1 2w
1 /0 F(2) cos(kt)dt

— L / " FEOE + et = c_i(f) +enlf)
0

1 2
— / f(t)sin(kt)dt

2m
— o [ e - e i) —e-ih):
D’ou, pour k> 2, ax(f)=0bk(f)=0, et donc

£@) = 2 ¢y (1) os(a) + ba () sin(a).

b) Pour tout = € R, on a f'(z) = —a1(f)sin(z) +b1(f) cos(x),
d’ou 1= f'(0) =b1(f), et donc

f'(z)=—a1(f)sin(x)+cos(z )

=4/ 1+( al(f ( YT Sm ~r cos )

En posant § = arccos( V()14 (an(f ))2), on a

et

Fla)y=+1+ (a1 (f))2 ( cos(0) sin(z) + sin(6) cos(:z:)),

1+ (as(f))? = f'(w/2 —0) < 1, done a1 (f) =0.
Ainsi, Vz €R, f(z) = ao(f)/2+sin(z).
Enfin, |ao(f)|/2=max(|f(r/2)|,|f(~7/2)]) <1, donc ag(f) =0, et

finalement

Ve eR, f(z)=sin(z).
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Exercice (6). Intégrale de Fresnel (via les séries de Fourier)

+o0 it —+o00 . 5
1. Montrer que les intégrales € _dt et / 2™ 4t sont
convergentes. 0 Vit —o0

2. Soit f: R — C la fonction 1-périodique définie par f(z) = e2ina’
sur Pintervalle [0; 1] .

p .
a) Montrer que, pour tout p € Z, cap(f) = / 62”thdt, et en dé-
+00 p—1

+oo
duire que/ et gt = Z cop(f).

00 p=—00
+oo 5
b) Etabir alors que / et = —%— (f(0)+ f(1)), puis que

—00

+o0 +oo o~
/ cos(tQ)dt:/ sin(t?)dt = Z -
0 0

» Corrigé.—

1.

La fonction ¢ — €l //1 est continue sur ]0;+oo[, et ei'/v/t P 1/4/t;
_)

comme la fonction ¢+ 1/4/t est intégrable sur l'intervalle ]0; 1], alors
L it
I'intégrale / f/_ dt converge. De plus, pour tout A > 1,
0 t

At it oA At
e e 1 e
——dt= +—./ dt (I.P.P.
1 Vi [i\/i}l 2t J; 43/2 ( )

. A . : ,
iA 1 1 elt _el 1 +oo elt dt

\

TWA 1 2] B2 Asree i o), pn

€ €

La derniére intégrale est bien convergente, puisque pour tout t > 1,

on a |eit/t3/2] < 1/t3/2, on la fonction t > 1/t3/2 est intégrable sur
too it

Iintervalle [1;+oo[. On en déduit dés lors que I'intégrale / € _dt
it 1 Vi

dt. Le changement de

Vit

+o0o
converge, et qu’il en est donc de méme /
0

variable t = \/u/(2m) donne par ailleurs

+oo 1 ‘oo
/ 2™t qt = 2 du,
0 wor Jo  Vu

+oo +o0
. 2 n . 2 : 2
et comme t — 2™ est paire, alors 2™ qt =2 2™ dt est
p )
0

convergente. -
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2. a) Pour tout p € Z,

1 1
CQP(f):/O f(t)e_‘li”’tdt:/o eZiﬂ'(tz—th)dt

1 v 2 2 . 2 1 . 2
:/ 8217r<(t—p) —p )dt _ e—217rp 6217r(f;—p) dt

0 T 0
1 . 2 p+1 4 2
:/ PIE=R)" g :/ ™ du, avec u=p—t.
0 —
400 p-1
Enfin, l'intégrale / e2ime® Qg converge, donc
+o00 - N 5 N rp .,
/ 2™ doy = Nlim / 2™ du = th E / g2 gy,
_ —+oo J_ —+o0
- M—tee® M M—toop=—M+17P71

donc la série E / e2im® gy converge, et :

+o00 ee
Z / 2imu? diz = / 217ru du < 2627) / 217Tu du.

p=—00 p=—00 Bk

b) 1l est facile de voir que f est de classe C 1 par morceaux, et comme
elle est 1-périodique, alors d’aprés le théoréme de Dirichlet, on a pour

+ :
tout x €eR: f(z)= Zpim cp(f)e*™*, ot

+o00o +oo +o0
1=1(0)= Y e(f), et i=F(3)= D cp(N)e?"= D (~1Pepl(f),
et ainsi "~ "~ "
. o0 L
1—2{—1 _ f(O)‘|2’f(1) _ :z—: cp(f)x(l—l-(—l)p): ; cap(f)

+oc0 +oo
/ e2i7ru2 du=2 / 217ru du
—00 0

“+o00 +o0
_—_2(/ cos(27ru2)du—|—i/ sin(27ru2)du>,
0

0

+oo +oo

de sorte que / cos(2mu?)du = / sin(27u?)du = 1/4. Le change-
0 0

ment de variable ¢t = v/2mu donne finalement :

o0 +o00 f—
/ cos(t?)dt :/ sin(t?)dt = 2m
0 0

4
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Exercice (7). Equation de la chaleur La température d'une
barre métallique de longueur 7, maintenue a ses extrémités a la
température 0 est une fonction g : [0;7] x Ry — R, continue et vé-
rifiant les conditions suivantes.

(a). Pour tout z € [0;7]: g(z,0) = f(z), ot f: [0;7] — R est une
fonction de classe C! telle que f(0) = f(m)=0.

(b). Pour tout t € Ry, ¢(0,t) = g(m,t) =0.

) 0%g dg . )
(c). Les fonctions Erry et ¥ existent et sont continues sur
L o ) 0?
le produit [0;7] x R7, telles que 5?—(:6,75) = a—g(:z:,t) pour
7

tout (z,t) € [0;7] x R}

Le but de cet exercice est de montrer ’existence et 'unicité d’une
telle fonction g.

1. Montrer que si une telle fonction g existe, alors il existe une
suite (By )nens d’éléments de C* (R4 ;R) telle que

> V(z,t) €[0;n] xRy, g(z,t) = Z+j By, (t) sin(nx)
> V(t,n) €Ry x N*, Bl (t) = —n?By(t).

En déduire que, pour tout (z,t) € [0;7] x Ry,

(x t)——Zb e bsin(nz), avec b= %/0 f(z)sin(nz)dz

2. Montrer que la fonction ainsi construite répond & la question.

» Corrigé.—

1.

Pour tout t € Ry, on définit la fonction impaire g; : R — Ry, qui

est

om-périodique et définie sur [0; 7] par g.(z) = g(z,t). Il est facile de voir
que g; est continue et de classe C! par morceaux (méme de classe C B, et
comme elle est 2m-périodique alors sa série de Fourier converge normale-
ment vers elle. Comme g¢; est impaire, alors a,(g;) = 0 pour tout n €N,

et en notant B, (t) = b,(g¢), on a pour tout = € [0;7],

Z By, (t) sin(nx)

et Bp(t)= % /0 gi(z) sin(nz)dx = % /0 g(z,t) sin(nz)dz-
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Ensuite, la fonction (z,t) — g(z,t)sin(nz) est continue sur [0;7] x Ry,
donc d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégrale, la fonc-
tion B, est continue sur R .
De plus, la fonction (z,t) — dg/0t(x,t)sin(nzx) est continue sur le pro-
duit [0;7] x RY, donc d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe
intégrale, la fonction B, est de classe C! sur R, et pour tout ¢ >0,
"0 82
B (t) = 7 (9? (z,t) sin(nz)dz & —/ (z,t) sin(nz)dz.
0

En utilisant deux intégrations par parties consécutives, on a alors, pour
tout ¢ > 0,

Bl (t) = % ([ g (z, t) Sm(n:c —n/ B (x,t) cos(n:v)da:)

__Tn/ (z,t) cos(nz)dx
( z,t) cos( na:)] J+n /07‘ g(z,t) SiH(nm)dx)

=0 pa‘I (a)

9 ™
— _2% g(z, t) sin(nz)dz = —n?B,(t),
0

et par conséquent B, (t) = bpe ™t avec

by = Br(0)= _72r— /7r g(z,0) sin(nx)dz = % /Tf f(z)sin(nz)dz,
0 0

400 —n2t . .

et g(z,t) = E  bne sin(nx) pour tout (z,t) € [0; 7] x RY, et méme
n=

pour tout (z,t) € [0;7] x Ry, car

g(z,0) = go(x Zb (go) sin(nzx), ot by( /f

On a donc obtenu une unique expression possible pour une fonction
solution du probléme.

™
. Pour tout n € N*, avec b,, = 2 x) sin(nx)dx, on définit la fonction
™ Jo

hy : [0;7] xRy = R
(x,t) — bne_"ZtSin(na:).
Elle est continue, et 'on a pour tout (z,t) € [0; 7] x Ry, |hn(z,t)] < |by.
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La fonction impaire f : R — R, 2r-périodique telle que f(a:) = f(z) pour
tout = € [0; ] est (facilement vérifiable) de classe C!, donc

b (f) = % /7T f(z) sin(nz)dz = by,

Ainsi, by = bn(F) = bu(f)/n.

Or, d’aprés la formule de Parseval, la série E
comme

(bn(f’))2 converge, et

n>1
1 r 1,1 .
bal = | b0 ()] < E(—2 + (ba(f))7),
alors la série Z |b | converge. On en déduit que la série Z ™

converge normalement sur [0;7] x Ry, et la fonction

g: [0;7] xRy — R

+oo
(z,t) = > hn(a,1)

est continue sur [0 ;7] x R . De plus, pour tout a > 0 et tout ¢ € [a ; +-00],
‘ Ohy,
ot

qui est le terme général d’une série numérique convergente. On en déduit

(2,8)] < n?lbale™,

que la série E o Oh,, /0t converge normalement, donc uniformément
nz

sur le produit [0;7] x [a;+oo[. Par conséquent, dg/0t est bien définie
et continue, avec

| V(z,t) € [0;7] x RY, Z —n2b,e™™ tsin(na)-

On montre de méme que dg/0z et 8%g/ 8:1: sont bien définies et conti-
nues sur [0;7] X R%, avec pour tout couple (z,t) € [0;7] x RY,

ag (CE t)_—i_zoo b —n?t azg _+Oo a2 —n2t .
—(z,t)=>) nbpe cos(nz) et F(m,t)—z n“bpe sin(nx).
a

|
:
:
|
\ Ainsi, pour tout couple (z,t) € [0;7] x R%,

dg 9%
E(m,t): > (1),

Yo lin

ce qui prouve que la fonction g est solution de ’équation de la chaleur.
Le raisonnement mené a la question précédente garantit ainsi l'unicité
de cette solution.



Chapitre VII

Exemples d’application des
séries entiéres (Legon 413)

- )
Exercice (1).
Soit I’équation différentielle

(Hs): zy" +2y —2y=0.

1. Déterminer les solutions de (#3) développables en séries enticres.
2. Résoudre (H3).

3. Résoudre (H3) avec le changement de fonction z(z) = zy(z).
\. J

» Corrigé.—

On résout ici I'équation différentielle donnée par ’énoncé, en I'occurrence
(Hs) : zxy'(z) + 2y (x) —xxy(z) = 0.

1. On suppose que (H3) posséde une solution développable en série entiere,

+o0o
sous la forme y(z) = E o @n xz", de rayon de convergence R > 0.
n=

Alors, pour tout z € |—R; R[, on a :

—+o0 + o0
Y (x) = Z na,xz" ' et y'(z)= Z n(n—1)a,xz" "2
n=1 n=2

- 137 —
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d’on, pour tout x €|—R; R,

+o00 —+o0 —+00
0= Z n(n —1)apxz™ 42 Z nanxx™ 1 — Z anxz™t!
n=2 n=1

= n—1) +2n anxa: Xzt

Z Z

= Z n(n+1Da,xz" 1 — Zak—l x 2"
n=1 k=1

+00 s
= Z(k +1)(k + 2)agp1 xz" — Z ap_1xz"

k=0 oo k=1
=2a1+ Y ((k+1)(k+2)ars2 —ar_1)x
k=1
k-1
D’ott, a1 =0, et Vk € N*, apyq1 = )
1 (ke Dx(k+2)
a _ agk—1
2T 2k 4 1) x (2K + 2)
soit VkeN, ¢ et
2k+2 — 2k d
(2k +2)(x2k + 3)
Une récurrence facile donne alors, pour tout k£ € N,
ago
1 =0 et SRP... /R,
a2k+1 et  agg 2+ 1)
= 2n sh(z)
d’ou y(z) = agx — L —gyx—2L, et R=400.
y(@) 02(2n+1)! 0T © >
2. Sur I =]—00;0[ ou Iy =]0;+00[, on cherche une deuxiéme solution,

linéairement indépendante de la fonction y; : « — sh(x)/z.
On pose y(z) = A(z)xy;1(x) ; alors, pour tout réel ,

y'(z) = X (z)xy1(z) + A(@) 7 ()
et

' (@) = N (@) (2) + 2V (2) 3 (2) + A (@) xa (@),
d’ott, pour tout réel  non nul,
0=zxy"(z)+2¢ (z) — xxy(z)
— A@)x (xy (@) + i (2) — 21 ()

+ X (@)% (21 (z) + 2z xyy (2)) + N (z) xzxy] ().
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I
Or, ex(z) =X mém) =sh(z), et
I 1 —sh
2y1(z) + 2z xy)(z) =2 Sliw) + 2xx a:><01(a:)2 shix) = 2ch(z),
7

2cl
d'ott \'(z)=— ch(z) x\ ().

sh(z)

Ainsi, il existe un réel « tel que, pour tout = non nul,

N(2) = ax exp (/ ch(z) da:) — axe2ln(sh@)) — @

Sh(.fl?) Shz(q;)
_ de ch(z)
o ) —ax/ sh®(z) - sh(z) .

On obtient ainsi des solutions particuliéres de (#3) sous la forme :
ch(z) sh(x) ch(z)

X = X i
sh(z) L =
La fonction ys : @+ ch(z)/x est donc solution de (H3) sur Iy =]—o00;0],
ou sur Iy =]0; +o0l.

yp(x) = M) xy1(z) = ax

On conclut que sur I; ou Iy, on a I’égalité Sy, = Vect(y1,y2), avec

VreR, @)= o ()= B

Remarque.— En posant z(x) = xxy(x), nous avons alors
Z(@) =axy/(2) +y(@), et 2(z) = oxy” () + 29/ (2).
La fonction x — z(x) vérifie dés lors ’équation différentielle
2" (z) — z(x) = 0.
Les solutions de cette équation différentielle sont donc de la forme
z: x> axch(z) + Bxsh(z),
pour « et 8 parcourant R.

Il en résulte que sur I3 =]—o0;0[ ou sur Iy =]0; +ool, les solutions sont les

fonctions : h(2) h()
ch(z sh(z
T +Bx r

Y T aX

On aimerait avoir 'espace des solutions sur R* tout entier, qui est de di-
mension 47771 De plus, la question 3 est remplacée dans la solution par
une remarque ...

Enfin, pourquoi I’équadiff porte le nom Hjz, d’otl vient le 377
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N
( Exercice (2). Intégrale de Poisson

Soit 8 €]0;7[, et soit f: R— R :

z+— In (z° — 2z cos(9) + 1)
1. Déterminer le développement en série entiére de la fonction f.
Indication.— Calculer f'.
2. En déduire que Vz e]-1;1], /Wln (z* — 2z cos(6) +1)d6 = 0.
0

us

3. Calculer, pour z € R tel que |z| > 1,/ In (z® — 2z cos(0) + 1)d6.
0

4. Quediresiz=1ouz=-17

» Corrigé.—

1. Pour tout réel z :

() = 223:—2(:03(9) _ a;—e.ig—l—a;—e_i.e
x* — 2z cos(f) + 1 (z— e x(z —e71%)
_ R S 0 it
p—e z — el 1—éef% 1—e g
+oo +oo
= —elfx Z (e?xz)" —e10x Z (e ¥xz)", silz| <1,
n=0 n=0

+o0o
— Z ((eie)nJrl xz™ + (e_ie)n+1 xm")
n=0

+oo
— Z (ei(n+1)0 e e—i(n—l—l)@) x ™
n=0

400

=—2x Z cos ((n+1)0) xz™

n=0

Ainsi, pour tout z €]—1;1],

= n+1 2 cos(n)
_ - T . n
f(z) = £(0) 2x§0(:os((n+1)9)xn+1 2x§1‘n XEs

2. D’apreés 1, pour tout z €]—1;1],

/ In (z® — 2z cos(0) 4+ 1)df = ~2/ < Txx”)d@.
0 0
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cos(nd)

Or, pour tout #€[0;7], on a ‘ xa:”" <|z|™, et la série géométri-

cos(nb)

que g |z|"™ converge car |z| <1 : par conséquent, la série g -

converge normalement sur [0; 7], d’ou

™ E® Too . ™
/ <Z % cos(n0)> dé :Z % x/ cos(nf)df = 0.
0 n=1 0

XxT”

n=1

Ainsi, pour tout z € ]—1;1[, on a / In (z* — 2z cos(0) + 1) df = 0.
0

3. Soit x € R tel que |z| > 1. Alors,

/wln (z2—2xcos(9)—l—1)d9:/7rln (:cz(l—%cos(e)—l—%))dﬁ

0 Z

:/0 111(x2)d9+/0 ln((%)z—%cos(e)-kl)de

:/ In(z*)df,  car ’%’<1,
0

=rln(z?)=2r1n(|z|).
4. On a, pour 6 €]0;7],

f(1)=In (2—2cos(f)) =In (4 sin? (%)) =2In(2)+21In (sin (%))»

et 21n (sin (%)) =2In (% +oo(0)) =2In (9(% +oo(1)))

=21n(0) +21n (

Or, pour € € ]0 ;7T/2[,

/2
/ In(0)dd = [01n(0) — 6]7/2

- %ln(%) — %—/Fsln(e)—a 5) %ln(%)— %
/2

On en déduit que l'intégrale / In (si11(9))d0 converge. Le change-
0

ment de variable ¢ = 7 — 0 donne alors

/2 ™
In ( sin(@))do = In ( sin de,
J m(m@)ao= [ (sinto))a

™ /2
de sorte que / In (sin(0))dg = 2/ In (sin(#))dé.
0 0

Le changement de variable w = 7/2 — 6 donne, pour sa part,

/077/2 In (sin(6))dé = /0”/2 In (sin (% - u))du = /OW/2 In (cos(u))du,
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et donc
s /2 /2
/ In (sin(6))dg = / In (sin(6))dé + / In (cos(0))do
0 0 0
/2 /2 1
= / In (sin(0) cos(6))df = / In (5 8111(29)) dé
0 0
/2
= —% In(2) +/O In (sin(20))do
=-T In(2)+ ' / In (sin(z))dz, avec x = 2.
1 A
Ainsi, x
/0 In (sin(f))dé = — % In(2),
et
/ In(2-2 cos(0))dd = / (2 In(2)+21In (Sin (%))) dé
0 0
/2 0
=2m1n(2) + 2/ In (Sin (5)) dé
0

=27 1n(2) + 4/ In (sin(u))du, avec u = %7
0
= 27 In(2) — 4x %wln@) =0=f(-1).

Pour le calcul de f(1), le changement de variable § = — ¢ donne

f(1) = /O7T In (242 cos(6))dd = /07T In (24 2 cos(m — ©))dep

= /07r In (2 — 2 cos(¢p)) dy = 0.
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\.

Exercice (3). Application au dénombrement

Soit £ un ensemble a n éléments (n € N). On appelle dérangement
de E toute permutation o de F n’ayant aucun point fixe.

On note ¢, le nombre de dérangements de E. Ainsi, §; = 0 et par
convention, dp = 1.

noo/n
1. Montrer que, pour tout n € N, n! = Zk:o (k)dl”
2. Soit f: |-1;1[— R

a) Justifier la définition de f.
b) Montrer que, Vo €]—1;1], f(z)=--

c) En déduire que n(Z1)k
O =1 (; 0

3. Calculer de deux fagons différentes le développement en série en-
tiére au voisinage de 0 de la fonction

A 1 )
f e @

et en déduire une formule pour le nombre de couples (p, q) € N?
tels que 2p+ 3¢ = n, ot n est un entier naturel.

» Corrigé.—

I

Soit k€ {0,1,...,n}; il y a (}) parties de E a k éléments, et pour
chacune de ces parties il y a ,,_x permutations de E qui laissent fixes
les éléments de cette partie tout en dérangeant les autres éléments de F.

n n .
Il y a donc, en tout, Zk—o (k)én_k permutations de F, et donc

=2 (=2 ()= 5 (o

a) Pour tout n € N*, 0<4, <n!, donc 0<d,/n!<1, doncsi0<r<1
. 0
la série Z —7;7’" converge, 3
n!
Ainsi, le rayon de convergence de la série Z —73:" est supérieur ou
égal a 1, ce qui justifie la définition de f. ’
00 5 too 4
5 ; T _ k _k x

b) On a pour tout z €]-1;1[, f(z)e®” = (Z e )x(Z F)

k=0 k=0
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Comme ces deux séries entiéres convergent absolument, alors en uti-
lisant le produit de Cauchy, on a, pour tout z € ]—1;1[,

n

e —z<zm ) =3 (3 (2)ae)e

n=0 k=0 n=0 k=0

n=0

et donc f(z) =e */(1—z) pour tout = €]—1;1].

c) Toujours en utilisant le produit de Cauchy, on a pour tout z €]—1; 1],

. : . . ) n
et donc par identification des coefficients, — = ZA_O
tout n € N, soit n &

+oo +o0
Jle)= $21_1 X :1:31—1 = (2;);1;2P>x(qzzom3q>

“+ o0 400

=3 (X )er=d e

n=0 " (p,q)eN?; =0
2p+3q=n

avec a,, = Card({(p,q) € N?*|2p+3g=n}).
Deuxiéme calcul. On procéde & la décomposition en éléments simples
de f(x) pour |z| <1 :

f( )_ (1:2—1)(133_1) (w_1)2($+1)(x2+33+1)

(2= 1)*(@+1)(z—j)(z - %)

__A , B . C ., D . B

B=—=1 (w_1)2 1 ®—1 z — 52
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ou

e 1 :l" C: 1 :i7
1+ +1+1) 6 (-1-1)21-1+1) 4
D= -9 1 . .9 = ; 12 . .9
G -DE-DG-57)  @C-i-5)G-5%)
_ 1 S U
1.,.V3 1. V3 3iv/3 3V/3
(-g+ig +gtiy)
et E=D = i,
3v/3
En calculant de deux fagons différentes ll)l_*T_l zf(z), on obtient
0=A+0+C+D+E & A+C=0 & A=—C=-1,

4
et done, pour |z| < 1,

1. 1 1. 1 1. 1
f(x)_4x1—$+6x(1_x)2+4x1—|—33
. .2 ..
ij 1

+ X -
3v/3 1—xj 3V3  1—uaxj?

:+f(_}1—+ n+ 1 1 (=" 4 (jn+2_j2n—|—1)),

n=0 6 4 3\/§
d’ott, Vn € N,
o 5 (_1)71 n i n+2 _ 2n+1
=15t 77 +6+3\/§(J 7
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Exercice (4). Théoréme radial d’Abel — Application

Soit E a,x" une série entiére de rayon de convergence R > 0. On
suppose que la série E a, R" converge, et ’on pose, pour n € N,

+o00 Jeo
P = Z arRF et Vx€]-R;R[, R,(z)= Z apxh.
k=n+1 k=n+1

1. a) Montrer que, pour tout z € [0; R,
00 . .
=) 2 (@) (7))

b) En déduire que la série E anx™ converge uniformément sur

I'intervalle [0; R], puis que

+oo +oo

E a, R" = lim ( E anx”).
TR

n=0 <R n=0

2. Applications
a) Montrer que, pour tout p € N*,

00 n 1
-1
E (1) - / di , intégrale notée I,
— 1+np o 1+t

Calculer I, Iy et I3.

b) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

m271—|—2
2 n(n+1)(n+2)’

et montrer que, pour tout x €]—1;1[,
+oo

2n+2 1+$
z 2 2 2
=—(z°+1)In(l1—2z°) —2zxIn({ —=) +3z~.
nZ::l n(n+1)(2n+1) ( JIn ) (1—36)
+o0
En déduire que Z L =3—4In(2).

n=1 n(n+1)(2n+1)
c) Soient Zan et an deux séries convergentes, telles qu’en

n
posant ¢, = Zk—o apbn_r pour tout n € N, la série ch

converge. Montrer que

00 ~+o00 400
(;an>x(;bn) :n:Ocn.
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» Corrigé.—

a) Pour tout z € [0; R,

400 400 2 “+o0 k
By (z) = Z apz® = Z akRk<—%> = Z (rk_l—rk)(—;—)
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
+o00 k +o00 ke
= > ma(F) - X n(F)
k=n+1 k=n+1

(les séries convergent, car la suite (ry) est bornée et |x/R| < 1)
. k1 o \k
(5 B ) (3

b) Soit € > 0; comme 7, —— 0, alors il existe N € N tel que sin> N

n——+o0o

alors |r,| < e. On a donc, pour tout n > N et pour tout z € [0; R,

+oco . .
Rl < Iralx (2 e Y0 ((2)°-(2))
k=n+1
<6+6X(%)N+1<28.

Comme |r,| < e pour tout n > N, on a alors |R,(x)| < 2¢ pour tout

réel z € [0; R], et la sel ie Z anz™ converge uniformément sur [0; R).
—+oco
Par conséquent, Z an,R™ = lim anx”.
Tz R~ n=0

2. Applications
(1)
14+np

a) Pour p € N*, la série alternée converge ; il vient alors,

d’aprés le théoréme radial d’Abel,
—+o0 n “+o0 +o0 1
—1 14+n
(=1) = lim (-1)”‘73—27 = lim (—1)”/ t"Pdt.
. — : ;

Or, pour tout N € N,

ﬁ:(—l)n/oltnpdt:/01<i(_1)ntnp)dt:/01 1_(1122)1\]4.1 y

_ o _ (_1\N+1 (NP
- ( 1) d@
Jo 1417 Jo 1427

1 1
(N+1)
et0</ udt</ tN+lpgy — 1 s 0
0 :1+tp 0 1—F(Af+-1n) N—+o0
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oo (—1)" !
On en déduit que Z (=1) = / dt , d’olt
0

n=0 1+np 1 4¢P
+oo n 1
(-1) . dt 1_
E_O Thn )y T+ In(1+1t)]p=1n(2)

= [arctan(t)]§ = T

~— (=" :/1 dt
0

n:01+2n 1422 4
~— (=" :/1 dt :/1 dt
—143n Jo 1483 Jo (1+8)(t*—t+1)
R VR U L Tt SRPONE T 2
3 Jo 1+t 6 Jo t?—t+1 3 Jo 1+(T>2

@) -0+ V3 (ar
_3111(2) 0+ 5 (alctan(

Ml

)

L — arctan —_—1
73 e

_ 1 /3 _
3 In(2) + 9

b) D’aprés la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série
est égal a 1. D’autre part,

* 1 1 1 4
Vn € N¥, == _ ,
nin+1)(2n+1) " n+l  2n+l
2n—|—2 2n+2 2n+2
Les séries entiéres Z Z ] 2 ont un rayon

de convergence égal a 1, et I’on a donc pour tout x E] 1 JE

460 L2+ In+2

S(x)znz (n+1 )(2n+1) zx

oo( +o00

2n+2 2n—|—1

Zn+1 2n+1
Sy (Z_:ﬂ”—{;“” )

=—z%In(1—2?) —In(1 —2?) — 2 —4:1:(—111(1—m)+%ln(1—x2))+4:c2

1+z
11—z
——4In(2) —0+3.

T—1-

=—(2241)In(1—2?) —2zIn (

>—|—3x2

On conclut donc grace au théoréme radial d’Abel :

+o00
Z n(n+ 1)1(2n +1) =Bit)= 11—1?11— S{z)=8—4In(3).
n=1 !
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c) Les séries E iy E b, et E cn, étant convergentes, les trois séries

entiéres E G, E b,x™ et E cpx™ ont des rayons de conver-
gence supérieurs ou égaux a 1.

D’aprés le théoréme radial d’Abel, les fonctions

:10;1]— R : 1051 — R et h:|[0;1|]— R
y 9
+oo +oo +oo
T I—>Zanw” ) r—)anm" & HchSE”
n=0 n=0 n=0

sont donc continues, et les séries g a,z" et E b,x" sont absolu-

ment convergentes pour tout = € [0;1[. Le produit de convolution
s’applique donc, et pour tout z € [0;1],

+o0 +o0 +o0
F@g(@) = (D ana™)x (D bua") = ena™ = h(z),
puis n=0 n=0 n=0
A(1)= lim h(z) = lim /(x)g(z) = (lim /(2)) x (lim g(z)) = F(1)g(1),
<l <1 <l <l
ce qui est bien . +oo -

S o= (Soan)x(30)

n=0 n=0 n=0
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d )

Exercice (5). Application a I’algébre.— Une démonstration

du théoréme de Cayley-Hamilton. Soient A € M,,(C) et || -||

une norme sous-multiplicative sur M,,(C), et soit R > ||A]|.

1. Montrer que pour tout 6 € R, la matrice Re'’I,, — A est inversible
dans M,,(C), et que son inverse est

“+o0
(Reie)—1<Z(Rei0)—kAk).
k=0
2. En déduire que, pour tout k € N*,

2m

1 (Re)*(ReT, — A)~1df = AF1,

o ),
En déduire que pour tout polynéme P, on a
27

P(A)= 5 | Re'’ P(Rel%)(Re'1,, — A)~1d0.

3. On note x4 le polynéme caractéristique de la matrice A, autre-
ment dit x4 (X) = det(A — XI,,). Montrer que

="

27

2
xa(A) = / Relf tcom(RewIn — A)do,
0

et en déduire que x4(A) = 0.
. J

» Corrigé.—
1. On a Re“l,— A=Re" (I,— (Re’) L A), et ||(Re’) " A||=]||Al|/R<1, si
bien que la matrice I, — (Re!?) 1 A est inversible !, et

(In — (Re®)tA) = f(ReiG)_kAk.

k=0
La matrice Rel’I,, — A est des lors inversible, et
(ReT, — A) ™" = (Re®) 7 (I, — (Re’) 1 4) "

+oo

_ (Reie)—1<Z(Rew)—kAk>_

k=0

1. Clest classique, mais il est bon de rappeler que 'on utilise ici ’hypothése fournie
sur la norme, ainsi que le fait que 'espace des matrices est de Banach, de sorte que toute
série qui est y normalement convergente est convergente.



