Préparation a agrégation interne 2022-2023

Dualité et formes quadratiques.

Prérecquis sur les formes linéaires, bilinéaires symétriques et quadratiques.‘

Doivent étre travaillés et connus (partie 5.6 et 5.9 du programme du concours) :

La notion de forme linéaire, le lien avec les hyperplans, les systemes d’équations
linéaires et les sous-espaces vectoriels.

la définition d’une forme bilinéaire et d’'une forme quadratique dans un espace vec-
toriel (sur un corps quelconque de caractéristique différente de 2).

la matrice d’une forme bilinéaire /quadratique et la formule de changement de bases.

L’existence d’une base orthogonale pour une forme bilinéaire/quadratique et 1'al-
gorithme de Gauss pour trouver une telle base. En particulier il faut connaitre le
lien entre changements de base, changements de coordonnées, formes linéaires, bases
duales, bases antéduales, ainsi que des principes généraux de dualité.

La définition du rang, du noyau et du cone isotrope d’une forme bilinéaire/quadra-
tique.

Dans le cas réel, la signature d’une forme bilinéaire/quadratique et la loi d’inertie
de Sylvester.

Dans un espace euclidien, l'existence d’une base orthogonale pour une forme bi-
linéaire/quadratique qui est orthonormée pour le produit scalaire de I'espace eucli-
dien.

Les liens entre les quadriques (coniques en dimension 2) et les formes quadratiques.

Ces notions sont travaillées dans cette feuille. Les exercices 1 a 10 concernent les formes
linéaires et la dualité. Les exercices 11 a 15 concernent les formes bilinéaires symétriques
et les formes quadratiques.

Soit E un K-espace vectoriel. L’espace dual E* de E est ’ensemble des formes linéaires
sur F, c’est-a-dire des applications linéaires de F dans K. C’est un K-espace vectoriel
(structure héritée de la structure de K-espace vectoriel de 1'espace d’arrivée, c’est-a-dire
de K). Si F' est une partie de E*, on note °F = {z € E | Yu € F, u(x) = 0}. On 'appelle
I'orthogonal de F' (au sens de la dualité), c¢’est un sous-espace vectoriel de E. Si F' est une
partie de E, on note F° = {u € E* | Vx € F, u(z) = 0}. On 'appelle 'orthogonal de F’
(au sens de la dualité), c’est un sous-espace vectoriel de E*.



Rappel de dualité.

Sous-espaces vectoriels et systemes d’équations linéaires - Un hyperplan d’un
espace vectoriel est le noyau d’une forme linéaire. Par exemple 'hyperplan de R3 :

H={(z.y,2) ER* |z +y—2z=0}

est le noyau de la forme linéaire ¢, : (z,y,2) — = +y — 2z sur R3.

En dimension finie, un sous-espace vectoriel peut se définir comme une intersection
d’hyperplans, donc comme ’ensemble des vecteurs qui annulent un ensemble de formes
linéaires. Par exemple le sous-espace vectoriel de R3 :

F={(z,y,2) ER* |z +y—2=0, 2+22=0}

est 'ensemble des vecteurs de R3 qui annulent les formes ¢; : (x,y,2) — . +y — 2 et
G (x,y,2) = x4 22,

Le sous-espace I est aussi I’ensemble des vecteurs de R? qui annulent toutes les formes
linéaires sur R? de la forme \j¢; + Aachy, avec A, Ay € R (combinaisons lindéaires des
équations). Ainsi F est I'ensemble des vecteurs de R® qui annulent toutes les formes
linéaires du sous-espace vectoriel vect (¢1, ¢2) de (R?)*. En terme d’orthogonalité (au sens
de la dualité), cela s’écrit ainsi :

F = °vect <¢1, ¢2)

Cette formule exprime une correspondance (a la base de la notion de dualité) entre
les sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel et les sous-espaces vectoriels de son dual.

En dimension finie, les trois présentations suivantes d’un sous-espace vectoriel F' d’un
espace vectoriel F sont équivalentes :

-F=H N..NH,=keru; N...Nkerwuy intersection d’hyperplans

-F={z € E|u(x)=0,..,ux(x) = 0} ensemble des solutions d’un systeme de k
équations linéaires a dim F inconnues.

- F = {uy,...,ux}° = (vect (uy, ..., ux))° orthogonal d'une partie ou d'un sous-espace
vectoriel de E*.

Le lien entre dimension de l’espace des solutions d'un systeme linéaire et nombre
d’équations indépendantes est un résultat de dualité (exercice 10) : la dimension d’un
sous-espace vectoriel de E est la codimension de son orthogonal dans E*, c’est-a-dire du
sous-espace vectoriel de E* engendré par les formes linéaires définies par les équations du
systeme.

Bases duales et antéduales - En toute dimension, la famille duale d’une base d’un
espace vectoriel est une famille libre. En dimension finie, cette famille engendre le dual et
en est donc une base (exercice 2). En dimension infinie, ce n’est jamais le cas (exercice 5).

En toute dimension, il y a une injection canonique de E dans son bidual E** (exercice
3). En dimension finie, cette injection est un isomorphisme, parce que E et £** ont méme
dimension que E*. On peut parler d’“identification” canonique entre E et son bidual. Cet
isomorphisme entre E et E** en dimension finie permet de voir que toute base de E* est
la base duale d’une base de E (exercice 2).

Isomorphismes entre E et E* - Notons qu’il n’y a pas, en dimension finie, d’isomor-
phisme canonique entre E et E*. La donnée d’un tel isomorphisme correspond exactement



a la donnée d'une forme bilinéaire non dégénérée sur E (exercice 15) : a un isomorphisme
¢ de E sur E* correspond la forme bilinéaire (z,y) — ¢(z)(y) et a une forme bilinéaire
b sur E correspond le morphisme x — (y — b(x,y)) qui est un isomorphisme si la forme
b est non dégénérée. Cette correspondance induit un isomorphisme (canonique) entre
Hom(FE, E*) et Bilin(F) (utilisée par exemple en calcul différentiel pour la différentielle
seconde).

Principes généraux de dualité - En dimension finie on a vu une correspondance
bijective entre bases de E et bases de E* :

{bases de E' } = {bases de E* }

Ce qu’on appelle la dualité concerne essentiellement I’étude de la correspondance entre
les sous-espaces vectoriels de E et ceux de E*, définie par 1'orthogonalité (exercice 7) :
a toute partie A de E correspond la partie A° de E* des formes linéaires s’annulant sur
A. A toute partie B de E* correspond la partie °B de E des vecteurs de E sur lesquels
toutes les formes de B s’annulent (les “zéros” de B). On vérifie facilement que A° et °B
sont des sous-espaces vectoriels.

L’orthogonalité établit ainsi une correspondance entre les sous-espaces vectoriels de
et de E*.

o
{sous-espaces vectoriels de E } = {sous-espaces vectoriels de E* }
[¢]

A — A°
°A— A

Exemple : un hyperplan H de E correspond (“par dualité”) a une droite de E* : si H
est le noyau de la forme linéaire u, alors H° = vect (u) et H = °vect (u).

En dimension finie, cette correspondance entre les sous-espaces vectoriels de E et de E*
“fonctionne bien”, au sens ou elle est bijective, les relations d’orthogonalité étant inverses
I'une de l'autre (exercice 6).

o
{sous-espaces vectoriels de E } = {sous-espaces vectoriels de E* }
o

(A°) = A = A°
A = A= (A

Toujours en dimension finie, les propriétés suivantes sont fondamentales :

o
{sous-espaces vectoriels de E } = {sous-espaces vectoriels de E* }
o

ACB=B°CA°
dimA =k =codimA° =k

ANB =A°+ B°
A+B =A°NB°
E=AeB =E"=A"® B°
E=°A® °B=LE"=A®B

Certaines de ces propriétés sont vraies en dimension infinie, la plupart résultent immé-
diatement des définitions. D’autres sont spécifiques a la dimension finie. La deuxieme



propriété exprime que l'espace vectoriel des solutions d’un systeme linéaire a p équations
indépendantes et n inconnues est de dimension n — p, ou dualement qu'un sous-espace
vectoriel de dimension p d’un espace vectoriel de dimension n est l'intersection de n — p
hyperplans indépendants (c’est-a-dire noyaux de formes linéaires indépendantes).

En dimension infinie, la correspondance entre les sous-espaces vectoriels et leurs ortho-
gonaux ne fonctionnent plus tres bien, les égalités devenant parfois des inclusions (exercice
7).

Ces propriétés, et plus généralement les principes de dualité (zéros/fonctions) sont
utilisées dans plusieurs domaines des mathématiques, notamment en géométrie affine et
projective.

Exercice 1 : Forme linéaire et hyperplan.

Soit E un K-espace vectoriel.

1. Montrer qu'un sous-espace vectoriel de E est un hyperplan, c’est-a-dire un sous-
espace vectoriel de codimension 1 (admettant une droite comme supplémentaire), si
et seulement si c’est le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E.

2. (a) Soient up,us deux formes linéaires sur £. Montrer que si ker u; C ker uy, alors
il existe A € K tel que uy = Auy.

(b) En déduire que deux formes linéaires non nulles ont méme noyau si et seulement
si elles sont proportionnelles.

(¢) Soit H un hyperplan de E et f un endomorphisme de E. Montrer que H est
stable par f si et seulement si il existe A € K tel que Im(f — Nid) C H.

1. Si H =keru et x € E tel que u(x) # 0, alors H 4+ vect(x) = E. Réciproquement si
H @ vect(x) = E, alors la forme linéaire définie par wyy = 0 et u(x) =1 est non nulle et
de noyau H.

2.a. Siug =0, c’est trivial. Sinon, soit H = keru; et x € E tel que us(x) # 0. Alors

u(z) #0, E = H @ vect (z) et uy = Z?—g;ul car cette égalité est vraie sur H et en x.

2.b. évident. 2.c. Soit u une forme linéaire de noyau H. Alors uw o f est une forme
linéaire dont le noyau contient H, donc d’apres 2.a il existe A € R tel que uo f = Au.
Cela donne wo (f — Xid) = 0, ce qui est la question posée.

‘Exercice 2 : Base duale en dimension finie, dimE = dim E*.

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit B = (e, ..., €,) une base de E.
On note B* = (e}, ..., e}) sa famille duale, ou les ef € E* sont définis sur la base B par :

Vi,j €{1,...,n}, ei(e;) =iy
1. Montrer que pour tout z € F, on a :
r=cej(x)e; + ... + e (x)e,.

On dit que (e}, ...,€}) sont les formes coordonnées dans la base (eq, ..., e,).
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2. Montrer que pour toute forme linéaire u € £*, on a :
u=u(e)e] + ... +u(e)e;,.

Exprimer cette égalité sous forme matricielle, sur les matrices dans la base B.
3. Montrer que B* est une base de E* et en déduire que dim F = dim E*.

4. Montrer que si B et B’ sont deux bases distinctes de E, alors B* et B™* sont deux
bases distinctes de E*.

1. trivial.
2. triwvial. matgu = (ay ... ap) =a1(1 0 ...0)+---+a,(0 ...0).

3. D’apres ce qu’on vient de dire B* est génératrice de E*. Elle est libre de maniére
évidente en appliquant une C.L. nulle aux vecteurs ey, ..., €,.

4. Les vecteurs ey, ..., e, sont caractérisés en coordonnées par ey, ...,e. : si B* = B,
. , ,
on applique la formule de la question 1 auzx €.

’Exercice 3 : Deux preuves de l'existence de bases antéduales.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Nous allons montrer de deux
manieres différentes I’existence de bases antéduales aux bases de E*. La deuxieme preuve
utilise une base de référence dans E et elle est constructive (elle donne une méthode
matricielle pour calculer une base duale). La premiere preuve utilise un morphisme in-
trinseque (aux structures utilisées), qui ne nécessite aucun choix de base. On peut la
rendre constructive en travaillant dans des bases (le calcul matriciel serait alors le méme
que celui obtenu dans la deuxiéme preuve).

Premaiére preuve, non constructive.

1. Montrer que pour tout z € E non nul, il existe une forme linéaire non nulle v € E*
telle que u(z) # 0.

2. Pour tout x € E, on note ¢, 'application de E* dans K définie par ¢, : u — u(x).
Montrer que ¢, est une forme linéaire sur E*, c’est-a-dire un élément de (E*)*, le

bidual de E, noté E**.

3. Montrer que 'application suivante :

o : E — FE*
A SO

est un isomorphisme linéaire (on Uappelle l'isomorphisme canonique entre E et son

bidual E**).

4. Soit B, = (uq,...,u,) une base de E* et (B.)* = (uj,...,u}) sa base duale dans

E**. Montrer que B = ¢~ *((B.)*) est 'unique base de E antéduale de la base B,
(c’est-a-dire telle que B* = B,).



Deuzieme preuve, constructive.

Référence : [Rombaldi, mathématiques pour I’Agrégation, Algebre et géométrie, théoreme
14.2].

Soit By une base de E et B, = (uq, ..., u,) une base de E*. Pour ¢ = 1,...,n, on note
Ly

L; = matp, u; la matrice de u; dans la base By de E. On note Q = | : | la matrice dont
Ly,

les lignes sont les matrices lignes L;.

5. Montrer que () est inversible.

6. En notant O, ..., C, les colonnes de Q7' et ey, ..., e, les vecteurs de E de matrices
coordonnées C1,...,C, dans la base By de E, montrer que (ey, ..., e,) est 'unique
base de E antéduale de la base B..

7. Montrer que les formes linéaires sur K? définies par :

¢1:(z,y) =2ty $2: (,y) =z —y
forment une base de (K?)*. Déterminer la base antéduale de cette base (¢, ¢).

1. On prend un supplémentaire H de vect (x) et on construit u par exemple par u gy = 0
et u(z) = 1.

2.
3.
4.

5. Les lignes de la matrice ) sont linéairement indépendantes. Donc () est inversible
(on utilise ici une propriété fondamentale du déterminant, l'invariance par transposition
de la matrice).

6. (€1, ..., €,) est une base de E car la matrice dans By de cette famille de vecteurs est

Ly

inversible. On a | : | (Cy ... C,) = I,, donc L;.C; = & ; pour tout 1 < 4,j < n.
Ly,

Cela exprime matriciellement, dans la base By, que u;(e;) = 6;; pour tout 1 < 4,5 < n.

Donc (ey, ..., €,) est une base de E antéduale de la base B,. La base antéduale est unique
d’apres la question 4 de I'exercice 2.

1
2 = I, donc la base antéduale de (¢1,¢2) est la base

1
2
7. On a 1 1
2 2



’Exercice 4 : Changement de bases et de coordonnées. Bases duales et antéduales.

Cet exercice met en oeuvre le résultat de I'exercice 3. On se place dans ’espace vectoriel
R3.
1. (a) Montrer que B = (e; = (1,0,1),e2 = (0,1,—1),e3 = (1,1,1)) est une base de
R3.
(b) Déterminer les formes linéaires e, e}, e5 de la base duale B*, c’est-a-dire
déterminer les coordonnées d’un vecteur (z,y,z) € R dans la base B.

2 -1 -1 1
1 0 -1 0
1

1 1
11=1{0
-1 1 1 1 0

S = O
= o O

—1

donc la base duale de B est la base (uy : (z,y,2) — 22 —y — z,us : (2,y,2) —
r — zug : (r,y,2) = —x + y + z). Autrement dit les coordonnées du vecteurs
20—y — 2
(z,9,2) € R? dans la base B sont T —y
—T+y+=z

2. (a) Montrer que B, = (u; : (x,y,2) — z+y — 2z,us : (z,9,2) = —y + 2,us3 :
(2,9,2) = —x + 2)) forme une base de (R?)*.
r+y—=z
(b) Déterminer une base B = (e1,ez,e3) de R? telle que [ —y+ 2z | soit les
—Tr+z
coordonnées du vecteur (z,y,z) dans la base B, autrement dit déterminer la
base antéduale de la base B,.

I'inverse de la matrice 0o -1 1 est

—_ =
R
I )

’Exercice 5 : Le dual en dimension inﬁnie.‘

Soit £ = K[X]. On note (&;);en = (X")ien la base canonique de E. On note (€} );en sa
famille duale, ou les ef € E* sont définis comme en dimension finie par :

Vi,j €N, 6:(63') :5i,j‘

1. Montrer que la formule u = )2, ef définit un élément de E* et donner 'image de

P=ay+ a1 X+ --+a,X" par u.

2. Montrer que la famille (e});cn est une famille libre non génératrice de E*.



Exercice 6 : La dualité s’exprime sur les sous-espaces vectoriels.

Soit E un K-espace vectoriel.

1. Montrer que si F' est une partie de E, alors F° = (vect F')°.
2. Montrer que si F' est une partie de E*, alors °F = °(vect F').

’Exercice 7 : Les principes fondamentaux de dualité.‘

Référence : [Rombaldi, mathématiques pour I’Agrégation, Algebre et géométrie.

Soit F un K-espace vectoriel.

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de F et z € F tel que z ¢ F. Montrer qu'il existe
une forme linéaire u € E* telle que ujp = 0 et u(x) # 0. Indication : utiliser un
supplémentaire G de F & Kz dans E et la décomposition E=F @Kz & G.

2. Soit F, F, F5 des sous-espaces vectoriels de E. Montrer les propriétés suivantes :
(a) {0}° = E*, E° = {0}.
) F C F, = Fy° C Fy°.
(¢) F =°(F°). Indication : pour l'inclusion difficile, utiliser la question 1.
( ) (Fl —l— Fg)o - F]O N FQO.
) (F1 N Fy)° = Fi° 4+ Fy°. Indication : pour Uinclusion difficile, décomposer E
sous la forme E = G1®Go® (F1NFy) B G ot Gy et Gy est des supplémentaires

de Fy U Fy dans Fy et Fy, puis décomposer une forme linéaire u € (Fy N Fy)°
comme somme d’une forme nulle sur I} et une forme nulle sur F5.

3. Soit F, F, Fy des sous-espaces vectoriels de E*. Montrer les propriétés suivantes :

(a) °{0} = E, °E* = {0}.

(b) Fy C F,=°F, C°F,.

(c) FC(°F)°.

(d) °(F1 + Fy) =°F1 N°F,.

(e) oFl + OF2 C O(F1 N Fg)

4. A Taide de exemple E = K[X] (exercice 5), montrer que les inclusions dans les
questions 3.c et 3.e ne sont pas toujours des égalités.

5. On suppose que E est de dimension finie.

(a) Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors :
dim F' + dim F° = dim E.

(b) Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E*, alors :
dim °F' + dim F' = dim E.

Indication : utiliser des bases duales.

(¢) En déduire que les inclusions dans les questions 3.c et 3.e sont des égalités en
dimension finie.



’Exercice 8 : Famille génératrice de vecteurs et de formes linéaires.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit (e, ..., e,) une famille de vecteurs de E vérifiant la propriété suivante :
Yue E*,  ule) =...=ule,) =0 u=0.
Montrer que dim £ < n.
la famille (ey, ..., e,) engendre E.
2. Soit (uy, ..., u,) une famille de formes linéaires sur E vérifiant la propriété suivante :
Vee B, wu(x)=..=u,(z)=0&2x=0.

Montrer que dim F < n.

|Exercice 9 : Famille libre de formes linéaires. |

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et (uq,...,u;) une famille de formes
linéaires sur E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) La famille (uy, ..., uy) est libre.
(b) Lapplication u = (uy,...,u;) : E — K (définie par u(z) = (ui(z), ..., ux(z))) est

surjective.
(¢) codim{z € F | ui(x) = ... = ug(x) = 0} = k.
(d) I existe une famille (21, ...,zx) de F telle que le déterminant suivant est non nul :
ur(zr) ... ug(z)
: : | #0.
up(xr) ... ug(zk)

Indication : travailler avec des bases de E et de E*. Ce résultat est vrai en dimension
infinie, on peut donc en faire la preuve sans utiliser de base duale (mais en utilisant des
supplémentaires).

Exercice 10 : Condition sur les noyaux pour étre combinaison linéaire dans E*.

Soit E un K-espace vectoriel et uq, ..., u; des formes linéaires sur E. Montrer la pro-
priété suivante :

Vu € E*, wu € vect (uq,...,ug) < kerug N --- Nkeruy C keru
de deux manieres différentes :

1. dans le cas ou F est de dimension finie, en utilisant des bases. On se ramenera au
cas ou la famille (uy, ..., uy) est libre.

2. en dimension quelconque, en utilisant les propriétés de dualité (question 2 et 3 de
I'exercice 7). On exprimera les deux propositions de I’équivalence en terme de sous-
espaces vectoriels de I/ ou E* et leurs orthogonaux.



Exercice 11 : Une forme quadratique fondamentale : le plan hyperbolique.

On se place sur le plan vectoriel K? et on consideére 1'application :

g : K — K
(z,y) = 2zy

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique sur K? et déterminer sa forme polaire
b (c’est-a-dire la forme bilinéaire symétrique b telle que V(z,y) € K?, q((z,y)) =

b((z,y), (z,9))).

Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de K2.
Déterminer le noyau, le rang et le cone isotrope de q.
A Paide de I'algorithme de Gauss, déterminer une base de K? orthogonale pour g.

Déterminer toutes les bases orthogonales de K? pour q.

AR AN e

On suppose dans cette question que K = R.

(a) Déterminer la signature de q.

b) Trouver toutes les bases de R2 orthogonales pour ¢q et orthonormée pour le
g
pI‘OdUit scalaire canonique de RQ.

L b((x,y), (2',y)) = zy + 2'y.

2. mateq,q = (1) (1))

3.4.q((z,y)) = 2(z+y)*— 1 (z—y)? donc (voir la question 7 de I'exercice 3) q(a(3, 3)+
2

X 202
,—3) = 3a®—1b%. Cela exprime que la base ((3, 1), (3, —3)) de R? est orthogonale pour

b(
b.

N

1
2

‘Exercice 12 : Signature d’une forme quadratique somme de carrés.

Cet exercice étudie le lien entre le rang d'une forme quadratique et une écriture de
cette forme comme combinaison linéaire de carrés de formes linéaires.

1. En utilisant la question 2 de I'exercice 4, déterminer la signature et une base ortho-
gonale de la forme quadratique sur R? définie par :

¢:(@y,2) > (@+y—2)7"+ (-y+2)° =2z +2)"

Donner les matrices de ¢ dans la base canonique et dans la base orthogonale et
donner la formule de changement de base.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, uq, ..., u; des formes linéaires sur £
et Aq,..., \p des réels.

2. Montrer que ¢ = \ju? + ... + A\gui est une forme quadratique et donner sa forme
polaire.
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3. (a) Montrer que si la famille (uy,...,ux) est libre dans E*, alors rg(q) = k. Indi-
cation : prendre une base adaptée de E*, sa base antéduale et considérer la
matrice de q dans cette base.

(b) Montrer que rg(q) < rg(uq, ..., ug).

4. Application : donner le rang et la signature des formes quadratiques suivantes sur

R3 :

() q1: (v,9,2) = (2 +y)* + (z— 2)* -

(b) g2 : (v,y,2) = 2® + (x +y)* +2(x — 2)2+(y+2)
(c) g3: (z,y,2) = (x+y)* +2(x —2)* + (y + 2)*
(d) qa: (2,9, 2) = (2 +9)* +2(x = 2)> = (y + 2)*
(€) g5 (2,y,2) = 222 + 29 — (x +y)* — (v —y)°

Exercice 13 : Forme quadratique utilisant des traces sur les espaces de matrices.

On considere les applications suivantes :

by Mu(K)x M,(K) — K

(A, B) s tr(A'B)
by : Mu(K)xM,(K) — K
(A, B) > tr(AB)

1. Montrer que by et by sont des formes bilinéaires symétriques sur M,,(K). Donner les
formes quadratiques ¢; et go associées a by et bs.

2. Dans le cas n = 2, donner les matrices de b; et by dans la base canonique de My (K).

3. Montrer que les formes bilinéaires b; et by sont non dégénérées. Indication : on
pourra soit déterminer les matrices de by et by dans la base canonique de M, (K),
soit déterminer les noyaux M,(K)* de ces formes bilinéaires.

4. On suppose dans cette question que K = R.
(a) Déterminer la signature de la forme quadratique ¢;.

(b) Dans le cas n = 2, déterminer la signature de la forme quadratique ¢o & 1’aide
du procédé d’orthogonalisation de Gauss.

(¢) Montrer (pour n quelconque) que les sous-espaces vectoriels Sym,, (R) et Antisym,,(R),
formés respectivement des matrices symétriques et antisymétriques, sont ortho-
gonaux pour bs.

(d) Déterminer la signatures de la forme quadratique gs.
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’Exercice 14 : Signature et restriction d’une forme quadratique.

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n, muni d’une forme quadratique ¢ de
signature (r,s). Soit H un hyperplan de E. On note (rg,sg) la signature de la forme
quadratique q4.
1. Montrer que r — 1 <ry <rets—1< sy <s. Indication : utiliser la définition de
T et s.

2. Montrer a ’aide d’exemples que les quatre possibilités obtenues a la question 1 pour
la signature de ¢ peuvent se réaliser. Indication : les exemples peuvent €tre trouvés
en dimension 2 et généralisés en dimension quelconque.

‘Exercice 15 : Une forme bilinéaire non dégénérée identifie £ et £*.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Dans cet exercice, on va montrer que la
donnée d’un isomorphisme entre F et E* est exactement la donnée d’une forme bilinéaire
(non nécessairement symétrique) non dégénérée sur F. On commence par I'exemple fon-
damental d’un espace euclidien.

1. On se place dans R™ muni de son produit scalaire canonique noté < | >. Montrer
que toute forme linéaire v € (R™)* est de la forme x —< a|z > pour un certain
vecteur a € R™. Indication : travailler en coordonnées dans la base canonique.

2. On se place dans un espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire canonique noté
< | >. Montrer que toute forme linéaire u € E* est de la forme z +—< a|z > pour
un certain vecteur a € E. Indication : travailler en coordonnées dans une base.

3. On se place dans un espace vectoriel £ muni d’une forme bilinéaire non dégénérée
b.
(a) Montrer que 'application :

o  EF — FE*
x = ox):y—bz,y)
est bien définie et linéaire.
(b) Montrer que b est non dégénérée si et seulement si ¢ est injective.

(c) Si B est une base de F, comparer la matrice de ¢ dans les bases B de E et B*
de E* avec la matrice de b dans la base B.

(d) Montrer que ¢ est un isomorphisme si et seulement si b est non dégénérée.

4. En déduire que si b est une forme bilinéaire non dégénérée sur F, alors toute forme
linéaire u € E* est de la forme x — b(a, ) pour un certain vecteur a € E.

5. Réciproquement, on suppose que ¢ : £ — E* est un isomorphisme. Montrer que b
définie sur F x E par b : (z,y) — ¢(x)(y) est une forme bilinéaire non dégénérée
sur .

6. Application (utiliser 'exercice 13) : soit H un hyperplan de M, (R). Montrer qu’il
existe deux matrices non nulle A, B € M,,(R) telle que :

VM € M,(R), M€ H < tr(A*M)=0<% tr(BM) = 0.
Quel lien y a-t-il entre A et B?
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Exercice 16 : La signature peut se voir sur les mineurs principaux de la matrice.

Référence : Gourdon, Algebre.

Etant donnée une matrice A = (a;j)1<ij<n € M,(K), pour tout £ = 1,...,n, on
appelle k-ieme mineur principal de A le déterminant d;, de la sous-matrice de A formée
des k premieres lignes et colonnes :

di = det ((a;;)1<ij<k)-

On veut montrer que si A est une matrice symétrique réelle, alors A est une matrice
définie positive (c’est-a-dire une matrice de produit scalaire) si et seulement si tous ses
mineurs principaux sont strictement positifs (critére de Sylvester). C’est un cas particulier
d’un résultat plus général sur la détection de la signature par les mineurs principaux.

On se place dans R™.

1. Montrer que si b est une forme bilinéaire sur R”, alors les déterminants de toutes
les matrices de b (dans toute base de R™) ont méme signe.

2. Montrer que si A est une matrice d’un produit scalaire sur R", alors tous ses mineurs
principaux sont strictement positifs.

On considere désormais une matrice symétrique réelle S dont tous les mineurs princi-
paux sont strictement positifs. On considere une base B = (ey, ..., e,) de R" et la forme
bilinaire symétrique b telle que matg b = S. On note ¢ la forme quadratique associée a b.

3. On note H = vect (eq, ..., €,). Montrer que b est un produit scalaire si et seulement
si by est un produit scalaire et g(e,) > 0. Indication : pour le sens difficile, prendre
une base orthonormée de H pour by et la compléter avec un vecteur orthogonal a
H. Puis considérer les déterminants.

4. En déduire par récurrence le critere de Sylvester.

Exercice 17 : Vrai/Faux

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier la réponse.

1. Les deux matrices suivantes sont congruentes dans M3(R) :

2 0 0 -1 0 0
A=10 -2 0 B=|0 10
0 0 1 0 01

c’est-a-dire il existe une matrice inversible P € GL3(R) telle que *PAP = B.

2. Soient uy, uy, us trois formes linéaires non nulles sur R3. La forme quadratique u? +

u3 — u? possede des vecteurs z # 0 tels que g(z) < 0.

3. Soient uy, us, us trois formes linéaires non nulles sur R3. La forme quadratique u? +

u3 — u3 possede des vecteurs isotropes non nuls.
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Une forme quadratique non dégénérée ne possede pas de vecteur isotrope non nul.

5. Soit E un espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E. Si g est non dégénérée,

10.

11.

alors pour tout sous-espace vectoriel F'de E, on a E = F @ F*.

Soit E un espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur F. Si ¢ est non dégénérée,
alors pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a F = (F4)*.

Soit E un espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E. Si x est un vecteur
isotrope, alors pour tout y € E, on a ¢(x 4+ y) = q(y).

Soit £ un R-espace vectoriel, ¢ une forme quadratique sur E de signature (p, q). Si
F' est un sous-espace vectoriel de F de dimension > max(p, ¢), alors F' possede un
vecteur isotrope.

. Il existe une base B de R? et une forme quadratique ¢ sur R? telles que :

matp q¢ = —b
Il existe une base B de R? et un endomorphisme symétrique f de I'espace euclidien
R? muni du produit scalaire usuel tels que :

-1 1
matg f = < 0 1) .
Etant données les deux matrices suivantes :

2 1 -1 1
=) o= (0)
il existe une matrice inversible P € GLy(R) telle que “PAP et 'PBP soient diago-
nales.
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