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Intégration

Exercice 1. Soit a < b et f : [a,b] — R une fonction continue et positive.
Montrer que

b
/ ft)dt =0 <> f=0.

Exercice 2. Soit f: [0,1] — R une fonction continue vérifiant
1
/ f)dt = 0.
0
Montrer qu’il existe x €]0, 1] vérifiant

/w tf(t)dt = 0.
0

Exercice 3. Soit f : [a,b] = R une fonction continue. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que
b
~ [ 1rtwyae
a

/a " Foye

Exercice 4. Soit f : R — R une fonction continue. Montrer que la fonction

IEZ

g:x— f)dt

est dérivable et calculer sa dérivée.

Exercice 5. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b].
1. Montrer que f est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier
2. Montrer que f est Riemann intégrable.

Exercice 6. (Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction continue par morceauz
sur un segment [a,b]. Montrer que

n—-+4oo

b
lim / f(z)sin(nx)dz = 0.

Exercice 7. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b].

1. Montrer que f est limite uniforme d’une suite de fonctions continues
affines par morceaux



2. Montrer que toute fonction affine par morceauzr sur un segment [a,b]
admet des primitives

8. Montrer que f admet des primitives.

Exercice 8. Soit ¢ une fonction définie sur 0,1 par

1. Montrer que @ est bien définie et que cette fonction se prolonge par conti-
nuité en 0 et en 1.

2. En déduire la valeur de

Exercice 9. Montrer que

lim 1 =1In2.
n—>+ook=0 —+

Exercice 10. En faisant apparaitre une somme de Riemann donner un équivalent
simple de

Sp = i Vk.
k=1

Exercice 11. Déterminer, a l'aide de changements de variables, les primitives

1
dz.
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Exercice 12. Déterminer une primitive sur | — oo, —1[ ou sur | — 1,4o0[ de
T —— .
1+ a3

1

Exercice 13. Déterminer une primitive sur R de =z — ﬁ
—sinz

(on pourra utiliser le changement de variable t = tan(z/2)).

Exercice 14. Déterminer une primitive sur |0,4+o00[ de  — ve* —1 (on
posera u = /e — 1).

Exercice 15. Déterminer une primitive sur }

dx
3

T
,f{dexﬁ — -
2 sin® x

N

z
En déduire la valeur de /

= sin®x
4



Exercice 16. Soit I,, = fo% sin” xdx,
1. Montrer que I, = fog cos" xzdx et I, > 0.
2. Montrer que pour tout n € N,

1
n-l—I

n+2 = m n-

3. En déduire l’expression de Iy, et Izpy1 pour p € N.
4. Montrer que (I,) décroit, que nl,I,,_1 est constant et que I ~ \/7-.

Exercice 17. Soit I, = 01 (1:;”)” e*dzr.

1. Montrer que (I,) converge vers 0.

2. Montrer que

3. En déduire que
n
. 1
% szo R

Exercice 18. Etudier la convergence des intégrales suivantes :

1 o .

Inx sinx
Jii = ——d R Jig = d
11 /0 2o (1= 22)P z,a,f € 12 /0 Lo
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Exercice 19. Déterminer la limite de la suite de terme général

4
un:/ tan" xdx.
0

Exercice 20. FEtudier la limite éventuelle de la suite de terme général

“+oo m
Exercice 21. Etablir que

+00 £2\ " +oo 5
/ <1 + ) dt — 100 / e~ dt.
—00 n —00

Exercice 22. Prouver que

1 400 -1
Int —1)"
A p =
o 1+t n:O(2n+1)



Exercice 23. On note pour n et m € N

I(m) = /01 2" (Inz)™dz.

1. Caleuler I,(m). En déduire I, (n).
2. En déduire
1 +oo
/ x %dx = Z n~".
0 n=1
Exercice 24. Montrer
/+oo Ji:'o (_l)n_ldt o Ji:’o (_1)n—1
0 o nPit? 2 n
Exercice 25. On considére

+o0 e—xtz
- c
@) A 1+ 2

1. Montrer que f est définie et continue sur RT.

2. Montrer que f est dérivable sur ]0,+o0[ et est solution de

™
y—M=%:~
NG

Exercice 26. On considere
+oo s
fizw / e~ gy
0
1. Montrer que f est définie, de classe C' sur R et vérifie

2. En déduire Uexpression de f(x) sachant que f(0) = @



