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Exercice 1. Intégrales de Wallis
Les intégrales de Wallis sont données par

In =

∫ π
2

0

(sin θ)ndθ, Jn =

∫ π
2

0

(cos θ)ndθ

1. Montrer que In = Jn.

2. Montrer que I0 = π
2 et I1 = 1, et que la suite (In) est décroissante.

3. Montrer la relation de récurrence In+1 = n
n+1In−1 pour tout n ≥ 1.

4. Montrer que pour tout n ∈ N,

I2n =
π

2

(2n)!

4n(n!)2
, I2n+1 =

4n(n!)2

(2n+ 1)!
.

5. Montrer que I2n ∼ I2n+1 ∼ I2n+2, et en déduire que

I22n ∼ I2nI2n+1 ∼
π

4n
.

Exercice 2. Formule de Stirling

1. Montrer que pour tout p ∈ N∗ et x ∈ [p, p+ 1],

0 ≤
∫ p+1

p

ln

(
x

p

)
dx ≤ ln

(
1 +

1

p

)
.

2. En sommant la relation précédente pour p entre 1 et n− 1 montrer que

ln(n!) = n ln(n)− n+O(ln(n)).

3. Soit un = ln(n!) − n ln(n) + n. Donner un développement limité à l’ordre 2 de un+1 − un. En
déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que

ln(n!) = n ln(n)− n+
1

2
ln(n) + C + o(1).

4. En utilisant l’exercice précédent (question 5) déduire la formule de Stirling :

n! ∼
(n
e

)n√
2nπ.

Exercice 3. Calcul de l’intégrale de Gauss

Posons fn(x) =

(
1 +

x2

n

)−n
. Montrer que

∫ +∞

−∞
e−t

2

dt = lim
n→∞

∫ +∞

−∞

(
1 +

t2

n

)−n
dt
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Montrer que

∫ +∞

−∞

(
1 +

t2

n

)−n
dt = 2

√
n

∫ π
2

0

cos2n−2(x)dx et en déduire en utilisant l’exercice 2 que

∫ +∞

−∞
e−t

2

dt =
√
π

.

Exercice 4. Sommes de Riemann

1. Soit f : [0, 1]→ R de classe C1. Montrer que∫ 1

0

f(t)dt =
1

n

n−1∑
k=0

f(
k

n
)− 1

2n
(f(1)− f(0)) + o(

1

n
)

2. On pose pour n ∈ N, Un =
∑n
k=1

1
k et Vn =

∑n
k=1

(−1)k−1

k .

(a) Calculer la limite quand n→∞ de U2n − Un en utilisant une somme de Riemann.

(b) Rappeler pourquoi limn→∞ Vn existe et calculer cette limite.

3. Soit x ∈ R \ {±1}. On pose f(x) =
∫ 2π

0
ln(x2 − 2x cos t+ 1)dt.

(a) Déterminer Df .

(b) Factoriser sur C le polynôme Xn − 1.

(c) Calculer f(x) à l’aide de ses sommes de Riemann.

Exercice 5. Transformée de Laplace
Notons E l’ensemble des fonctions de R+ à valeurs dans R continues et telles que

∫ +∞
0
|f(x)|dx < +∞.

Soit f ∈ E.
La transformée de Laplace de f notée L(f) est l’application de R+ dans R définie par

L(f)(λ) =

∫ +∞

0

e−λxf(x)dx

1. Montrer que L(f) est continue sur R+ et C∞ sur R∗+ avec pour n ≥ 1 :

(−1)nL(f)(n)(λ) =

∫ +∞

0

xne−λxf(x)dx

2. Soit F la fonction définie par F (t) =
∫ t
0
f(u)du si t ≥ 0.

Soit a > 0. Montrer que

L(f)(a) = a

∫ +∞

0

e−auF (u)du

3. On suppose que L(f) = 0.

(a) Montrer que la fonction ]0, 1]→ R, u 7→ F (− lnu) est continue et prolongeable par continuité
en 0.

(b) Montrer que pour tout n ≥ 1,
∫ 1

0
un−1F (− lnu)du = 0.

4. Montrer que l’application f 7→ L(f) est injective sur E.

Exercice 6. Convergences
Soit I un intervalle (du type [a, b] ou [a,+∞[ ou ]−∞, a] ou ]−∞,+∞[) de R. On note E l’ensemble
des fonctions continues sur I à valeurs réelles. On note L1(I) l’ensemble des fonctions de E telles
que

∫
I
f(x)dx soit absolument convergente. On note L2(I) l’ensemble des fonctions de E telles que∫

I
f2(x)dx soit convergente.

1. Montrer que L1(I) est un sous-espace vectoriel de E. On définit pour f ∈ L1(I), ‖f‖1 =∫
I
|f(x)|dx. Montrer que ‖ ‖1 est une norme sur L1(I).

2. On suppose que ‖fn − f‖1 → 0. Est-ce que fn converge simplement vers f sur I ?
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3. On suppose que (fn)n est une suite de E qui converge simplement vers f . Est-ce que fn tend
vers f pour la norme ‖ ‖1 ?

4. Montrer que si f, g ∈ L2(I), fg ∈ L1(I). En déduire que (f, g) 7→
∫
I
f(x)g(x)dx est un produit

scalaire sur L2(I).

5. (L2(I), ‖ ‖2) est-il un espace de Hilbert ?

6. Calculer inf
(a,b)∈R2

∫ +∞

0

(x2 − ax− b)2e−2xdx.

7. Les espaces L1(I) et L2(I) sont-ils comparables (au sens de l’inclusion) ?

Sur L1(I) ∩ L2(I), les normes ‖ ‖1 et ‖ ‖2 sont-elles équivalentes ?

Exercice 7. Fonction gamma d’Euler
Livre de Gourdon
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