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Exemples d’applications de

la notion de compacité
(Lecon 454)

Exercice (1). Théoréme de d’Alembert-Gauss

Soit P un polynoéme non constant, & coefficients réels ou complexes.
1. Montrer qu'’il existe zg € C tel que |P(z0)| = mi(]él (|1P(2)]).
z€

2. Montrer que P(zp) =0.

» Corrigé.—
1. Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 1, noté :

P(X) :aan+a71—1Xn_1+'"+Q1X+a07

ou ag, ay,-..,a, € C et a, #0. Pour z € C* :

|P(Z)|=|an|-|z|"(1+b-%+---+a—0-i)—>+oo,

|an‘ ‘anl zn n—-+oo
donc il existe R > 0 tel que si |z| > R, alors |P(z)| > |P(0)].

Par ailleurs, la fonction f: z — |P(z)]| est continue sur C, et
comme D(0, R) = {z € C tel que |2| < R} est un compact,
alors f(E(O , R)) est un compact de R, et par conséquent il
existe 20 € D(0, R) tel que f(z0) = inf  f(2),s0it:|P(20)|= min |P(2)|.
z€D(0,R) z€D(0,R)
Comme : |2| > R=>|P(2)| > |P(0)| > min [|P(z)|= f(20),
z€D(0,R)
alors |P(z0)| = Inelél |P(z)].



2. D’aprés la formule de Taylor, on a pour tout z € C :

- P®) (2
P(zo+2)= Zbkzk avec by, = % <k<n),
k=0

pn)

et en particulier, b, = ﬂ =a, #0.
n!

Soit alors k =min {j € {1,2,...,n} tel que b; #0}.
Supposons by # 0 et soit w € C qui vérifie wk = —bo , alors pour

k
tout t € [0;1] :

P(20+wt) = by 4 bpw*t® + ' (bp w4+ b )
=by— botk + botka(t),

-1
bo

|P(20 +wt)| = |bo| - |1 — tF +t*e(t)]
< Jbo| - (1 ="+ t*[e(®)]) = [bo| - (1 — " (1 = [e()])).-

Comme ¢(t) ﬁO, alors: Ja€]0;1[; 0<t<a=l|e(t)| <1,
—
et :

ott £(t) (bpprwh it 4 bwntn k) —— 0, dlot:
—

|f(z0+wt)| < [bo| - (1= " (1= |e(®)])) < [bo] = |P(0)],
ce qui contredit le fait que |P(zo)| = miél |P(2)].
zE
On en déduit que P(zp) =0.



Exercice (2). Théoréme de Dini
Soit (F,d) un espace métrique compact, et (f,)nen une suite d’applica-
tions continues définies sur F et & valeurs dans R telle que :
(i) La suite (fy)nen converge simplement vers une fonction f continue
sur F.

(i1) La suite (fy)nen est croissante.

Pour € >0 et n €N, on note F,, . = {z € E tel que fn(z) < f(z) —¢€}.
1. a) Montrer que F,, . est un compact de E, et que la suite (F c)nen
est décroissante pour I'inclusion.

b) Montrer que (| F, .= et en déduire qu’il existe ng € N
neN
tel que F, . = 2.

c) En déduire que la suite (fy,)nen converge uniformément sur E vers
f-
2. Application. Soit pg: [0;1] -+ R et pour n € N :
0

pn+1: [0;1] =R
x> pn(z) + % (ac - (Pn(;v))2>

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (p,, )nen sur [0; 1].

» Corrigé.—
1. a) Pour tout € > 0 et tout n € N, la fonction g, : £ — R
2 ful@) = f(2)+<
est continue, donc F, . = (gnc) (] —00;0]) est un fermé de E,
comme image réciproque d’un intervalle fermé de R par une applica-
tion continue.
C’est aussi un compact, comme partie fermée de ’espace compact E.

Ensuite : pour tout € F41. on a fry1(x) < f(z) —¢, et comme
la suite (fn(gc))neN est décroissante, alors f,(z) < f(x) — ¢, donc
x € I, ., ce qui prouve que pour tout n € N, Fj,11 . C F, .

b) Supposons que ﬂ F, - # @, et considérons un élément = de cet en-

neN
semble.

Dans ce cas, pour tout n €N, z € F, . donc f,(x) < f(z) —¢, et la
suite (fn(a‘))n ¢y e converge pas vers f (x), ce qui contredit ’hypo-
these faite dans ’énoncé.



On en déduit que m Frhe=2.
neN

On raisonne ensuite par l’absurde & nouveau : supposons que pour
tout peN, F, . # I, et soit x, € Fj ..
De la suite (xp)pen d’éléments du compact E, on peut extraire une
sous-suite (T, (p))pen qui converge vers un élément x de F.
Ainsi pour tout p €N, x = lim wx,(,), et comme si n > p,
n:;—poo
alors p(n) > ¢(p) = p et donc Fi () . C Fy - : onen déduit que (2, (n))n>p
est une suite d’éléments du compact F}, ., et donc que la limite = ap-
partient encore & Fj, ..
Ainsi, x € ﬂ F.c, ce qui contredit le fait que cette intersection est
peN

vide : il existe donc ng € N tel que Fj,, . = &.

¢) Soit € >0 : d’aprés b), il existe ng € N tel que F,, . = &, et comme
la suite (F), c)nen est décroissante pour I'inclusion, alors pour
tout n=2mng: Fp.=9.
Ainsi, pour tout n >ng: Vex € E, f(x)—e < fuo(z) < f(x), donc :

vn}n(ﬁ ||fn_f||oo §€,

ce qui prouve que la suite (f,)nen converge uniformément vers f
dans F.
2. Application.

Soit x € [0;1], on note u, = py,(z) pour tout n €N, et alors :

VneN, upt1=f(u,) ou f:[0;1]—= R
tst+i(z—1?)

Pour tout t € [0;1], f'(t)=1—t>0et f est croissante sur [0; 1], et pour
tout t€[0;1]: 0<gz=f(0)< f(O)<f(1)=3(1+2)<1.
L’intervalle [0;1] est donc stable par la fonction croissante f

et up € [0;1], donc la suite (uy)nen est monotone.

Comme u; = § > 0 = uy, cette suite est méme croissante ; majorée par
1, elle converge donc vers une limite ¢ qui vérifie £ = f(¢) puisque f est
continue sur [0; 1], soit :

(=l+i@z-P)elP=ssl=\/roul=—\r

Comme = lim wu, €[0;1], alors u, " NER= nll)g_loo pn(x) =+/T,

n—-+o0o

et ce pour tout = € [0;1].

Ainsi la suite (pn)nen est formée de fonctions continues (restriction de



fonctions polynomes & [0; 1] qui est un intervalle compact pour la dis-

tance usuelle sur R), est croissante et converge simplement vers la fonc-

tion g: [0;1] =R : d’aprés le théoréme de Dini, la suite (pp)nen
T /T

converge uniformément sur [0;1] vers la fonction g.

Exercice (3). Théoréme de Heine et deuxiéme théoréme de Dini

1. Théoréme de Heine.

Soient a,b € R avec a < b, et f: [a;b] — R une fonction continue.
Montrer que f est uniformément continue sur [a;b].

2. Deuxiéme théoréme de Dini.

a) Soit pour tout n €N, f,,: [a;b] — R une fonction continue
et croissante sur [a;b].
On suppose que la suite (f,)nen converge simplement sur [a;b],
vers une fonction continue f.
Montrer alors que la suite (f,,)nen converge uniformément
vers f sur [a;b.
b) Application. Soit a € R, et soit pour tout n € N*,
la fonction f,: p s R
ze (1+ %)n
Montrer que la suite (f,)nen converge uniformément sur [—a;al
vers la fonction exponentielle.

» Corrigé.—

1. On raisonne par I’absurde : supposons que f n’est pas uniformément
continue sur [a;b], donc il existe £ > 0 tel que pour tout n € N*, il existe
T, Yn € [a;b] avec |z, —yn| < L et | f(zn) = flyn)] > ¢
Comme (z,)nen est une suite d’éléments du segment [a;b] : d’aprés
le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite
(% y(n))nen qui converge vers £ € [a;b]; on a alors :

Yp(n) = Tp(n) T (yap(n) - xtp(n)) m {+0="1.
Comme f est continue au point ¢, alors :
|f('TLp(’ﬂ)) - f(yga(n))| m |€ —€| =0<e,

ce qui constitue une contradiction. On en déduit que f est uniformément,
continue sur [a;b].



2. a) Soient z,y € [a;b] avec x <y, on a : fr(x) < fn(y) pour tout n €N,
donc f(z)= lim f,(x)< lim f,(y)=f(y), donc f est croissante
n—-+o0o n——+o0o
sur [a;b].
Comme f est continue sur le segment [a;b], le théoréme de Heine
assure qu’elle est uniformément continue sur ce segmet.
Donc pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si |z —y| < n, alors

|f(@) = fly)| <e.
Soient alors n:E(%) et x;=a+i- =2 (0<i<n): (vo,21,...,2n)
est une subdivision réguliére de [a ;] telle que 0 < x; — x;—1 <17 pour
tout i € {1,2,...,n}.
La suite (fn)nen converge simplement vers f, donc :

Vi € {0, 1,... ,n}, aN; € N*; k>N, = ‘fk(xz) — f($z)| <e.

En posant N = max N;, on a alors, si k >
0<isn

}fk(xi) —f(a:i)} < e pour tout i € {0,1,...,n}.

Soit maintenant y € [a;b]; il existe 7 € {0,1,...,n— 1} tel que y €
[$j;17j+1] et :

|fe) = F)| < | frly) = ful@y)| + | fulzs) = f(y)]
< frljzr) = fel@y)| + | frlzy) = ()]
< fr(@jgn) = fmgen) |+ | o) — flag)]
+|f(z; _fk(xj)‘+|fk(xj)_f(xj)|+‘f (z;) — f(y)]
< fel@jpn) = f(@jan)| + [ f(@541) — f(25)]
+2|f (@) = fulxy)| + | f(zje1) — fz5)],
donc :
|Fe@) = F@)] < | ful@jen) = Flajen) |+ 2| f(a5) = filag)| + 2| f(@g00) = F(2)]

<e+4+2e+2e=5 sik#N.

Ainsi, ||fx — f||oo < 5e si k # N, donc la suite (fy,)nen converge
uniformément vers f sur [a;b].

b) Soit N = E(a)+ 1; pour tout entier n > N et pour tous réels z,y
éléments de [—a;a] avec x <y :

0< fule) = (1+5)" <(1+2)" = fuly),

et la fonction f, est croissante sur [—a;al.
De plus, pour tout n > N et tout x € [—a;a] :

Ful@) = 0 (145) = n(G+e() — gabon) oo,

n—-+oo



D’aprés le théoréme de Dini, la suite (f,)nen+ converge uniforméme-
ment sur [—a;a] vers la fonction exponentielle.

Exercice (4). Dilatation

Soit (E,d) un espace métrique compact et f une dilatation de E, c’est-a-
dire une application f: E — F une application qui vérifie :

V(z,y) € B, d(f(z), f(y)) > d(z,y).

1. Soient z,y deux éléments de F.

Montrer qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que
les suites (f@(")(x))neN et (f‘p(”)(y))neN convergent dans E.

¢ i i p(n+1)—p(n)
2. Déterminer nllﬂloo (f (2)).

3. En déduire que d(f(z), f(y)) = d(z,y).
4. Conclure que f est une isométrie bijective.

» Corrigé.—
1. Soient z,y deux éléments de E. De la suite (u,) = (f™(z), ["(y))
d’éléments du compact F X E/, on peut extraire une sous-suite (U¢(71 )

)
qui converge dans F x F : les suites (f“’(”)(;v))neN et (f“"(")(y)
convergent donc dans F.

neN

)nGN

2. Pour tout n € N* :
()=o) (@), 2) <d(fETDTET (@), f(2)) < <A (P (@), 20 (),

et comme d’aprés 1 la suite (f“"(”)(a:))neN converge, alors elle est de

Cauchy, et donc d(f*"*+(z), ¢ (z)) —— 0.

n——+o0o

2 n+1)—p(n : n+1)—p(n
Par conséquent, d( f#(n+1)—+( )(a:),a:)m(),et la suite (fen+b—el )(a:))neN

est donc convergente dans (E,d).

3. L’application ¢ : N — N est strictement croissante, donc pour
tout n € N*, p(n+1) > ¢(n)+1, et :

d(z,y) < d(f(;v), f(y)) << d(f“"("“)_‘P(”)(x), f¢(71+1)—¢(n) (y))
Par ailleurs 'application distance d: Ex E— R est continue, donc

(z,y) = d(z,y)
d’aprés 2 : d(f“"("+1)_“’(”)(x),f*"("+1)_“’(”)(y)) ——d(x,y).

n—-+oo

Par encadrement, on en déduit que d(f(;v), f(y)) T> d(z,y),
cest-a-dire :  d(f(z), f(y)) =d(z,y).



4. D’apres 3 : V(z,y) € EX E, d(f(gc)7 f(y)) =d(x,y), donc f est injective
et continue.
De plus, E est compact donc f(FE) est une partie compacte, donc fermée
de E.
Comme d’aprés 2, et pour tout x de E :
= lim fsa(n+1)—w(n)($) — lim f(fsa(wrl)—sa(n)—l(QC))7

n—+oo n—-+oo
alors z € f(E) comme limite d’une suite d’éléments de E.

On en déduit que f(F) = E, donc que f est surjective, puis bijective :
c’est bien une isométrie bijective de E sur lui-méme.

Exercice (5). Théorémes de point fixe

1. Théoréme du point fixe pour les compacts.
Soit, (E, d) un espace métrique compat, f : F — E une application qui
vérifie :
d(f(x), f(y)) < d(z,y) pour tous z, y de E avec x # y.
a) Montrer que f posséde un unique point fixe, noté c.
Indication : on pourra utiliser 'application g: E— Ry .
T d(ac, f(2))

b) Soit (xy)nen la suite définie par :
2o € E et pour tout n €N, z, 11 = f(x,).

Montrer que cette suite converge vers c.
Indication : montrer que la suite (d(xn, c))neN est décroissante.
2. Théoréme de point fixe pour les compacts convexes.
Soit C' une partie convexe et compacte d’un espace vectoriel normé
(E,||-1]), et f: C — C une application qui vérifie :

V(z,y) € E%, ||f(z)— F@)ll < llz—yll-
a) Soit a € C. Pour n € N* montrer que 'application définie sur C
par fn(z) = % 4F (1 — %)f(x), posséde un unique point fixe.

b) En déduire que 'application f posséde (au moins) un point fixe.

» Corrigé.—

1. a) Si f posséde (au moins) deux points fixes distincts z1 et xo, alors :
[lz1 —x2|| = ||f(x1) — f(x2)|| <||z1 — 22||, ce qui est impossible.
Donc f posséde au maximum un point fixe.

L’application f: E — E est 1-lipschitzienne, donc continue sur FE.



2. a)

L’application distance d: E? — R, est continue,
(z,y) = d(z,y)
doncg: E— Ry est aussi continue, et comme E est un com-

r—d (x, f(@))
pact, alors g(E) est une partie compacte de R.
Par conséquent, g(E) posséde un plus petit élément m € R, et il
existe c € E tel que g(c) =m & d(c, f(c)) =m.
Si m > 0, alors ¢ # f(c), donc par définition de f :

d(f(e). £(f(e))) <d(e. f(c). soit g(f(e) <m,
ce qui contredit la définition du minimum m.
On en déduit que d(c, f(c)) =0, soit f(c) =c, et donc que f possede
un unique point fixe.
Pour tout n € N: d(zy41,¢) =d(f(zn), f(¢)) <d(zn, c), donc (d(zn, c))
est une suite de réels positifs décroissante ; minorée par 0, cette suite
converge, on note £ = 111_{1 d(zp,c).

n—-+0o0

D’autre part, comme (z,)nen est une suite d’éléments du compact
E, on peut donc en extraire une sous-suite (7,(,))nen qui converge
dans E.

On note = lim () ; comme 'application distance d est conti-
n—+oo

nue, alors d(xy(y), c) P d(a, c).

Toujours par continuité de d et de f :
d(xap(n)—l-la C) = d(f(xtp(n))v f(C)) m d(f(a)7 f(C))

Or (d(xg,(n),c))neN et (d(a:s(,(n)ﬂ,c))neN sont deux suites extraites
de la suite (d(zn, C))neN’
vers {. On en déduit : d(e, ¢) = d(f(a), f(c)), ce qui implique o = ¢
(si a # ¢, alors d(f(a), f(c)) < d(a,c)).

Ainsi: {=d(a,c)=0et d(zy,¢) I 0, ce qui signifie bien que
n—-—+0oQ

donc elles convergent toutes les deux

la suite (2,(n))nen converge vers ¢ dans (E, d).

Soit n € N*; pour tout z € C, fu(z)=2-a+(1-21) fx)eC
puisque C' est convexe, avec a, f(z) € C et %—i— (1 — %) =1.

De plus, pour tous 2.y de C : ||fu(e) — fu(®)]| = (1 1)l — yll
donc f,: C' — C est (1 — %)—lipschitzienne; comme C' est une partie
compacte (donc compléte) de (E, || -|), alors d’aprés le théoréme du
point fixe, f,, admet un unique point fixe z,, dans C.

De la suite (z,,)nen d’éléments du compact C, on peut extraire une
sous-suite (%;(n))neN qui converge vers un élément de C, noté a.
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Or, pour tout n € N* :

o) @om) = 56 + (1= i) - f@o(m) —— f(a),

n—-+oo

puisque f est continue (car 1-lipschitzienne).
Comme pour tout n € N*, z,0,) = f(7,(n)), donc par passage a la
limite dans cette égalité quand n tend vers oo, on obtient :

a=f(a).

Exercice (6). Théoréme de Riesz
Soit (E,]||-]|) un espace vectoriel normé.
1.

. On suppose que F est de dimension infinie ; soit {eg, €1, €2,...,€n,...}

. Conclure que Bf(0, 1) est compacte si et seulement si E est de dimen-

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

a) Montrer que pour tout = de E, il existe & € F tel que :
||z —z|| = d(, F).
b) En déduire que si F' # E, alors il existe u € F tel que ||u|| =1
et d(u, F) = 1.
a8 = 4

Indication : considérer x € E\ F et u = T 1k
z—3

une famille libre infinie de E, et pour tout n € N*,
soit F,, = Vect(eg, €1, ..., €n).

a) Déduire de 1.b) qu’il existe une suite (uy,)nen= telle que :
Vn e N*,  |juy||=1 et Vn>=2, dluy,F,—1)=1.
b) En déduire que pour tous entiers n et p de N* avec n # p,

on a ||u, —up|| = 1, puis que B;(0,1)={xz € E; ||z|| <1}, la boule
unité, n’est pas compacte.

sion finie.

» Corrigé.— Soit donc (E, || -||) un espace vectoriel normé, et F' un sous-
espace vectoriel de dimension finie de F.

1.

a) Par définition : d(z, F') = inlfm ||z — yl|, donc pour tout n € N*, il existe
ye

Yn € F tel que d(z, F)leq||z — yn|| < d(z, F) + 2. D’ot, pour tout
neN*:
ynll = Il — (& —yn)|| < |2l + (|2 = yul| < l2l| + d(z, F) + 1,

donc (y,) est une suite bornée d’éléments de F' : comme ce dernier
est de dimension finie, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass



2. a)

11

on peut en extraire une sous-suite (y,(,)) qui converge vers un
élément  de F'. On a alors :

&= lim_ ||yl = d(z. F).
. -
Soit z€ E\ F et u= T2l alors ||u|| =1 et, comme Og € F', alors
x—2
d(u,F)<||u—OE||:||u||:1.D’autrepart,pourtoutyeF,ona:
A ) d(z, F)
lu=yll=|l——7—¥ o= (@ + e =2 -y) =
lie=a == 1z )

car £+ ||z — || -y € F, donc d(u,F))l,et ainsi d(u, F) = 1.

On choisit uy = ; pour tout entier n > 2, F,_1 est un sous-espace

€1
[leal]
vectoriel de F,,, et F,,_1 # F,,, donc d’aprés 1.b) il existe u,, € F), tel
que ||uy]| =1 et d(un, Fom1) = 1.
Supposons p < n, alors :

up € Fy C Fy_1, puis [|un, —up|| = d(un, Fr_1) > 1,

donc pour toute application ¢ : N — N strictement croissante :
||u¢(n) — usa(m)” >1sin#m.

On ne peut donc pas extraire de la suite (uy,) (constituée d’éléments
de B¢(0,1)) une sous-suite convergente, donc B(0, 1) n’est pas
compacte.

3. On sait (d’aprés le cours) que si E est de dimension finie, alors B(0,1)
est compacte. D’aprés la question précédente, la réciproque est donc
vraie.
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Exercice (7). Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire

Soit I un intervalle de R non réduit & un point, K =R ou C.
Soient A: I — M, (K) et B: I — M, 1(K) deux fonctions continues.
Soit le probléme de Cauchy :

(CL) X'(t) =A(t)X(t)+ B(t) pour tout t € I
T X () =Xo (outoelet Xo€ M,1(K) sont donnés.)

On munit M,, 1 (K) d’une norme || - || ; on définit aussi, pour toute
matrice A de M,(K) : [||4]||= sup |JAX]|.
XeMn 1 3
[1x1]=1
Pour tout segment [« ; §] inclus dans I, on note M, g = rr[laxﬁ] [|A®@)]|]]
t€|a;

et |1 Xlaso1 = max. [IX ()]

1. Unicité. Soient X et Y deux solutions de (C.L.), soit t € I et
soit [« ; B] un segment inclus dans I qui contient tg et t.
Montrer que pour tout p € N :

(M) - [t —tol”

p!

1X(#) =Y (Bl < 1X = Yllfa 9

et en déduire que X =Y.
2. Existence.
a) On suppose que I est un segment [a ; b], soit E=C([a;b]; My, 1(K)).
On munit E de la norme || - ][4, et on définit pour X € £,
I’application Hx : [a;b] = M, 1(K)

t
t— Xo+ / (A(w)X (u) + B(u))du
to
i. Justifier que (E, || - |4 .) est un espace de Banach,
et que Hx € E.
ii. Soit application H : E — FE
X — HX
Montrer que si Y, Z sont des éléments de E et t € [a;b], alors
pour tout p € N :
(M[a;b])p : |t - t0|
p!
et en déduire qu’il existe pg € N tel que H soit contractante.

[HP(Y)(t) — HP(2)(0)]| < LY Zlly

iii. En déduire que H posséde un unique point fixe X dans F, et
que X est solution de (C.L.).

b) Traiter le cas ou I est un intervalle quelconque de R.
Indication : montrer que si J1 et Jo sont deux segments de I avec
JiNJo# D, et si X1 et Xo sont deux solutions de (C.L.) sur Jy
et Jy respectivement, alors pour tout t € Jy N Ja, Xi1(t) = Xa(t).
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Exercice (8). Equivalence de normes

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n (K =R ou C), soient
[| - || une norme sur E et B = (eq,...,e,) une base de E.
Soit la norme || ||oo : E — R , ON note :

szxi-eZ»—) max |z;|
1<i<n

55(0,1)={z € E tel que ||z||c =1}.
1. Montrer que {||z||;2 € Soc(0,1)} a un plus petit élément strictement

positif ; on le note W
En déduire que : Vx € E, ||z|lco < M -||z||-

2. Montrer que : Vz € E, ||z|| < (Z ||el||) [|z||co, et conclure.

Exercice (9).
Soient f,g: [0;1] — [0; 1] deux fonctions continues vérifiant fog=go f.
1. a) Montrer que I’ensemble des points fixes de f posséde un plus petit
et un plus grand élément.
b) En déduire qu’il existe ¢ € [0;1] tel que f(c) = g(c).
2. Deuxiéme preuve.
a) On suppose que : Vx €[0;1], f(z) > g(z).
Montrer qu’il existe a: > 0 tel que pour tout « € [0; 1] et tout n € N,
@) 2 g" (@) +na (b fr=fofo: o).

n fois

b) En déduire qu’il existe ¢ € [0;1] tel que f(c) = g(c).

Exercice (10).
Soit f: R? —» R

(z,9) = z* +y* —2(z —y)?
1. Montrer que :

VA >0, 3R >0 tel que ||(z,y)|| > R implique |f(z,y)| > A.

2. Montrer que f posséde un minimum global, et préciser les points ot il
est atteint.
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