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Exemples d’études
d’applications linéaires
continues et de leur norme
(Legon 439)

Exercice (1).
1. Une norme non atteinte
On considére 'espace E = C([0; 1], R) et 'application :
p: FE—R

teo n
£ 2o ()

n

—1)" /1
a) Soit f € E. Montrer que la série Z (=1 f(—) est convergente.
nz1 = "
b) Montrer que ¢ est linéaire et que |||¢||| =1.

¢) Montrer que cette norme n’est pas atteinte.

2. Opérateur de dérivation

a) Montrer que les deux applications suivantes sont des normes sur

R[X] :
I'flo: RX] = R et N: R[X] - R
k k
I;)akX Hogl]?écn|ak| I;)akX Ho?;?é{n (k!|ak|)
b) Montrer que D:  R[X] — R[X] , application de

Zn: apX® — Zn: kapX*F1
k=0 k=1

dérivation, est linéaire, et étudier sa continuité si on munit R[X] de
chacune des deux normes || - ||oo ou N.




» Corrigé.

1. a) Pour tout f € F, et pour tout k € N* :
(-DF 1 1.1 [1f 1o
@l =l ()<

1 —-1)F /1
et comme la série géométrique Z ok converge, alors la série Z ( 5 k) f ( E)

est absolument convergente, donc convergente.

b) a) Pour tout A € R, et pour tous éléments f,g de E :

+oo (_1)k

e fH9) = (A7 (1) +9(h))

=X-o(f)+»(9),

donc ’application ¢ est linéaire. De plus :

+oo Nk too Nk
el =] G| < |50
k=1 k=1

+oo

< (X 50) Il = e

k=1
donc la forme linéaire ¢ est continue, et |||¢||] < 1.
b) Pour n € N*, soit la fonction f,,: [0;1] = R
cos (Z) sii<ae<l
(=)™ -nx siOSxS%
Il est évident que f, € E et que ||fn|lco =1; de plus :

UL (=) =X (-DF n
@(fn)zz ( 2]3 COS(kﬂ')—F Z (2—]’3)E
k=1 k=n-+1
n —+oo k
1 (=) n
ey G
k=1 k=n-+1
00 k 00
_ (-1)F n 11
or : ‘ Z ok E < Z ﬁZQ_”—”z—»-foo 0,
k=n+1 k=n+1



donc:  o(fn) — 1.

n—-+oo

Or :  |ll¢l|| = sup |<p(f)| > ¢(fn), et en passant a la limite
IF1=1

quand n tend vers +oo, on obtient :  |||¢|]| > 1.

On en conclut que |||¢||| = 1.

¢) Supposons qu’il existe g € E telle que ||g]|cc =1 et |g0(g)| =1:
comme p(—g) = —p(g), quitte a remplacer g par —g, on peut suppo-

R e
ser que ||g]leo =1 et que ¢(g) =1, soit : Z -g(—)zl.

2k k
k=1
“+oo 1 +oo 1
Comme 1= Z o0 alors Z o (1 — (—1)’“9(%)) =0.
k=1 k=1

Or [|g||oc =1, donc pour tout k € N*, [g(3+)|<1e1—(-1)kg(3) >0.
Une somme de termes positifs est nulle, si et seulement si chacun de
ses termes est nul :

on en déduit Vk € N*, 1—(—1)kg(3) =0<g() = (—1)" : ceci n’a
pas de limite quand k tend vers 400, ce qui contredit le fait que g
appartient & E. On a donc démontré par ’absurde, que cette norme
n’est pas atteinte.

2. a) On vérifie que || - || est une norme sur R[X] :

i. Soit P= apX) € R[X]:
k=0

sz;akxn

=04 max |ak|:O<:>(Vk€{O,1,...,n}, akzo)
[e'S) 0<ksn

& P= Z ap X = O]R[X]
k=0

ii. Soit AeRet P:ZakaeR[X], on a:
k=0

\V%E{O,l, "an}v |Aa2| = |A||a’f| < |)\|-Omax |ak|:|)\|||P||OOa

<k<n

donc |[AP]]|e = 021522 [Aae < |A] || P|]oo (%), donc si A#£0 :

[1Pllos =[5 AP = |5 |- IMPlloc puis [A]- [Pl < [IAP|oo

et donc: VAER, [|AP|loc =[N | P]|oo-



m n
iii. Soit P = Z arXFet Q= Z b X* dans R[X]. On peut supposer
k=0 k=0
que m = n et on pose alors by =0 pour tout entier £ tel que

n <k <m. Pour tout £ €{0,1,...,m} :
<Plloo + 1@l o
donc [|P+ Qllec = max |ag + be| < [[P[|oc +[|Q]oc-
0<t<m

|az +bg| < |az| + |bz|

Ainsi, ||+ || est bien une norme sur R[X]. On démontre de facon
analogue que N est une autre norme sur ce meéme espace.

m n
b) Pour tout A € R, et tous polynémes P = Z arXF et Q= Z b X",
k=0 k=0
avec la méme convention que ci-dessus (m>net by =0sin <k<m):

m m win
DA-P+Q)=> (Aap+b) kX ' =2 kap XM+ kb X
k=1 k=1 k=1
=X\-D(P)+D(Q),
donc D est linéaire.
[DX")|w _

i. Pour tout n € N* : W: T znm—i—oo, donc D
n’est pas continue si on munit R[X] de la norme ||-||c.

ii. Soit P = Zaka (n € N*). On a, pour tout £ € {1,2,...,n} :
k=0

—1)! = |/ ! =
(€ —1)|lay| |€.ag|<0r<nkag( |klag| = N(P),

= —1)! i _
donc N (D(P)) max. ((¢—1)!|¢as]) < N(P). Si P est un poly

noéme constant, alors N (D(P)) =0< N(P), donc N est continue

et [|[D]] <1.
N(D(X 1
De plus, ](V(igf))) =1= 1, donc |||D||| = 1; on en déduit que si

on munit R[X] de la norme N, alors D est continue et ||| D||| = 1.



Exercice (2).

Soit A € M, (R) \ {0}. On munit M, 1(R) de la norme ||-|; (i =
1, 2 ou c0) et on note |||A[||; la norme subordonnée & ’application linéaire
canonique associée a A (soit I'application : M, ;(R) = M, 1(R) ).

n
|ai,j|)-

1. Montrer que |||A|||cc = max

max (2

2. Montrer que |||Al|| = - (Z |aw|>

3. a) Montrer que si A est symétrique, alors :

Al =aat), on @)= e (I/\|)

Indication :

b) Dans le cas général, montrer que :  |||A|||2 = /E(AA).

on pourra utiliser le théoréme spectral.

X = AX

AESP

» Corrigé.—

Notons d’abord que les normes ||| -|||; (¢=1,2 ou oo) existent car M,, ;(R)

est de dimension finie.

1. Pour tout X =

tout i € {1,2,...,

NEZ]

T
Z2

S Mn,l(R) :

In

n}:

n
> a1,;T;
j=1
AX = : , et on a pour

n
> T
i=1

n n
<> aigl- o] < (Z|am‘|> X oo
i=1 i=1

n

< < max ) |@z'.,j|) (1 X oo
1<ig<n 4 1
=

n
: < i
donc: ||AX||eo < (1rg_a<x ,7; la; ;1

Soit k € {1,2,.. .,

It

n} qui vérifie :

>-||X||oo,donc|||A|||oo < < max Z|az-,j|).

n
Zl Jak, | = lrgngnz Jai 51,
J=



n ak,j

siag; #0
et Y = S Mn,l(R), ou Yj = |ak,j| J .
0 sinon
Yn
n n
Alors [|Y ||oo =1 et D Jar;y; = lax|, done :
Jj=1 j=1

HA[loo =1 Allloo - [[Y [Joo 2 [|AY [|oc >

n n n
Zak,jyj = Z |ag,;| = 113_&5”2 |ai 1,
Jj=1 Jj=1 j=1

n
donc par double inégalité :  |||A|||cc = max Z la; ;|-
1<i<n 4 1
j:
Ty
2. Soit X = S Mml(R) :
Ty,
n n n n n n
1AX]]s = Z\Z asgas| <30 (Y lasgl-Josl) = 32 (X lai )l
=1 =1 =1 j=1 j=1 i1
n n n
Z ( max Z |azk|)|azj| = max (Z |a1k|) Z |,
1<k<n 1<k<n
j=1 i=1 j=1
n
< g, (3 s
< max (Y- lasal) -1,
=1
n
dot:  |[JA||l € max (Z|ai,k|).
1<k<n \ 4
=1
n n
Ensuite, soit £ qui vérifie : Z la; ¢| = max (Z |ai,;€|),
i=1 tshsn M

et e, le (-iéme élément de la base canonique de M., 1(R), dont la coor-

aie
as.e
donnée d’indice £ vaut 1, les autres étant nulles. On a Aey, = . et
an ¢
n
|lee|[r =1, donc [[|A[[[x = || Alll1 - ||eell1 = [|Aecl|x —Zl |as,e| = [max. Z |ai k),
1=

n
done [[| ][ = max (3" Jaiyl)-
1<isn =1



3.

a)

D’aprés le théoréme spectral, puisque A est symétrique réelle, il existe

une base orthonormale B = (e1,€q,...,&,) de M, 1(R), formeée de
vecteurs propres de A : pour tout ¢ € {1,2,...,n}, il
existe A1, Aa,..., A, des réels tels que pour tout ¢ compris entre 1

et n, Ag; = \;-&; (les \; sont évidemment les valeurs propres de A).
Soit X € M,, 1(R) : il existe a1, ...,y des réels tels

n n n
que X:Zai-ai, et on a : AX:Zai - Ag; :Zai/\i-ai, de

i=1 i=1
sorte que :

(I14X]1) Zal 2 (@) (X o) = (6(4)" (IX]]2)"
i=1
dou s [|AX]]z <E(A) - [[X]|2, puis [[[Al[]2 < F(A).
Soit maintenant k € {1,2,...,n} tel que A\, =€ (A), on a alors :
1411l = DAl -l > 1 Azell2 = e el = [l = #1(4),
et par conséquent : ||| A]|]2 = € (A).
Dans le cas général, on sait que t(tAA) = "AA, cest-a-dire que "AA
est symétrique réelle. D’aprés a), on a donc : ||| ‘AA|||; = F(*AA).
Par ailleurs, pour tout X € M, 1(R) :
(IIAX]2)* = (AX)AX = X *AAX
= (*AAX,X) avec le produit scalaire usuel
< ||| *AAX ||z ||X|]2  d’aprés I'inégalité de Cauchy

2
<|1*AA]ll2 - (I1X112) 7,
PN 2
dot s (|IIAlll2)" < ||| "AA]][2.

IAAX 2 < I °Alll2 - 1AX 12 < 1] *Alllz |||A|||2 [1X1l2,

dOHCIII AAIIIz\JII “Al||2-[1|A]|l2, et done (][|A][12)* < Il “Allla-[[|Alll2,
d’ou [|[Al[l2 < ]| “Alll2 -

De facon symétrique, on a aussi ||| “All|2 < ||| ‘CCA)[||2 = ||| A]]|2,
donc [||Al||2 = ||| *Al||2. Ainsi :

(N1Al112)* <111 *4A][]2 < [l *Alllz - 1A]]]> = ([[14]]12)*,

donc (|[Alll2)” = ||| "AA|[|2 = € (‘AA), et

I1Alll2 = /€ ("AA).



Exercice (3).
Soit £ =C([0; Z],R) et lapplication T: E — E

Y

f=T(f)
ou T(f): [0;%} SR
x
x ft)de
0
1. Montrer que 7' est linéaire.
2. On munit E de la norme || ||c. Montrer que 7" est continue,
et calculer ||7||c-
3. On munit E de la norme || ||1. Montrer que 7' est continue,

et calculer ||T||;.

Indication : considérer la fonction f, définie sur RT par :

n? + 0< <2
—7$ n st \l'\ﬁ

fn(x) =

4. Soit fe Eet g=T(f).
Pour ¢ € [0; 1], on définit 'application p: [0 .

a) Calculer p’ en fonction de p.

2
b) Développer /
0

/02 (g(x))zdxé /02 (g’(x))zdx.

En déduire que T est continue et que ||T||2 < 1.

c) Calculer || cos||2 et ||T(cos)||2, et en déduire que ||T'||2 = 1.

(¢'(z) —p(z) - g(;v))zdx, et en déduire que :

» Corrigé.—

1. Soit A€ Ret f, g € E, on a pour tout x € [O;%} :

x

T Fg)e) = [ (0 +gw)a=- [ s [ goar

= (A T(f)+T(9)) (=),
donc T(A- f+g)=A-T(f)+T(g) et T est linéaire.




. Pour tout f € F, et pour tout x € [0; %] :
T = dt| < d
(@l =| [ o< [

2 2 T
< [* 1ol <l [ at =51

dot: ||T(f)||loo = sup |T(f)(a:)| < 5 |[f]loo, donc T' est continue,
z€l0;3]

et [[[T]Joo < 5

Ensuite, la fonction 1 : [0 : %} — R est continue; on a : ||1||eo =1,
t —1

et pour tout z € [0; %] :

T()(e) = [ dt =, puis [Tl = swp_ [T(1)(0)] =5

z€[0;5]

ITMWllos _ i

dou:  |[[T[[oc > =5 et [[[Tllle= 5
Ml 2 2

. Soit f€ E,on a:

3

i@l = [ \T(f)(x)\dxz/f [ o

< [F ([ vy 7 (7

(NIE]
(NIE]

([ o)
<( [ ar) (/_ )at) = 3171

donc T est continue et |||T]||1 < g

Par ailleurs, avec la fonction f, indiquée par ’énoncé :

T 2
Il = [ 710k = [ a0l % 0 2 =1

(aire d’un triangle rectangle).

Ensuite, [T(f)lh = [ [T @a > [ @),

2
or pour tout z € [2; 2], T(fn)(x):/n fa(t)dt+0=1,
0



11

donc [|T(fn)ll1 = §dt—1—l et donc :
n)||ll = 2 - 2 n’ :

T 2
ITllv=sup [ T()lls = IT(fa)lls =5~ —
[ fll1=1 n

donc |||T||]1 = g, et finalement |||T|||; = g
4. a) Pour tout z € [0; 3] :
p(2) = —a?(1+ tan® (c(% —2))) = —c* — (p(x))”-

b) D’aprés une identité remarquable et par linéarité de l'intégrale :

%'—x-x2x—%'$2x %x2-x2x
|7 @@ =pte) g@)’ar= [* @) ae+ [ 7 (00)’ (o)’

0

Or par L.P.P. :
|7 20@- 900 ploye = (o) p@)]” = [7 o) @z
0 \ , 0
=0

NE]

(g(a:))de, ceci pour tout c € [0;1].

puis : /02 (g’(a:))Qda: > 62/0

On en déduit donc : /2 (g’(x))2dx> /2 (9(x))2dx,
0 0

. 2 2 3 2
soit : /0 (f(2)) dx}/o (T(f)(x)) da,

2 2
et donc = ([[fll2)” > (IT(f)l2)", donc [|T(f)ll2 < [I£]]2-
On en déduit que T est continue, et que |||T]]]2 < 1.



12

De plus :

p 3 o
(||COS||2)2:/0 C‘)Sr“(lt)dt:/0 L(1+cos(2))dt = § [+ 220 ] *
et :

(||T(cos)||2)2 :/0% (T(cos)(x))de:/O% (/01 cos(t)dt> 2dx

s

3 3
= /0 sin®(z)dz = 2 /0 (1 —cos(2t))dt
= 3y ] i_T

2 2 0 4

[ cos ||z =T'(cos)llz = =

B IT(Plle - [T(cos)lz
ITll= > AR > Treosll, =&

feE\{0}

Ainsi :

et donc: |||T|||2 =1.

I
4

Y
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Exercice (4). Opérateur intégrale de Fredholm

Soit £ =C([0;1],R) — R muni de la norme || - ||,
et soit K =C([0;1] x [0;1],R).

1. Montrer que ’application :

p: E—FE ou o(f): [0;1]] >R
f=e(f) /
T = K(z,t)f

est linéaire et continue. Démontrer ensuite que :

1 1
|||<p|||</ K(e,t)|dt, ot |K(et)|= Inax/ K (z, ) dt.
0 CEE[O 1]

2. On suppose que : VYVt € [0;1], K(c,t) est de signe positif.
Calculer [||¢]|]-

3. a) Montrer que si F; et Fy sont deux parties fermées disjointes

d’un espace vectoriel normé (E, || -||), alors il existe une fonction
1 sizeF
continue g: E — [—1;1] telle que : g(x) = ST zeF
—1 sizekF;

b) Calculer |||¢]]].

Indication : on pourra utiliser, pour tout € > 0, les ensembles :

F.={te0;1]| K(c,t) >e} et Fo={te[0;1]| K(c,t)<0}.

» Corrigé.—
1. L’application ¢ est linéaire ; en effet pour tout A € R, et tous f, g€ E,
ona:

Veel0:1], o\ f+g)(x /Ka‘t()\ @) +g(t))dt
—)\/th dt—i—/Kgct
(f) +e(9)) (@),

donc 9(A- f+g) =X-o(f) + <P(9)-

Ensuite, application (z,t) — K(z,t)f(t) de [0;1] x [0;1] dans R est
continue, donc (propriété des intégrales & paramétre sur un segment), la
fonction ¢(f) est continue, et donc ¢(f) € E.

D’autre part, Papplication |K|: [0;1] x[0;1]— R est continue,
(2,t) — |K(z,1)]
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1
donc la fonction x — / |K (x,t)|dt de [0;1] dans R, est continue :
0

elle est donc bornée et atteint ses bornes, et par conséquent il existe

1 1

ce0;1] tel que/ |K(c,t)|dt = max (/ |K(a:,t)‘dt).
0 16[0;1] 0

Enfin :

\ﬂﬁ@W:nAK@ﬁﬂwﬂéé\K@ﬂHﬂm&

< ([ wnjar) i< ([ G 00at) 7l

1 1
ww:|Wﬁmm<<A|K@QMOHﬂ&mmNWW<A\K@ﬁMt

L’application 1: [0;1] — R appartient a F, et :

rz —1

o(1)(0)] = Aﬂmmmﬁzéﬁaqmm

puisque K(c,t) > 0 pour tout t € [0;1].

1
Par conséquent : ||p(1)]]co 2/ K(c,t)dt, et comme ||1]]o =1,
0

1
alors |||¢]|| 2/ K(c,t)dt.
0

1 1
Comme d’aprés 1, |||¢||| < / |K (c,t)|dt = / K (¢, t)dt, on peut conclure
0 0

1
mmwmaAmeM

a) On sait que pour toute partie A de E, Papplication ds: E — R

x—d(z,A)
est continue, et que si A est fermée et x ¢ A, alors d(z, A) > 0.
Ainsi, I'application g: E— [-1;1] est continue,

d(x, Fg) — d(x, Fl)
d(d?, F2) + d(d?, Fl)

et g(x) 1 sizel
)= .
g —1 sizeFy

L’application h: [0;1] — R est continue, donc F. = h ™! ([e ; +o0f)
t — K(ct)

et Fo =h~'(]—o00;0]) sont deux parties fermées de E, et il est évident
que F.NFy=9.
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Alors, pour tout t € Fp UF. :  K(c,t)g=(t) =|K(c,t)|,
et site[0;1]\ (FoUF;,), alors :

|K(c, )| — K(c, t)ge(t) = K(c,t) — K(c, t)g-(t) = K (¢, t) (1 — g (t)) < 2e.
Comme |K (c,t)| — K(c,t)g-(t) > 0, alors :

1 1
og/ \K(c,t)\dt—/ K(c,t)g-(t)dt < 2,
0 0

puis 1 ¢(g:)(c) =/1K(c, t)ge(t)dt > /1 | K (c,t)]dt — 2e.
0 0
Ainsi, [|¢(ge)||oo = /1 | K (c,t)|dt — 2¢, et comme ||ge]|oe =1,
0
alors [[|o]]] = [le(ge)]]oo = /1 | K (c, t)|dt — 2¢, ceci pour tout € > 0.
0
On en déduit que |||¢]|| = /1 |K(c,t)|dt, et comme I'inégalité est
0

1
vraie aussi dans l'autre sens (voir 1), alors |||o||| = / | K (c, t)|dt.
0



16

Exercice (5). Opérateur de Hardy
“+o0
Soit E = {f : Ry — R continue telle que / (f(t))2dt converge}.
0

1. Montrer que E est un espace vectoriel et que
lapplication ||-||: £— R est une norme sur E.

fk+,AL+m(f@»aﬁ

2. a) Pour f € E, on définit application :
Hf: Ry— R .
1 xr
—/ f@)dt sixz>0
T q T Jo
siz=0

Montrer que f est continue sur Ry, et de classe C* sur ]0; +oo].

b) Soient e, A €]0;+o0[ tels que e < A. Montrer que :

/EA(Hf /f dt +2‘/ Hf(t)

et en déduire que : / ( 2‘ / Hf(t) dt}
0

A
c¢) En déduire que : / (Hf(t))th < 4|13, puis que Hf € E.
0

d) Montrer que l’application H: F — E  est linéaire, continue

f=Hf
et que ||| H[|| <2
e) Pour n € N*, soit la fonction
fai Ry —» R
+
0 si0<t<1—2
t—s{dnt—nmn+1 sil—%étél
2n-+1
t— 4n sit>1

Montrer que ||fn||oo W V2n, et que ||H fr|oo i V8n.

En déduire que |||H||| = 2.
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» Corrigé.—

1. L’application O: R, — R est dans F, donc E # @.
z—0
Pour tout A € R et tous f,g€ E :

vie R, |f(0g(0)] < 3((F5)" + (9(1)).
+oo
donc /0 f(t)g(t)dt converge, et comme :

(A= F(8) +9(0)" = X2 (£(1)" + (9(6)* +2X- F(£)g(t),

alors (/\ - f(t) +g(t))2dt converge, donc A- f+g€ E.
Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de C(Ry ;R).

Montrons que l'application (-,-): ExE— R

+oo
(f.9) / F(t)g(tyat

est un produit scalaire sur F :
e Pour tous f,ge E :

“+o0 +oo
@, 1) = / ot) F(t)dt = / f(Hg(t)dt = (f,g).
e Pour tout A € R, et tous éléments f,ge E :
+oo
A ftg.h)= / (A F(6) + g(t) h(t)dt
+oo +oo
:/\/0 f(t)h(t)dt—i—/o g(Oh(t)dt
— Mfh)+ (g, h).
e Pour tout fe FE: (f,f) :/+OO (f(t))2dt >0,

0

+oo
etsi(f,f)=0«< / (f(t))2dt =0, alors 'application croissante
0

sur Ry, G: Ry —»R , est ici constante nulle, donc par
@ I—>/ (f(t))dt
0
dérivation : Vz € Ry, (f(x))2 =G’ (x) =0, donc f est la fonction
nulle.
2. a) L’application F': Ry — R est de classe C! sur R, (car f est

x»—>/0m ft)de
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continue), donc H est de classe C! sur ]0; +oo].
De plus, pour tout x > 0 : d’aprés le théoréme des accroissements finis,

F@=FO) _ pre,) = f(ey), qui

tend vers f(0) = H f(0) quand z tend vers 0 (car 0 < ¢, < x et f est
continue en 0), donc H f est continue au point 0.

il existe ¢, €]0; z] tel que H f(x) =

Soient €, A €]0; 400 tels que € < A. Alors :

/EA (Hf(t))th:/gAt%(/otf(u)duydt
1 A4

=[]+ [ erosma app)

N I R

2
< (F(EE)) o

A
/5 H (1) F(1)a]-

Or:

(FE) _ Fe)

-F(e) f(0)-0=0, donc 'inégalité pré-
£ e—0+

cédente donne, en passant & la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient :
A ) A
/ (Hf(t) dt < 2‘/ Hf(t)~f(t)dt‘.
0 0

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout A > 0,

A 2 "
y Hf(t)'f<t>dt\<\/ | ) dt-\/ | trya

A A
donc / (Hf(t) dt <2 / (Hf(t))*dt-||f]|; si f est non nulle
0 0

alors H f est non nulle, donc si f est non nulle, pour A suffisamment

A A
grand, / (Hf(t))zdt > 0 puis / (Hf(t))zdt < 2|11
0 0
A 2
donc / (Hf(t))"dt < 4||f]|* pour tout réel A >0; en passant
0
+oo
la limite quand A tend vers +oo, on obtient que / (Hf(t))th
0

“+o0
converge (et / (Hf(t))th < 4||f||*), donc Hf € E.
0
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d) Soient AeR et f,g€ E, on a pour tout z € R} :

HO-f o)) = [ (e s+ g@)ae=as [“ s [ o

=H f(x) =Hg(z)

donc HA- f+¢g)=A-f+g est H est linéaire.
Comme d’aprés ¢), ||H f]| < 2||f]|, alors H est continue et |||H||| < 2.

1
e) Pourtoutt € [1;4o00[: (fu(t)) ot est Pexpression d’une fonc-

tion intégrable sur cet intervalle, et comme f,, est continue sur R,
alors f, € Feton a:

+oo 9 1 400 1
||fn||2:/0 (fa(1) dztz/1 l(mt—n+1)2dt+/l I dt

1
1 t"2n 1400

1
=——0+2n ~ 2n,

3n n—+o0
donc || fr|] Mete V2n.

Ensuite, un calcul rapide donne pour tout z € R :
0 si0<z<1—2
1 [ (nz—n+1)32 . 1
_ = Y L A 1-i<zg1
Hola)= /O Fu(t)dt = 2% sil-l<a

dn  _1_1 8n?2—-2n+1 1
r 2 4n - — . —
2n—1 2n(2n—-1) =

six>1,

d’ou :
2 oo 2
gl = [ () e
_/1 (nx—n+1)4dx+/+°°( 4n x_%_%_8n2—2n+1)2dx
1 4n2z? 1 2n—1 2n(2n— 1)z ’
ou :

/+°° 4n. _1_ 1 8n2-2n+1 1\2
( o3 4n_7._) da
1 2n—1 2n(2n—1) =z

dn N2 [t 8n2—2n+1 [T _3_ 1
= ondy — 4 ——8MM— 2 4nd
(1) / ’ SRR IE / ‘ ’
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N (8n2—2n—|— I)Q/ﬁLOO dz
2n(2n—1) a2

16n2 5 8n2—2n+1 4n (8n2—2n—|—1)2
(2n —1)2 (2n—1)2 2n+1 2n(2n—1)
16n2
n—-+o0o (2n — 1)2 n n—-+o0o ™
et :
1 4 1
— 1 1
0</ ) (nz 7;—’2— ) dz < 2/ 1(nx—n+1)4dx
-1 dnfx 4n2(1-1)" /1L
1 [(mc—n—i—l)f’}1
S 4(n—1)2 5n 1-1

< 1 1
S 4(n—1)2 5n
Cette intégrale est donc négligeable devant la précédente quand n
. |H
tend vers +o0, donc :  ||H fu|] ety 8n, et ainsi : ||||fiT||| — %
donc |||H||| = 2, et comme d’aprés d), on a aussi |||H||| <2, alors :

H| = 2.
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Exercice (6).

1. Soient (E,||-||) un K-espace vectoriel normé et ¢: E — K une forme

linéaire continue et non nulle (K =R ou C). Soit « € E.

a) Montrer que :  Vh € Ker(p), |p(z)| <[]l - [l - hll,

e(@)]

Il

b) Soit € €]0; |||¢|||[- Justifier Pexistence d’un élément y de E
tel que [|y|| =1 et [o(y)| > [l|#ll| —e.

o(z)

Montrer que h =z — ——= -y € Ker(p), puis

o(y)

que ||z —h|| < [#(@)] et enfin que d(z,Ker(p)) <

 llelll =€

c) En déduire que si a € E\ Ker(y), alors |||¢||| =

et en déduire que : d(x,Ker(cp)) >

le

2. Soit r €]—1; 1], soit la forme linéaire ¥: M, 111(R) = R ,

Lo
X = le = 3B
et soit 'application : T
Q: Mn+1_’1(R) — R
i) 9
x1 1 T 1—r? e
X = . — — ‘ ! ‘
0 27r/0 1—2rcos(0) +r? sze
Tn
1—7r2 R
. — -
a) Montrer que : T 2rcos@) 172 1+ 2;7" cos(j0).

b) En déduire : VX € M,111(R), Q(X)="XAX,

avec A= (r'l‘ﬂ)0<ij<n.
<X"J=

¢) Montrer que det(A) = (1 —72)", puis que Q est une forme quadra-

tique définie positive.

On note (-, -) le produit scalaire associé & @, et || -|| la norme asso-

ciée (qu’on appelle norme de Toeplitz).
d) Soit g : (/\/l,H_l,l(IR))nle - R

(Xo, X1,..., Xn) o> det (((X;, X; >)0<H<n)
Montrer que l’application g est (n + 1)-linéaire alternée.

Montrer aussi que, si on note (eq, €1, ..., e,) la base canonique

et PKer(p)(€n) le projeté orthogonal de e, sur Ker(y), alors :

9(807 €1, en) - g(eOa €1,...,6p—-1,€En _pKer(cp) (en))
= ||8n _pKer(ga)||2 : 9(6’0, €1,-.-, en—l),
1

et en déduire que |||P]|| =

\/1—7“2.

(a Ker(p ))
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» Corrigé.

a) Pour tout h € Ker(yp) :

lo(x)| = |e(2) = o(h)| = |z = R)| < llell] - ||z = hl],
()] aef. S le )\
donc ||z — hl| > ,et d(z, Ker = z—h
b) Soit € €]0; |||¢|||[. Par définition, |||¢||| = i ‘ )|, donc il

[|= ||
existe y € E tel que ||y|| =1 et |g0(y)} > llell] —e.

() p(x)

Ensuite avec h=0— —= -y : h)=p(x) — =0
() P =) ¢(y)
y p(x) p(z)
Py i Col o
o) le@)] el -
donc d(x, Ker(go)) < % pour tout € >0, et
ol -
donc d(z, Ker(p)) < #(2) )
[l
s _ (@)
¢) Grace & a) et b), on conclut que d(z, Ker(p)) = ol
. , __|e(a)
et en particulier pour tout @ € E\Ker(y) :  |||¢||| =

d(a,Ker(gp)) .
2. a) Soit r €]—1;1], et soit 6 € [0;27] :

1—172 2 —2rcos(0) 1 1
=1+ . =1+ _— —
r2 —2rcos(6) + 1 (1 —ret )(1—7‘6 i) 1 —ret 1—re-i
“+o0
:_1+Z n n19+z n —n19 1_|_Z n19 —nie)
n=0
—+oo —+oo
:—1+22T"60s(n9):1—1—227‘"005(119).
n=0 n=1

b) Pour tout X € My411(R) :

X)= 27r1 2+OOJ‘ 1 n 6| 4
Q( )—%/0 (-1— Zr cos(j )).‘kz_oxke

Jj=1

Or :

n
12
‘Zxkeme _
k=0

n

(ixkekie) (Zxke—kie) _ Z AR 0
k=0

k=0 0<k<n
0<e<n
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= Zxk + Z G Gl P

0<k<i<n
—Zxk+2 Z cos ((€ —k)0)xray.
0<k<t<n
On a donc :
1 27 rio 2 1 27 +00 i 0
Q(X):%/0 : d9+;/0 ZNCOSJG ‘Zxke
Or :

iﬂ/zﬂ(ixi+2 Z coS ((f—k)&)ka)dﬁ

0 k=0 0<k<t<n

Zx —i—% Z xkxg/oﬂcos((é—k)ﬁ)dﬁ

k=0 0<k<t<n

27 n 2
E xef?| do =
0 k=0

V]

=0 car £{—k#0

I
[
=]
8
EIN)

Ensuite, pour tout j € N* :

cos(jﬁ)‘ Z zpet?

k=0

n

< (X tal) I < (ot 1P Ll

k=0

rJ

Comme |r| € [0; 1], alors la série géométrique Z 7|’ converge : par
n . 2 )

conséquent, la série Z cos( j0)‘ Z zpeM?| 7 converge normalement
k=0

sur [0;27] et on peut intervertir les symboles somme et intégrale.

Alnsi :

/277 (fcos (j6) ‘ZWN ) ag

-3 (: / - cos(6)| 3 e[ ag)
=1 0 k=0

0<k<t<n

+oo T
:Z%/2 cos(j0) (Zxk—i—Q Z cos é k@)xkxg)dﬁrj
j=1" 70
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+oo n 1 27
—Z (in;/o cos(ﬂ)d@)
Jj=1 k=0

Jj=1 0<E<lLn

1 2 1 sij=0—k
Or —/ cos(j6) cos ((é—k)@)d@z{ > ,
T Jo 0 sinon
dou: R=2 Z a:ka:grz_k, puis :
0<k<f<n
Zx +2 Z “Frrre="XAX.
0<k<i<n
Soit n € N* ;
" 1—72 r
1 r T 0 1
Dot =det(A) =|" 1 | aze g,
'n n—'l
r r 1 0 -1
1 T pn—l
n—2
—a-| " ! A T
,r,n—l T.n—2 1

— ... = (1_7'2)"D1 — (1_7,2)11.

On en déduit que A est inversible ; de plus, pour tout X € M,,;1,1(R):

0= [ [
=— : zpe
2m Jo  1—2rcos(d) +r? | F

donc @ est une forme quadratique définie, positive sur M, 11,1 (R),
et par conséquent (-,-) est un produit scalaire.

dé > 0,

L’application g est (n 4+ 1)-linéaire alternée puisque (-, -) est linéaire

par rapport i chacune de ses variables, et puisque ’application dé-

terminant est (n+ 1)-linéaire alternée sur M, 41 1(R).

On a : g(eo,é€1,...,6n) =det (((ei, ej>)0<l<n> =det(A) = (1 —r?)"
0<j<sn

car (e;,e;) = ‘e;Ae; = a; ; si on note A = (a; ;).

+Z(2 > /Qﬂcos (56) cos ((£ — k)@)d@xka:g) ri.
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e) Par multilinéarité de g :
g(eo,e1,...,6n)= g(eg, €1,..-,€n_1,€En —pKer(w)(en))
—|—g(eg, €1y.nns €n—1,pKer(¢)(6n))-
Or Ker(p) = Vect(eq, €1, - - ., €n—1), donC prer(y)(€n) € Vect(eo, €1, .., €n_1)
et comme g est alternée, alors g(eo, €1, ..., €n1, PKer(p)(€n)) =0
et g(eg,e1,...,en) = g(eo, €1, Cn—1,€n = PKer(p) (en)).

De plus, comme e, — Pker(y)(€n) est orthogonal a Ker(y), alors pour
tout k€ {0,1,...,n—1}, (ex,en — PKex(p)(€n)) =0, et :

B 0
€0,€1,---,En_1,En — PKer(o)(€n)) = det ,
sleenesencsoen =) =0t (e, )

avec B=((e;,€;))o<i<n—1 =g(€0, €1, ..., €n_1), de sorte qu’en effet :
oysn—1

ININ

g(eOa €1,..+, en) = ||8n _pKer(ga)(en)HQ ’ g(eov €1y en—l)'
f) Commeg(eoa €1y--+, en) = (1 _T2)n et g(eoa €1y--+, en—l) = (1 _7,2)71—1
alors :

(d(en , Ker(\Il))>2 =|len _chr(\P)(en)||2 =

Y

9(607617 o '7677,)
g(eo, €1, €n-1)

et en utilisant le résultat de 1.c) :

e = L2l 1

d(en,Ker(\I/)) Vi_r?
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