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Exemples d’étude et de
résolution de systémes
différentiels linéaires (Legon
429)

Exercice (1).
On considére dans R?, le systéme différentiel :
(t) = txt) —  y)
(H) : , ’
y'@) = z@) + ty@)
ou z et y sont des fonctions réelles de la variable réelle ¢.

1. Résoudre le probléme de Cauchy aux conditions initiales (zo, yo)
en tog=0.

On pourra poser : z=x+1i-y.
2. Méme question pour le systéme différentiel suivant :
P(t) = tax@t) — yit) + tcos(t) — t3sin(t)
(8): :
y'(t) = z(t) + tylt) + tsin(t) + t3-cos(t)

» Corrigé.—
1. On pose z =z +1i-y, alors pour tout réel ¢ :
)y =2 (t)+iy' (t) =t-a(t) —y(t)+i- (z(t) +t-y(t))

=t (z(t)+i-y@)) +i- (z(t)+i-y(t))
=t-z(t)+i-2(t) = (t+1)-2(¢),

1=



2.
dou: z(t)=A-ez on pose A =a+1if avec a, S ER
t2
=e?2 - (a+ip)- (cos(t)+isin(t))

= e% : (a cos(t) — Bsin(t) +i- (asin(t) + 2 cos(t))),

d'o : (Zg) _X(f)=c5 - (asnf()) fﬁsg;( 35 ) —a-Xi(t)+ 8- Xa(t)s

avee Xa(0) =7 - (o)) et ol = ().
o (5) ) (e
wox ) ) ()

. Pour tout réel ¢ :

(z:gD:A(b‘).X( ) avec A(t i _t ) et B(t (tcps(t)—t?’sin(t))_
)

tsin(t)+t3cos(t)
cos(t) —sin(
sin(t)  cos(t
pour le systéme homogene (H).
On utilise la méthode de variation de la constante :

soit X, (t) = M(t)- A(t) o A(t) = </\1(t)) avec A\ et A2 de classe C!,

£ ¢
D’aprés 1, M (t)=e2 - ( ) > est une matrice fondamentale

A2 (t)

on a alors :
X, (t) = M'(t)A(t) + M(t)N'(t)
=A-M@ONE)+MEN () =A- X&)+ M@E)N(t)

dott s M(t)N(t) = B(t), puis N (£) = (M (t)) "' B(t), soit :

)y ) (Gt o) - (1)

t2
M) =t-e 2 £
Donc : 1(t) ¢ .2 - On choisit \;(t) =—e~ 2, et on a:
Ny(t) =t3-e7 2
t2 t?
AQ(t):/tB e"2dt=—t"-e 2+2/t e~ 2dt (LP.P.)
t2 t2 2



D’ou
_ £ (cos(t) —sin(t) _e -1
Xp(t) = M(t)- A(t) = 2 (sin(t) cos(t) > . <2 + t2)
[ —cos(t) — (t* +2) sin(t)
- (— sin(t) + (2 +2) cos(t)) ’

- <x(t)> _ (6_2 - (avcos(t) — Bsin(t)) — cos(t) — (£ +2) sin(t)) '
e 2 - (asin(t) + B cos(t)) —sin(t) + (2 + 2) cos(t)

Enfin, (;2) = (jggg) = (g;;), donc (g) = (2;”:;) , et la solution

cherchée est donc définie sur R par :

(x(t))_ e_t?-((xo—1)cos(t)—(y0+2)sin(t))—cos(t)—(t2—|—2)sin(t)
y) | _e

e 2 - ((wo—1)sin(t)+(yo+2)cos(t)) —sin(t)+(t2+2)cos(t)

Exercice (2).

1. Résoudre le systéme différentiel :

() = 6x1(t) + 9z2(t) — 9z3(t) + €3t
(S): ah(t) = 2x1(t) + 3za(?) — 2%
xh(t) = 3z1(t) + 3za(t) + 2e3

2. Résoudre le systéme différentiel :

2'@t) = () + ¢ — y@)
(&)
y't) = () + Y - =)

» Corrigé.—
1. Le systéme différentiel étudié se réécrit : X'(t) = AX (t) + B(t),

x1(t) 6 9 -9 1
ot X(t)=|z2(t) |, A=12 3 0 |etB(t)=e3 |-2

x3(t) 3 3 0 2
Le polyndme caractéristique de la matrice A est défini par :

6— A\ 9 -9 6—A 9 0
2 3—Xx 0 2 3—A 3—

Cs*—gz—&-C.a .
3 3 A 3 3

xa(A) =

3—A
3—A



6—-X 9 0
1 A 0 |=(3- )\)‘
3 3 3—-A

=(B-N\=61+9)=—(\—3)3,

Lz(—[_/z—Lg

6-A 9
-1 -=A

donc d’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton : (A —313)% = 0.
On en déduit qu’en posant NB = A — 31, on obtient la décomposition
de Dunford A =313+ N, donc pour tout réel ¢ :

. . 2
etA283t13+tNZegt-ethegt-(Ig—Ft-N—F%~N2)

1 00 39 -9 , (0 0 0
:e3t~< 01 0]+t 2 0 0 +5.16 18 —18 )
0 0 1 6 18 —18
143t 9t —9t
=e¥ [ 26432 1+9¢ —9t2
3t+3t2 3t+9t2 1—2t—9¢?
On sait que le systéme homogene associé (H): X'(t) = AX(t) a pour

ensemble-solution {¢"AC'; C = ( ) € M31(R)}.
Pour résoudre le systéme (S), on applique la méthode de variation des
constantes, en posant X (t) = e*4C(t), ce qui entraine :
VteER, X'(t)=Ae"AO(t)+e"AC(t) = AX(t) + e (1)
& B(t) = X'(t) - AX(t) = e"C' (1),

soit :
1-3t —9¢ 9t 1 1433t
C't)y=e " Bt)=[ -2t +3t> 1+9¢? —9t? —2|=|-2-2t-33t2],
—3t43t2 —3t+9t2 1+3t—9t? 2 2+ 9t —33¢t2

t—342 4y
donc O(t) = | =2t —t*> —11#3 4¢3 |, et ainsi, pour tout t € R :
2t+ 5% — 113 + 3

1+ 3t 9¢ —9¢ t— 324 ¢
X(t)y=etCt) =€ [2t+3t2 1+09¢2 —9¢2 2t — 21183 + ¢y
3t+3t2 3t+9t2 1-3t—9t2) \2t4 22— 11t3+¢5

—%tQ +(143c14+9c2 —9e3)t + ¢4
= 1183 4+ (14 3c1 +9ca — 9e3)t? + (=2 + 2¢1)t + o
—1183 + (=3 +3c1 + 92 — 9e3)t2 + (2+ 3c1 + 32 — 3es)t + 3



:I—y

U =T+ .
2. On pose : { 'j, le systéme (S’) est alors équivalent a :
v

{u"—2u’+u =0

v+ =0’

donc il existe a, b, ¢, d des réels tels que pour tout réel t :
u(t) =ae'+btet
o(t) = ccos(t) +dsin(t)

et donc il existe des réels a, 3,7, d tels que :

x(t) = e+ Btet +~ycos(t) + dsin(t)
vVt eR,

y(t) = ae' + pBtet —~cos(t) — dsin(t) .

Exercice (3).

1. Soit A € M, (C) une matrice diagonalisable, et soient Aq,..

valeurs propres deux & deux distinctes.

.3 Ar ses

a) Déterminer un polynome ) de degré inférieur ou égal & r — 1 tel

que :

Vie{1,2,...,1}, Q(\)=e.
b) En déduire que exp(A) = Q(A).

2. a) Résoudre le systéme différentiel :

a
a (b)
(H): X'(t)=AX(t) ou A=
(b)
avec (a,b) € R x R*.
b) Résoudre le systéme différentiel :
1
1

X'(t)=AX(t)+ B(t) ou B(t) =nbe'*~*

» Corrigé.—




1.

a)

Le polynome cherché est obtenu grace aux polynémes d’interpolation
de Lagrange :

- X -
_ A N . — A
= e - Ly ou Ly = .
Q=) e LionLi= 1] $=5
k=1 1<i<r
ik
En effet, on sait que pour tous entiers k,i € {1,2,...,r} :

1 osii=k \ NN
Lk()\i):{o itk , donc Q(A Zek Li(\ =M,

Puisque A est supposée diagonalisable, alors il existe P € GL,,(C) et
A1 (0)
D= : une matrice diagonale, telles que A= PDP~!
(0) An
ol A1, ..., Ay, sont les valeurs propres de A (pas forcément distinctes).
On a alors :

exp(A Z n Z PDP
_ZPD"P ! (ZF)P_l

=pePp~t=p , p!

En notant explicitement @ = Z b; X* avec (bi)ogign les coefficients
i=0
de @, on peut alors poursuivre le calcul :

N .
> biAy
i=0
exp(4) =P P!



2.

v (M

:PX(Zbl >><P)_1
i=0 )\:’L

— PxQ(D)x P! (Z)\ Dl)P—

N
=Y N\ -PDP = Z \i- (PDP™!

=0

N
=) Ni-A=
=0

a) On remarque que : A—(a—0b)-I, =b-J, o J, est la matrice

carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1 (n > 2).
On sait que : rg(J,) =1, donc dimKer(A— (a—b)-I,,) =n—1,
ce qui prouve que a — b est valeur propre de A, de multiplicité n — 1.
La derniére valeur propre A vérifie : A+ (n —1)(a —b) = tr(A4),
soit : A+ (n—1)(a—b) =na < A=a+ (n—1)b, valeur propre simple
de A.
La matrice A admet donc exactement deux valeurs propres :(a —b)
de multiplicité (n — 1, et a + (n — 1)b de multiplicité 1. Il existe donc
P e GL,(R) telle que :
a—>b
a—>b
A=PDP™" ou D=
a—>b
a+(n—1)b
Ainsi pour tout réel non nul ¢, la matrice ¢ - A est diagonalisable et ses
valeurs propres sont ¢(a — b) et t(a+ (n—1)b). En notant Ay =a —b
et Ao =a+ (n—1)b, on a alors d’aprés 1.b) :
X —tho X —t\
i e tha — A
o BA=Do Ly |y, AN,
t()\l — /\2) t()\z — /\1)
o A X, A=l
)\1 — )\2 /\2 — )\1

et =Q(t-A) onQ=e



Or,A—X\-I,=A—(a—0b)-I,=b-Jp, et :
A—)\Q-In:A—(a—i—(n—l)b)-In: . . . . =J,—n-1,.

Comme de plus, Ay — A1 = nb, alors :

et = —let}‘1 (Jp—n-Ip)+ let’\2 I
n n
On applique alors la méthode de variation de la constante, en posant
Ci(t)
X (t) =etAxC(t), ou C(t) = :
Cn(t)

On a alors : C'(t) = e *4xB(t). Donc : (Que veux-tu dire par :
"voir notes de cours" ?)

1
C'(t)= (%eth (Jn—n-In)+ %eth -Jn) xnbe” T, |
1
1 1 1
=—b(Jn—n-I,) | : +hetP2=A1) L g = bet™ . n
1 1 1
=0
1
On choisit C(t) =e™?- | : |, et alors :
1
1 1
Xp(t):etAxetnb S, et X(t) = X (t) + X ( ):et'A(C-l-et"b- ),
1 1
C1
avec C'= |
Cn

Il semble que ce n’est pas tout & fait fini?



Exercice (4).

Soient les fonctions :

I: R—>R et J: R—+R
+o0 +o00 :
s / ot cos(tx) & . / ot sin(tz) dgt
0 Vi 0 vt
1. Justifier que les fonctions I et J sont bien définies.

2. Montrer que [ et J sont dérivables sur R et montrer que pour
tout réel x :

eI'(zx) =J'(z)— %I(x)
et
aJ'(z) =-I'(z)— %J(x)
3. En déduire que pour tout réel x :
, _ =4 1
et
1 T
JSaw) = m[(:z:) — mJ(m)

4. Calculer I(z) et J(x) pour tout réel x.

» Corrigé.—

¢ cos(wt)
Vi

©(t) et p est intégrable sur ]0;1].

1. Pour tout x € R, la fonctionr: t—e est continue sur |0 ; +-o00].

1
E 0: t ~ — =
n T()t—>0+\/i

De plus, [t2-7(t)| =t

[\SI[98)

3
ce”t | cos(xt)| <t2 et ——— 0,
t— o0

1
donc 7(t) = 0400 (t_Q)’ donc 7 est intégrable sur [1;4o0].

Finalement, la fonction r est intégrable sur ]0;4o00].
_, sin(xt)

Vit

De facon analogue, la fonction s: t+—e est continue

sur |0; +ool, intégrable sur [1;+ool.

Pour 2 #0: s(t) ~ - e~ -/t =(t) avec ¢ intégrable sur ]0;1],
t—0

donc s est intégrable sur ]0; +oo.
Les fonctions I et J sont donc bien définies sur R.
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2.

Soient les fonctions :

g: Rx]0;+00[— R et h: Rx]0;+o00[— R

(z,t) et &fg” (z,t) et sin\(/ggct)

Les fonctions g et h sont de classe C' sur Rx]0; +o0],
% oh
Ox Ox

dg ., . oh _
pour tout z € R : ‘%(x,t)’ <WVt-e7t, et de méme ‘%(x,t)’ <WVt-e t.

et : (x,t) = —e™t -/t - sin(xt), (x,t) = et -/t cos(xt), avec

t

On sait que la fonction ¢+ v/f-e~* est intégrable sur ]0;+o0|; donc,

d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, les fonctions I

et J sont dérivables sur R, et :
—+o0 —+o0
VzeR, ['(z)= —/ et /t-sin(xt)dt et J'(x) :/ e '/t -cos(xt)dt.
0 0

Ensuite, pour tout x € R :

+oo A
z-I'(z) = ; Vite ' (—zsin(xt))dt = Al—i>r-1kloo ; Vite (- zsin(xt))dt
A
- AETOO ([\/Ze_t cos(:ct)};4 - /0 e (—Vit+ 2%/2) cos(xt)dt) (LP.P.)

A
= lim (\/Z@‘Acos(Ax)—i—/ e~ '\t cos(zt)dt
A—+o00 0
“+o0
B %/ ot cos(xt) dt)
0 Vi

+0o0 +oo
s(xt
=0 +/ et t cos(zt)dt — % / e t. Mdt
0 0 \/E

— (@)~ (z).
On obtient de méme : Vz €R, z-J'(z) =—1I'(z) — 3J(z), d’ou:
2> I'(x)=z-J (2) — 3J(z) = —I'(z) — 3 J(2) — szI(2)

et 1 2(1+a2®)I'(x)=—J(x)—al(x) (1).
De méme :

2 J (z) = —al'(z) — 2 J(2)) — J'(z) + 31 (z) — 32 (),

dot:  2(1+22)J (x) =I(z) —xJ(z) (2).



3. Les relations (1) et (2) donnent bien le systéme :

—x 1

r =——I(z) - —
@) =33 @ g’ @
et
1 x
! — —
7@ =sa5291@ a7 @
4. On pose Z=1+1i-J, on a alors pour tout z € R :
Z'(0)=T(2) 41T (@) = 2 Z(e) = Z(a)
B 2(1+22) 2(1+22)
o) = —"T1 gz,
&7 (x)= 30 +22) Z(x)
Yoo B . To—t4i
Dou: VzeR, Z(x)=Z(0) exp(/O 72(1—|—t2)dt)'
Or:
+oo e~
Z(O)=1(0)+1-J(O):/ C gt
o Vi
+o0 5
=2 / e du avec le changement de variable t = u>
0

+oo
=2- g d’aprés la valeur connue de / e " du.
0
On en déduit que pour tout z € R :

t+i

Z(z) = +/m-exp (/0 ﬁdt)
=y/m-exp(—2In(1+27%) +i- 1 arctan(z))

=m-(1+2%)71 i (cos (% arctan(z)) +i-sin (% arctan(x)))

11

On note 6 = § arctan(z), alors 2 cos?(0) — 1 = cos(26) = cos (arctan(z)),

1 1 1
L+ tan’(20) 1+ tan ( atrctam(az:))2 Cl4a?
Comme 260 = arctan(z) € ]—% ; 2|, alors cos(26) > 0,

et on a : cos?(20) =

2
d’ott cos(20) = ! cos? () —
\/1—|—x2
Vi+a2+1
; =1 _1 Ly ,
puis cos?( 2 (1 + cos(26)) 2(1+\/1+z2)— Wipr
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On a aussi : § = J arctan(z) € | -5 ; X[, donc cos() > 0 et :
\/1—|—a:2—|—1 _1 V1i+zZ2+1
cos(6 =(1+2*)"1. —

Vida?—1

1 =1 1)

On a enfin : sin®(0) = 1 (1 — cos(20)) = 3 ( \/1+w2)— Nirweik
) in(9) vitar-1 sixz>0
uis : sin(d) =¢- avec € =

P oV1+a?

, et donc pour

siz <0
tout € R :
. \/1+:U2—|—1 . \/1+;v —1
I(:E)—i—l-J(:E):Z(x):ﬁ-( s 5 1+$2

soit :

14+22+1 VvV1i+z2-1 sixz>0
avec € = .
C2(1+22) o1t 2 siz<0
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Exercice (5). Stabilité d’un systéme différentiel a coefficients
constants

Soit A € M, (R), et soit E lespace des solutions réelles du systéme diffé-
rentiel

(9): X' =AX.
On munit M,,(R) de lanorme d’algebre ||-||: M, (R) —» R4
X =(zj)—n g |5 51
1<j<n

Soit A= B+ N la décomposition de Dunford de la matrice A.

1. a) Montrer qu’il existe C > 0 tel que ||e!B|| < C- max |e|
AESP(A)

(ot Sp(A) désigne le spectre de la matrice A).
En déduire que si Re(\) < 0 pour toute valeur propre A de A,
alors ||et4|| — 0, puis que X (t) — 0 pour tout X de E.
t—0 t—+4o0

b) Montrer la réciproque de a) : si X () T 0 pour tout élément

X de E, alors Re(\) < 0 pour tout A € Sp(A4).
2. a) On suppose que X est bornée pour tout X de E; soit A € Sp(A4).

Montrer que Re(\) <0 et que s’il existe k € N* tel que :
dimKer(A—\-I) #dimKer((A—X-1)¥) et dimKer(A—\-I)>2,

alors Re(\) < 0.
Indication : montrer que dans ces conditions, il existe X € Ker((A— A
I)Q) \Ker(A—X-1I), et montrer que : Vk € N*, AFX = \F. X + kA1,
Y, avecY =(A—\-1)X.

b) Montrer la réciproque de a).

» Corrigé.—
1. a) La matrice B est diagonalisable, donc il existe P € GL,,(C) telle que
la matrice D = P! BP soit diagonale, et alors :

+o0o oo
B P(.D\P-1 1 ik 1 k p—
k=0 k=0

+oo
1 B Do
:P(ZH-(t-D)’“)P L= petPp-1,
k=0

d’ou :

el = 1P PP NIPI -l PI- P < IPI-IIP~H] - n max [ef].
—— ———)€Sp(B)
=C
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2. a)

Or Sp(B) =Sp(A), donc :  ||e"B|| < C- \Jax et
E
D’autre part : el'd =t BN — ot Bet'N car B et N commutent,

r—1
1
et etV = Z R (t-N)*, ou r est I'indice de nilpotence de N.

N ||N||k
Alors pour ¢ >0 : ||<Z
Soit aussi A tel que [et0| = max |et>‘| alors :
AESP(A)
et 4] = [|et BTN = ||et Bet V|| car B et N commutent, donc pour ¢ >

[Lls
<[ B le V]| < Clet) - ( Z ")

r—1 k — k
< CetReOo) (Z ||JZ||| tk) _ C'Z ||]Z'|| th etRe()
k=0 ’ k=0 ’

qui tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo puisque Re(\g) < 0.
Einfi, si X € E alors:  Vt€R, X(¢)=e"4X(0) =0
—+o00

Soit A une valeur propre (complexe) de A et Xy € M,, 1(C) un vecteur
propre associé.

Xtk Xtk Ak
Ona: e'4X,= Z AR X = Z —XO = e X,.
pr

Soit X: R R alors: Vi c R, X' () = A" A X = AX (1) ;
t— et.AXO
en notant Xi(t) =Re(X(t)) et Xa(t) =Im(X(t)), on a:

X1(t) = AXy(t)

0,

X (t)+iXa(t) = A(X1(t) +iX2(t)) donc « et car A€ M, (R),

X5(t) = AXs(t)
donc X; et Xo appartiennent & F.
Onadonc lim X;(f)=0= lim Xs(¢), donc lim X(¢)=0,
t—4o0 t—+4oo t—+4oo
donc : e X =e" 4 X = X (1) P 0, donc Re(\) < 0.

Soit A une valeur propre (complexe) de A et X € M, 1(C) un vec-
teur propre associé. On sait que X : R — M, (C) est une solution

t— et'AXO
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du systéme (5) et que (voir 1.b)) X7 = Re(X) et X3 =Im(X) appar-
tiennent & F, donc X et Xo, puis X = X; +iX5 sont bornées

sur R, .

Or: X(t)=e"4 Xy = e Xq (voir 1.b)) ; comme Xg # 0 et puisque X
est bornée sur R, alors Re(\) < 0.

Considérons maintenant Fj, = Ker((A— X-1)*) : il est clair que la
suite (dim(Fy)),
elle est stationnaire.
Notons r = min{k € N* tel que F}, = Fk+1}7 alors :

si X € Fryo, alors (A= X-I)"THA-XN-D)X=(A-X-1)""2X =0,
donc (A-—A- )X eF.1=F,

donc (A=X-I)"(A-X-DX=0& (A-X-I)"" X =0,

est une suite croissante et majorée de N, donc

donc X € Fyy 1.
Ainsi F,. o = F,.11, et de proche en proche, on aura :

F,=F1=Fro=...

Donc : si Fy = F5 alors pour tout k € N*, Fy, = F}, ce qui est en
contradiction avec 'hypothése faite.

Ainsi F} # F, donc il existe X € Fo\ F1. Sionpose Y =(A—\-1)X,
alors A X =X-X+4+Y, et:

(A=XN- DY =(A-X-1)*X =0 AY =\-Y.

Une récurrence facile donne alors : Vk € N*, AFX =\ \F. X 4 kALY
d’ou :

+ool +Ootk
t-Ay _ k _ k
AN =Y (AN =X Y A
k=0 k=1
+Ootk
_ k k—1
=X+ o (X Ry
k=1
too k too k—1
_ (tA) (tA)
_X+; - X+tkzzl(k_1)! Y

=X 4t Y.
Si Re(A\) =0, alors il existe 8 € R tel que A =10, et alors :
X =P (1Y + X),
puis ||etAX || = ||t Y + X]|| T oo car Y #0.

Par conséquent, la solution t — et 4 X du systéme (S) est non bornée,
ce qui est absurde. On en déduit que A < 0.
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b) On sait que C" = @ Ej, ot Fy, =Ker((A—\;-1)%) est le

1<ikr
sous-espace caractéristique associé a la valeur propre \;.

Par conséquent :

VX eC", 3(Xy,..., X)) €EFy x - x F tel que X =Y X;.
=1

e Premier cas : si §; = 1. Dans ce cas :
X ¢k X ¢k

AXi=) g AK=) g M Ke=eN Xy
k=0 k=0 "

et comme Re()\;) <0, alors la fonction ¢+ et 4 X; = et X;
(de Ry dans M,, 1(C)), est bornée.

¢ Deuxiéme cas : si §; > 2.
Dans ce cas, e X, = e TTHAND) x — othigh(A=2i]) x

Or X; € Ker((A—X\;-1)%), dou :

+o00 Lk Bi—1
(AN t
et (A= I>Xi:ZE-(A—Ai-I)kXi: > (A= Ni-DFX;,
k=0 k=0
puis :
Bi—1
e ]| = e et AN X RO ST 1A= N 1 X),
k=0

qui tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo puisque Re();) < 0.

T T
Comme et 4 X = et'4 ( ZXZ) = Z et AX;, alors t — e X est
=1 i=1

bornée sur Ry, et toutes les solutions de (S) sont donc bornées.
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Exercice (6). Théoréme de Floquet
Soit le systéme différentiel (H): X'(t)=A(¢)X(¢),ou A: R — M, (C)
t— A(t)

est continue et périodique, de période T' > 0 (n € N*).

1. Montrer qu’il existe A € C et une solution Y non nulle de (H), telle
que Y(t+T)=\-Y(t) pour tout ¢t € R.

2. Soit (Y7,Ys,...,Y,) une base de solutions de (),
et la matrice M = (Y1 Y2 -+ Y,).
Montrer que la matrice (M (t)) - xM(t+T) est indépendante de ¢, et
en déduire qu’il existe B € M,,(C) telle que M (¢t +T) = M (t)e""? pour
tout t € R, puis que I’application @ : R — GL,(C)  est T-périodique.

t— M(t)e "B

Indication : on admet que Uapplication exp: M, (C) — GL,(C) ,
X —eX
est surjective.

On obtient ainsi I'égalité : M (t) = Q(t)e*? avec Q périodique, de
période T'. On appelle cette identité la forme normale de Floquet.

3. Soient B =D+ N la décomposition de Dunford de B, et P € GL,,(C)
telle que A = P~'DP est diagonale.
Soient aussi, pour tout t € R : Z1(t), Za(t),...,Z,(t) les colonnes de
la matrice M(t)P.

a) Montrer que (Z1,...,Z,) est une base de solutions de (H).

b) Soient Aq,...,\, les valeurs propres de B, et R; (t) est la k-iéme
colonne de la matrice % Q)N'P (0<i<n—1, 1<k<n).
Montrer que pour tout k € {1,2,...,n} :

n—1
Zy(t) = M Z R;
1=0

et vérifier que les R; ; sont T-périodiques.

4. Application. Résoudre le systéme différentiel :

(9): {w’@s) — (t) — cos(t) -y(ti

)

y'(t) =cos(t) x(t)+y(t

et déterminer la forme normale de Floquet pour (.5).

» Corrigé.—



18

1.

3.

Soit Yr: R — M, (C) ;pour tout t €R, on a:
t—Y({t+T)
Vi) =Y (t+T)= At +T)Y (t+T)
= A(t)Yr(t) puisque A est T-périodique.
Ainsi, Y € Sy, ou Sy est U'espace des solutions de (#).

Ensuite, ’application L: Sy — Sy est un endomorphisme de Sy. En
Y—Yr
effet, pour tout a € C et tous Y, Z € Sy, pour tout t € R :

Lia-Y+2Z)(t)= (- Y+ 2)r(t) =a-Y({t+T)+Z(t+T)
=a-Yr(t)+ Zr(t) = (a- L(Y) 4+ L(Z)) (¢).

Ainsi : L(a- Y+ Z)=a-L(Y)+ L(Z), et L est bien un endomorphisme
de S’H

Soit alors A\ une valeur propre (éventuellement complexe) de L et Y un
vecteur propre associé, on a alors :

LY)=AYSWER, Yr(t)=X-Y(t) & VLER, Y(t+T)=X-Y ().

En posant F(t) ( ()", on sait que : F'(t) = — (M (t)) " M’ () M(t).
D’ou, en posant G(t) = (M(t )_ xM(t+T) :
(t)

G'(t)=— (M) t(M )M (E+T) + (M(t) ™ M’(t+T)
= —(M(0) AW M) (M (1) M(t+T)+ (M(1)) " A@Q)M(t+T)
=I,
=0.

Ainsi, G est constante sur intervalle R : on note C'= (M (t)) M(t+T).
D’aprés l'indication fournie, il existe B € M,,(C) telle que C = eT" B
soit : (M(t))_lM(H—T) =eT"B et ce pour tout ¢ € R. Ainsi, pour tout
teR:

QUAT)=Mt+T)e DB M(t4+T)e T Be B = M(t)e B =Q(t),
donc @ est T-périodique.

a) Pour tout t e R : (Z1(t) Zy(t) --- Zu(t)) =M(t)P, donc :

(Z1(t) 2Z5(t) -+ Z,(t)) = M'(t)P = A()M(t)P = A(t)Z(t)
=A(t)( 1) Za(t) - Za(t))
(

A(t)Z ) et Z, est donc

(_ t) Zn(t))

Donc pour tout k€ {1,2,...,n}: Z. (¢
solution de (H). Comme de plus M (¢)P
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est inversible (comme produit de deux matrices qui le sont), c’est une
matrice fondamentale pour (H) et (Z1, Za, ..., Z,) est une base de
solutions de (H).

b) Pour tout t € R :
M(1) = Q) = Q1) P+
_ Q(t)et-NetPAP’l _ Q(t)et-NPet-AP—l’

donc M (t)P = Q(t)et N Pet2. Or :

Y (0)
+o0 k +oo 1
tA (t ) A) _ tF
e D Dl B
k=0 k=0 (0) )\fl
+oo k
(t)\l) O
kZ::O k! ( ) et)q (0)
+oo k 0 etAn
(0) kz_:o (t)}j) (0)
n—1 ; n—1 ,; i
LN t'-N* _ t"-N'P ]
et e P (; i )P—g i , donc :
t*N'P
(Z1(t)  Zs(t) Zn(t) =MHP=Q(t) > Tet'A
=0 ’
n—1 3
5 QNP
= 7!
n—1 et>\1
=3t (Ria(t) Ri ()
=0 (0)
n—1
= Z tl (Riyl(t)et)‘l Ri,n (t)et)‘") 5
=0

n—1
Donc pour tout k€ {1,2,...,n}: Zp(t)= (Zti -Ri_,k(t))et’\’“.
1=0

4. On pose z =z + 1y, alors pour tout réel ¢ :

2't) = i(l + icos(t))x(t) + i(l + icos(t))y(t) = (1 + icos(t))z(t),
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donc pour tout t € R :

2(t) = \- elo (1+iCOS(U))dy — ). ettisin(®)

e'(a+ip) - (cos (sin(t)) +isin (sin(t))) (on a posé A=a+if)
e (a cos (sin(t)) — Bsin (sin(t)) + i(ﬁ cos (sin(Bt)) + asin (sin(t))),

Ainsi :
(x(t)) . (a cos (sin(t)) — Bsin (sin(t))) . (cos (sin(t)) —sin (sin(t))) (a)
y(t) arsin (sin(t)) 4 B cos (sin(t)) sin (sin(t))  cos (sin(t)) 8
cos (sin(t)) —sin (sin(t)
)

et M(t)=¢e'-
sin (sin(t))  cos (sin()
tale du systéme (5); sa forme normale de Floquet est obtenue avec :

5 ( sin(t —sin ( sin(t
Bngz((l) (1)) et Q(t):<Cos(s ()) S (s ())>.

sin (sin(t))  cos (sin(t))

)> est une matrice fondamen-
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