Exercices sur les équations
différentielles

Exercice (1).
1. Soit ’équation différentielle
(H1) : sin(t) -y (t) — 2 cos(t) - y(t) = 0.

Que peut-on dire de la dimension de I'espace des solutions de (H)
sur R?

2. Soit I’équation différentielle
(Ha2): a?-y"(z) — 4z -y'(2) + (2® +6) - y(z) = 0.
a) Déterminer les solutions de (#2) développables en séries entiéres.

b) Quelle est la dimension de I’espace des solutions de (H) sur R?

» Corrigé.—

1. Soit k € Z quelconque, sur Uintervalle Iy, =lk7; (k+ 1)7[ :
t
Péquation différentielle y'(t) =2 - Z?j((t)) -y(t) a pour solution la

cos(t)
fonction yg : t— Ap - ef sin(n) 4 — A - e2nsin®D =\ sin?(¢) (ou A\ €
R).

On vérifie alors facilement que pour tout k € Z, la fonction

Tr: R— R ’

R {sinQ(t) S? telkm; (k+1)n[
0 sinon

est une solution de (H;).
En effet, ) est de classe C! sur R\ {k7; (k+1)7}, et on a

1=



clairement xy (km) = . (km) = 0.

Il reste & vérifier assez facilement que la famille (xy)ren est libre : par
conséquent, dim (S, (R)) = 400, ot Sy, (R) est I'espace des solutions
de Hq sur R.

. On résout ici I’équation différentielle :

(Ha): 2 -y/'(2) — 40+ (&) + (22 + 6) - y(2) = 0.

a) Supposons que (7—[2 posséde une solution développable en série en-
tiére : Z anz" (de rayon de convergence R > 0), alors pour

tout x tel que |x| <R:

+00 too
= Z napz" "t et y’(z) = Z n(n—1)a,z" 2.
n=1 n=2

Ainsi, pour tout z tel que |z| < R :
0=2a”-y"(x) —da -y (x) + (2> +6) - y(2)

“+oo
@0:271( —Dapz"™ 4Znanx + (22 4 6) Zanx
n=2
+oo
S 0= Z (n(n —-1)— 4n)anx" +6 Z anx” + Z anz"t?
n=1 n=0 n=0
+oo “+oo
< 0=06ag + Z(n2 —5n+6)az™ + Z ap—oz"
n=1 n=2
“+oo
< 0=06ap+2a; -+ Z ((n* —5n+6)a, + an—2)a"
n=2

On en déduit :
ap = a1 = 0 et pour tout entier n > 2, (n? —5n+ 6)a, + an_o = 0.

Or (n?2=5n+6)=(n—2)(n—3), donc pour n=2et n=3
ona:0-a,+0=0, qui est toujours vrai, tandis que pour tout
—anp-2

m, qul s’écrit aussi :

entier n >4 : a, =

—Q2n —a2n+1

m@2n—1) BT it )2+ 2)

Une récurrence facile donne alors, pour tout n € N* :

(=) ! -t
(2n —2)! (2n—1)!

VneN, amy2=

Qop = caz et agpp1 = a3



d’otr la forme générale des solutions de (Hz) développables en série
entiere :

n 2n 1)nx2n+1

B Z:: 2n oy a8 Z 2n—1)!
2 2k+1
= Z 2k jas ot Z 2kt D)

=as-x -cos(x)+a3-x -sin(z).

Remarquons que le rayon de convergence de ces solutions est infini.
L’ensemble des solutions de (Hz) développables en série entiére, est
donc Vect(y1,y2), ot y1: R— R etyo: R— R

x — 2?2 - cos(z) x— 2? - sin(z)

L’espace des solutions de (Hz) sur Iy =] —00;0[ ou I =]0; +oo] est
de dimension 2 et comme y; et y2 sont solutions de (H2) sur R, ces
fonctions sont aussi solutions de ’équation différentielle sur I et
sur Is. On en déduit :

Spi, (] — 003 0[) = Vect(y1, y2) et Sy, (]0;400[) = Vect(y1, y2).

Par conséquent, si y est solution de Hs sur R, alors y est solution
de (H2) sur I; et sur I, donc il existe des réels A1, u1, Ao, po tels
que :

Vr €]0;+oo[:  y(x) = A1 - 22 cos(w) + puy - 22 sin(x),
et Vo €]0; 400 y(z) = Aa- 22 cos(z) + g - 27 sin(z).
Or sur | —o0;0[ :
Y (z) = A1 - 2z cos(x) — Ay - 2 sin(z) + py - 2z sin(x) + pg - 22 cos(x)
et 3 (x) = A\ - 2cos(x) — A - dxsin(z) — Ay - 22 cos(x) + g - 2 sin(x)
+ 1 -4z cos(x) — g - 22 sin(x).

Dou: y(z )—>z§ 0, ¥ (z )—>”H0 0 ety (x )—>“0 2\;.

De méme : y()ﬂo ()ﬂOety()ﬂQ)\g

On peut donc recoller les solutlons au point 0 si et seulement
si /\1 = )\2.

On conclut donc que l'ensemble des solutions de (H2) sur R est :

S, (R) = Vect(21, 22, 23),



ou :
z1: R— R ,29: R— R et z3: R— R
2 . . .
r—z~cos(r) r?sin(x) si >0 0 si x>0
T ) T, '
0 sinon x’sin(z) sinon

Exercice (2).
1. Soit (a,b) € R* x R, et soit I’équation
(E): y"(2) — 4y(z) = a|z| +b.

Montrer que l’équation (E) posséde une unique solution sur R qui
admet des asymptotes en +00 et en —oco, et déterminer cette solution.

2. Soit f € C'(R4;R) monotone, admettant une limite finie en +o0.
Montrer que toutes les solutions de I’équation différentielle
(B): y"+y=1,

sont bornées.




Exercice (3).

Soit p,q: [a;b] = R deux fonctions continues, et I’équation :

1. Soit y une solution non nulle de (S.L.).
a) Montrer que les fonctions y et 4’ ne s’annulent pas simultanément.
b) Montrer que les zéros de y sont en nombre fini.

2. Soit y; et yo deux solutions linéairement indépendantes de (S.L.).
On suppose que y; admet au moins deux zéros : soient « et 8 deux
zéros consécutifs de y;.

a) Montrer que y2 admet au moins un zéro dans 'intervalle

b) La fonction ys peut-elle avoir plusieurs zéros dans Ja; B[ ?

(S.L.): y'+py +qy=0.

ouvert Ja; Bl

» Corrigé.—

1. a)

0

S’il existe ¢ € [a;b] tel que y(to) = y'(to) =0, vu que la fonction
nulle est solution de ’équation (S.L.), alors d’aprés le théoréme de
Cauchy-Lipschitz linéaire, la solution y est nulle : par I’absurde, il
n’existe donc aucun ¢ € [a;b] tel que y(t) =4'(t) =0.

Supposons que la solution y posséde une infinité de zéros deux a

deux distincts dans [a;b] : on extrait de cette famille infinie une

suite (z,,)nen de zéros de y.

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut alors en extraire

une sous-suite (T, (,))nen qui converge dans [a;b].

On note £ = lim x,(,) : comme la fonction y est continue, alors
n—-+oo

y(O) = lim y(we(m)=0.

Le théoréme de Rolle s’applique par ailleurs, qui assure que pour

tout z € N, il existe un réel ¢, compris entre T,(,) et Ty(n,1) tel

que y'(c,) =0.

Or ¢, —+> ¢ (par encadrement), et comme y’ est aussi continue,
n——+0o0

alors y'(¢) = 1ir_£1 y'(en) =0.

n——+oo
On a donc trouvé un réel £ de [a;b] tel que y(¢) =y’ (£) =0, ce qui
contredit le résultat de a) : on en conclut que la solution non nulle y
posséde un nombre fini de zéros dans [a;b].

a) Les fonctions y;1 et yo sont linéairement indépendantes, donc le
wronskien w(y1,y2) = y1 - ¥5 — ¥} - y2 ne s’annule pas sur [a;b].
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, w(yi, y2) reste de



signe constant sur [a;b], et quitte & échanger les roles de y; et yo,

on peut supposer que w(y1,y2) > 0. On en déduit :

w(yr,y2)(a) = yi(a) -yh(a) —yi(a) ya(a) = —yi(a) - ya2(a) > 0,
——

=0
et

w(y1, 42)(B) = y1(B) - y5(B) — v1(B) - y2(B) = —11(8) - y2(B) > 0.

Or « et 8 sont deux zéros consécutifs de y1, donc v (a) et y1(8)
sont de signes opposés. On en déduit que ya() et ya2(S) sont
de signes opposés ; lke théoréme des valeurs intermédiaires assure

alors l’exisence d’un réel v €]a; 5[ tel que ya(y) = 0.

b) S’il existe deux réels distincts v, ¢ dans Ja;SB[ tels
que y2(7y) =y2(0) =0, alors par le méme raisonnement qu’en 2.a),
il existe un réel ¢ €]y;d[Cla; B[ tel que yi(c) =0, ce qui est in-
compatible avec le fait que « et [ sont deux zéros consécutifs
de y1.

La fonction yo s’annule donc une et une seule fois dans Ja; g].

Exercice (4).
Soit ’équation
(S.L): y'(z)+4q(z) y(x) =0,
ou ¢: R — R est une fonction continue, négative et non nulle sur R.

1. a) Montrer que si y est une solution réelle de (S.L.), alors
la fonction 32 est convexe.

b) Montrer que si y est une solution réelle positive de (S.L.) sur un
intervalle I, alors y est convexe sur /.

¢) Montrer que la fonction nulle est I'unique solution réelle bornée
de (S.L.).

2. Soit ¢ la solution réelle de (S.L.) telle que ¢(0) =1 et ’(0) = 0.

a) Montrer que Vx € R, |o(z)| > 1, puis que Vz € R, p(z) >1
et que @ est convexe sur R.

b) On suppose qu’il existe o > 0 tel que g(z) < —a? pour tout z € R.
Montrer que ¢(z) > ch(ax) pour tout x € R.

Indication : écrire ¢ — oo = f avec f(z) = —(q(z) + a?)p(x),
et utiliser la méthode de variation des constantes.




Exercice (5).
Soit ’équation différentielle :
H): v V) +an1-y" V) +.. .4 a1y () +ao-y(t) =0.
On suppose que le polynéme P = X" +a, 1 X" ' +...+ a1 X +ag est

scindé et que P = H(X —X;)% avec Aq,..., A\ € C sont deux & deux
i=1
distincts et ag, a9, ..., q, € N*,
On définit I’endomorphisme D : C*(R,C) — C*(R, C)
/
et 'application / : R - R . f=f
t—1

On note aussi Sy Pespace des solutions de (H) sur R.

1. Montrer que Sy = @ Ker((D—N.I)").

1<ikr

2. En déduire que : Sy = {y: t— ZPZ-(L‘).e)‘i‘t P& Rai_l[X]}.
i=1

3. Application : résoudre les équations différentielles suivantes :
a) (Br): " (t)=3y"(t) +3y'(t) —y(t) =t = 3.
b)  (B2): yW(t)-2y"(t)+y(t)=0.

» Corrigé.—

1. Si f est solution de (#), alors f est n fois dérivable sur R,
et f() =—q,_1-fO7D) —. —qa- f/ —ag- f qui est dérivable sur R,
donc f est (n+1) fois dérivable sur R ; de proche en proche, on obtient
que f est indéfiniment dérivable sur R, et f € C*°(R,R).
On en déduit :

(f€Sx) < (P(D)(f)=0) & feKer(P(D) & fe @ (Ker((D—A\.D)™)),

1<i<r
d’aprés le théoréme des noyaux.
2. Pour tout i de {1,2,...,r}, on note F), = Vect(gm,\i,gl,)w, . ,gai_lw)
ou les fonctions g, sont définies pour tout k€ Npar gy »,: R— R

s th .Mt
11 est facile de voir que dim(F),) = «; et que :

Fy, ={tr> Ro(t)-eM"; Py € Ry, 1 [X]}-
D’autre part, pour tout k € N, (D —X;-I)(grx,) =k - Gr—1.;-



En effet, pour tout réel ¢ :
(D=Xi-I) (g ) @) =kttt tp X b et —x tFeM =k gy 5, (1),

Répétant cette opération «; fois, on obtient pour tout k€{0,1,...,a; —1},
on obtient : (D—X\;-I)% (g x,)=0, et donc pour tout ¢ € {1,2,...,r}:

Fy, CKer((D—X;- 1)), puis @) F, C Sn.

1<igr

Ordim( @ F)\i)zzaiZTL:dim(S’H),d’Oﬂ: SHZ @ F)\i,

1<igr i=1 Isisr

soit : SHz{y: R— R ;PieRai—l[X]}-

tes Y Pi(t)- et
i=1
3. Application.

a) L’équation (Ey1): o"'(¢t)—3y"(t)+3y'(t) —y(t) =t—3
a pour équation homogéne associée :

y"(t) = 3y" (t) +3y'(t) —y(t) = 0= (D — I)*(y)(t) = 0.
Ainsi, d’aprés 2 :
Sy =Ker((D—1)*)={(at®>+bt+c)-e'; a,beR}.

De plus, la fonction y,: R —R est une solution particuliére
t— —t
de (F4), donc :

Se) = {tl—> —t+ (at?* + bt +c)-e’; a,beR},
oit S(g,) est I'espace affine des solutions de (E1) sur R.

b) L’équation différentielle (Fs) est déja homogeéne, et a pour ensemble
solution :

Sy =Ker(P(D)) ot P=X"-2X>+1=(X—-1)*(X+1)?
=Ker((D—1)*(D+1)?) =Ker((D — I)?) & Ker((D + I1)?).
Ainsi, d’aprés 2 :

5<E2>={y¢R—> R ;a,b,c,deR}.
ts (at+b)-e' +(ct+d)-e"



Exercice (6).
1. Soit (a,f) € C? tel que Re(a) > 0 et soit f € C1(R; ;C) vérifiant :
(&) +a- ft) —— ¢

t——+oo

Montrer que f(t) P l.

2. Soit g € C*(Ry ; C) veérifiant = (¢"(t) +¢/(t) +g(t)) —— L.

t—+oo

Montrer que g(t) T L.

3. Généraliser.

» Corrigé.—

1. Posons pour tout réel t e Ry, g(t) = f(t) =L et e(t) =g¢'(t) +a-g(t),
alors e(t) = f/(t)+a- f(t)—¢ P 0 et g est solution de l’équation

— 400

différentielle (E): y'+a-y=~.
L’équation homogeéne associée & (E) est (H): yjy +a-yg =0; il existe
donc X € C tel que yg(t) = X-e .
On utilise ensuite la méthode de variation de la constante,
en posant g(t) = A(t)-e~%. Pour tout t € R, :

gAY =N{t)-e ™ —\Nt)-a-e g {t)+a-g(t)=N(t) e .
Or ¢g'(t)+a-g(t) =¢e(t), donc N (t) = e - g(t).

¢
On choisit alors : A(t) :/ e(u)-e*™du; on a alors :
0

gt) =y (t) + A(t)-e" " =X-e " + (/Ot e(u) ~e‘“‘dU) ceT o,

De plus : [A-e~%|=|A|-eRe(a)t ——70 car Re(a)>0.
—

Comme £(t) —0, alors :
t—4o0

Va >0, 34 > 0 tel que si u > A alors |e(u)] < a.

Pour tout t > A, on écrit alors :

(/Ots(u)-e‘“‘du) ~e‘“t:(/0As(u)-e““du) -e_“t+(/4ts(1t)-e““du) et

ou :

‘(/Ag(u)eaudu) 'e_atdtk (/A|5(U)|'€Rc(a)'"du) e~Re(a)t 0,
0 0

t— oo
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puisque Re(a) > 0. De plus, pour tout ¢t > A :

I /A cfu)-evaa) -~ = (] o) R0 e

t
_ (/ Q- eRc(a)-udu) . e—Rc(a)-t _ L . |:8Rc(a)-u:|t . e—Rc(a)-t
A Re(a) A

[0 [0
< . oRe(a)t  —Re(a)t _
Re(a) © ¢ Re(a)

En rassemblant ces résultats, on en déduit que g(t) T 0,
—+00

puis f(t) =g(t) +¢ T L.
2. On suppose que g € C2(R; ; C) vérifie ¢ (t) +g'(t) + g(t) — .

t——+oo
Cherchons «, g € C et une fonction h tels que

h(t) =g'(t)+a-g(t) et g"(t) +g'(t) +g(t) = 1'(t) + B - h(t).

On a alors :

K (8)+B-h(t)=g"(t)+a-g'(t)+8-(¢'(t) +a-g(t)) =g" (t)+(a+B)-¢'(t) +apb,

@ =1
et par identification, il suffit de choisir «, 5 € C tels que : { —;B L
- =
Les réels a et 8 sont donc solutions de I’équation 22 —z+1=0.
Son discriminant est A =1—4 = —3, et on peut choisir par exemple :

a:%—i—i-@ et B=1_i.

2 2
Onaalors: A (t)+8-h(t)=9¢"(t)+¢'(t)+g(t) P L.
—+00
Comme Re(8) =1 >0, alors d’aprés 1 : h(t) =¢'(t) + a-g(t) —— ¢,

t—4o0
et comme Re(a) > 0, alors d’apreés 1, g(t) —— 4.

t—+oo
n—1
3. Généralisation : Soit P = X" + Z ar X" un polynome dont les racines
k=0

complexes ont toutes des parties réelles strictement négatives.
On consideére 'endomorphisme de dérivation D: C* (R4 ;C) — C*(R1;C) ;

f=f
on suppose : P(D)(f)(t) P ¢ € C, montrons qu’alors f(t) P L.

On rédige une preuve par récurrence.
Initialisation.— Soit P(X)= X —a avec Re(a) <0 et f € C* (R, ;C)
tels que P(D)(f)(¢) PR ¢, soit f'(t) —a- f(¥) Tﬂ.

—+00 — 400

Comme Re(—a) >0, alors d’aprés 1 : f(t) P L.
—+00
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n—1
Hypothése de récurrence.— Si Q = X" + Z X" est un polynome
k=0
dont les racines ont toutes une partie réelle strictement négative, et f
est une fonction telle que Q(D)(f)(t) —— ¢, alors f(t) —— £.
t—+oo t——+oo

n n+1
Hérédité.—  Soit P(X) = X"+ a, X" = J[(X = M)
k=0 i=1
avec Re(\;) < 0 pour tout k€ {1,2,...,n+1}.
On écrit alors P(X) = (X — A\py1)Q(X) ou Q(X H (X — ), et on

suppose que P(D)(f)(t) —M@Q( (D — Ans1 k})l( ity —— ¢,

t—+oo
alors par hypotheése de récurrence : (D — Ay - I)(f)(¢) PR 4, et

comme Re(—M\,4+1) > 0, alors d’aprés 1, f(t) T L.
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Exercice (7). Equation de Hill
Soit ’équation différentielle :
(H): y'+q-y=0,
ol ¢: R — R est continue, périodique de période T > 0.

1. Justifier I'existence de deux solutions y; et yo de (H) telles

0) =1 0) =0
que : y}( ) et y?( ) , que l’espace des solutions de (#)
y1(0) =0 y2(0) =1

est Sy = Vect(y1,y2), et montrer que :
VEeR, w(t)=y1(t) ya(t) —y1(t) ya(t) = 1.

2. Montrer que si y est une solution de (#), alors la fonction ¢ +— y(t +T)
est aussi solution, et en déduire que pour tout t € R :

yi(t+T) =yu(T) - y1(t) +y1(T) - y2(t)
et

Yot +T) =y2(T) y1(t) +y5(T) - yalt)

3. Soit € C\ {0}, et soit A € C tel que = e,
Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’équation () posséde une solution y non nulle qui vérifie :
VteR, yt+T)=p-y' ).
(ii) Le réel p est solution de I’équation d’inconnue z :
% — (yl(T) —I—yé(T)) -x+1=0.

(iii) L’équation différentielle () posséde une solution y non nulle telle
que :
VteR, y(t)=e- u(t),

ou u est une fonction T-périodique.




