
THEOREME D'ARTIN

CALCUL DE

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)2k+1

1 Développement Eulerien de la fonction Sinus

1. Soit θ ∈ R et n ∈ N. Déterminer un polynôme pn telle que :

sin((2n+ 1)θ) = sin(θ)× pn(sin2 θ)

indication : on pourra développer (cosθ + i sin θ)2n+1

2. Déterminer les racines de pn, et en déduire que

pn(x) = (2n+ 1)
n∏
k=1

(
1− x

sin2( kπ
2n+1

)

)
3. Conclure que ∀x ∈ R :

sin(πx) = (2n+ 1) sin(
πx

2n+ 1
)

n∏
k=1

(
1−

sin2( πx
2n+1

)

sin2( kπ
2n+1

)

)
4. Soit x ∈ R \Z, et pour n ∈ N telle que m > |x|. On pose pour n > m :

um,n(x) = sin(πx) = (2n+ 1) sin(
πx

2n+ 1
)
m∏
k=1

(
1−

sin2( πx
2n+1

)

sin2( kπ
2n+1

)

)
et

vm,n(x) =
n∏

k=m+1

(
1−

sin2( πx
2n+1

)

sin2( kπ
2n+1

)

)
Montrer que les deux suites um,n(x) et vm,n(x) sont convergentes dans
R∗

5. Pour n ∈ N \ Z, on note vn(x) = lim
n→+∞

(vm,n(x))

Montrer que .....

1 ≥ vm,n(x) ≥
n∏

k=m+1

(
1− π2x2

4x2

)
En déduire que

vm(x) −−−−→
n→+∞

1
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6. En déduire que sin(πx) = πx
∞∏
k=1

(
1− x2

k2

)

2 Théorème d'Artin-Application

7. Soit n ∈ N∗, on dé�nit la fonction :

Γn : R∗+ −→ R

x 7−→ 1

x
e−γx

n∏
k=1

e
x
k

1 +
x

k

où γ est la constante d'Euler : γ = lim
n→+∞

(1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n)).

Montrer que la suite (Γn)n∈N∗ converge simplement dans R∗+.

On dé�nit la fonction Gamma d'Euler par :

Γ : R∗+ −→ R

x 7−→ lim
n→+∞

Γn(x) =
1

x
e−γx

+∞∏
k=1

e
x
k

1 +
x

k

8. Montrer que la fonction Γ est de classe C2 et que, pour tout x > 0 :

(ln(Γ))′′(x) =
+∞∑
k=0

1

(x+ k)2
puis que (ln(Γ))′′(x)→ 0 quand x→ +∞.

9. Montrer que pour tout x > 0 :

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

10. Soit f : R∗+ −→ R∗+, une fonction convexe de classe C2 véri�ant :

f(1) = 1 et ∀x > 0, f(x+ 1) = xf(x)

Montrer que la fonction :

S : R∗+ −→ R
x 7−→ ln

(
f(x)
Γ(x)

)
est 1-périodique, convexe et en déduire que S = Γ (Théorème d'Artin).
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11. Soit a > 0. On dé�nit la fonction :

ha : R∗+ −→ R
x 7−→ Γ(x+a)

Γ(a)

∫ +∞
0

tx−1

(1+t)x+a dt

Montrer que la fonction ha est de classe C2, et que la fonction ln(ha)
est convexe

12. En déduire que pour tout x > 0 :∫ +∞

0

tx−1

(1 + t)x+a
dt =

Γ(x)Γ(a)

Γ(x+ a)

puis que ∀x ∈]0, 1[ : ∫ +∞

0

tx−1

1 + t
dt =

π

sin(πx)

3 Calcul de
∑+∞

n=0
(−1)n

(2n+1)2k+1

13. Montrer que pour tout a > 0 :∫ 1

0

ta−1

1 + t
dt =

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ a

et, en déduire que pour tout x ∈]0, 1[ :

π

sin(πx)
=

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ x
+

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1− x

14. En déduire que pour tout x ∈]− 1
2
, 1

2
[ :

π

cos(πx)
=

+∞∑
n=0

(−1)n
2n+ 1

(n+ 1/2)2 − x2

puis que

π

cos(πx)
=

+∞∑
k=0

(
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2k+1

)
22k+2x2k
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15. En déduire que la fonction :

v : ]− π
2
, π

2
[ −→ R
x 7−→ 1

cos(x)

est développable en série entière, et que pour tout k ∈ N :

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2k+1
=

π2k+1

22k+2(2k)!
E2k

où, pour tout k ∈ N, Ek = v(k)(0) : kème nombre d'Euler.

16. Montrer que pour tout n ∈ N∗ :
n∑
k=0

(−1)k
(

2n
2k

)
E2k = 0

(on pourra utiliser l'identité :
1

cos(x)
cos(x) = 1)

(a) Calculer E0, E2 et E4.

(b) Calculer :

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
;

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
et

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)5
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