THEOREME D ARTIN

(="
CALCUL DE Z n T 1

Développement Eulerien de la fonction Sinus

. Soit 8 € R et n € N. Déterminer un polynome p, telle que :
sin((2n + 1)0) = sin(0) x p,(sin®0)
indication : on pourra développer (cost + isin §)**+1

. Déterminer les racines de p,,, et en déduire que

pa(z) = (2n +1 ﬁ (
k=1

. Conclure que Vo € R :

sin(rz) = (20 + 1) sin(s——) [ | (1 T (2’;:1))

2n +

. Soit € R\ Z, et pour n € N telle que m > |z|. On pose pour n > m :

)
1)

k=1
M

Montrer que les deux suites () et vy, ,(x) sont convergentes dans

R*

. Pour n € N\ Z, on note v,(z) = lim (vyn(x))

n——+oo

Umon(T) = H (1— mQE

k=m+1

Montrer que .....

En déduire que



1-— =

o] 2
6. En déduire que sin(rz) = mx H ( ;:2)

k=1

2 Théoréme d’Artin-Application

7. Soit n € N*, on définit la fonction :

r, : R. — R

n z
ek

1
xr — —e 7 H =
t k=1 1+ E
N . 1
ol 7y est la constante d’Euler : v = hrf (1+ 5 + -4+ — —1In(n)).
n—-+oo n
Montrer que la suite (I';)nen+ converge simplement dans RY.

On définit la fonction Gamma d’Euler par :
r R, — R
400 6%

1
lim [,(x)=—e H =
el

n—-+oo €T

T

8. Montrer que la fonction I' est de classe C? et que, pour tout z > 0 :

(In(T))"(z) = Z m puis que (In(T"))"(x) — 0 quand 2 — +o0.

k=0

9. Montrer que pour tout x > 0 :
Nz +1) =al'(x).

10. Soit f : Rf — R*, une fonction convexe de classe C* vérifiant :

f(l)=1et Vx>0, f(x+1)=xf(x)

Montrer que la fonction :
SR — R
r —— In (%)

est 1-périodique, convexe et en déduire que S = I' (Théoréme d’Artin).
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11.

12.

13.

14.

Soit @ > 0. On définit la fonction :

he : RE — R

I(z+a) ptoo ¢z—1
T = T Jo e dt

Montrer que la fonction h, est de classe C?, et que la fonction In(h,)
est convexe

En déduire que pour tout = > 0 :

/0+°° ( tr=1 ['(x)[(a)

dt =
1+ t)zte I'(z+a)

puis que Vo €]0,1] :

+00 tac—l T
dt = —
o 1+t sin(mz)

Calcul de S U

n=0 (2n+1)2k‘—|—1

Montrer que pour tout a > 0 :

00 n —+00 n
TN 3 (=1)
sin(mz) ‘= n+tar n+l-uw

puis que

+o0 +o0o n
T _ Z (1) 02k+2,,.2k
cos(mr) (2n + 1)2k+1

n=0



15.

16.

En déduire que la fonction :

—
— —

est développable en série entiére, et que pour tout k € N :

+00 (_1)71 B 7.‘_2k+1 .
2 (2n + 1)2+1 — 22k+2(2)1 2"

n=0

oil, pour tout k € N, Ej, = v®(0) : kéme nombre d’Euler.
Montrer que pour tout n € N* :

n

D (DF(E) B =0

k=0

(on pourra utiliser Iidentité : cos(z) = 1)

cos(z)
(a) Calculer Ey, Ey et Ej.
(b) Calculer :




