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Agrégation interne
Fonction de la variable réelle, suites et séries numériques

Exercice 1. Etudier la continuité de la fonction f : [0, +o0[— R définie par

xn

o) =

Exercice 2. Montrer que les seules applications continues de R vers Z, sont les
applications constantes.

Exercice 3. Soient f : R — R bornée et g : R — R continue. Montrer que go f
et fog sont bornées.

Exercice 4. Soient f,g: [a,b] — R continues telles que
Vo € [a,b], f(z) < g(x).
Montrer qu’il existe o > 0 tel que
Va € [a,b], f(z) < g(x) — a.
Exercice 5. On cherche les fonctions f : R — R continues telles que

xr+y
2

voy e R J(TH) = LU+ f0).

2

1. On suppose | solution et f(0) = f(1) = 0.
Montrer que f est périodique et que

Ve e R, 2f(z) = f(2x).
En déduire que f est nulle.
2. Déterminer toutes les fonctions f solutions.

Exercice 6. Déterminer toutes les applications f : R — R dérivables telles que

V(z,y) € R, f(z +y) = f(z) + f(y).

Exercice 7. On pose f: 2+ ((z? — 1)")(”).
1. Montrer que f est une fonction polynomiale de degré n.
2. Calculer f(1) et f(—1).

3. Montrer que f posséde exactement n racines distinctes dans | — 1, 1].



Exercice 8. Soit f:[0,1] = R continue telle que

! 1
/0 F(t)dt = 5

Montrer que f admet un point fize.

Exercice 9. Soit f une fonction réelle de classe C' positive et décroissante sur
I=a,b)].
Soit g une fonction continue sur I. On définit G : I — R par la relation

Glz) = / o(t) dt.
1. Montrer qu’il existe m, M € R tel que
G(la,b]) = [m, M].

2. Montrer que

b b
/ F(Hg(t)dt = F(B)G(b) / PG d.

3. En déduire qu’il existe c € [a,b] tel que

b C
/ F(Dg(t)dt = f(a) / ot)dt.

Exercice 10. 1. Montrer que les suites réelles (cos(n))nen et (sin(n))nen
sont divergentes.

2. On consideére les deux suites :

VUp = Uy + —
n

Montrer que ces deux suites convergent vers une méme limite. Montrer
que cette limite est irrationnelle.

Exercice 11. Soit n > 2. On considére "équation ™ = 1+ x sur [1,4o0].
1. Montrer que ’équation admet une unique solution x,,.
2. Déterminer la limite de (xy)n>2.

3. Formons un développement asymptotique ¢ deux termes de la suite (xy,)n>2.

Exercice 12. 1. Nature de la suite (E(a™)'/™) pour a > 0.



2. (a) Etablir que Va > 0,2 — 122 <In(1+2z) < =
(b) En déduire la limite de

- k
un:]}:[l(1+712)'

Exercice 13. On considére la suite réelle définie par : g = 1 et xp1q =
V2x, + 1.

1. Montrer que x,, est supérieur ou égal a 1 pour tout n.

2. Montrer que si (x,) converge, sa limite | vérifie | = /21 + 1.

3. 1 étant définie par l’égalité de 2), est-il possible de trouver k €]0,1] tel
que |xn — 1| < k|lzp_1 — 1|7 Si oui, en déduire que |x, — || < k™|zo — 1.
Conclure.

Exercice 14. Considérons la suite (u,) définie par :
ug >0, upt1 = In (14 uy).

1. Montrer que (u,) converge vers 0.

2. En utilisant le théoréme de Cesaro, donner un équivalent de ().

Exercice 15. Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer
leur somme

1. anzln(l — 7712)
2. > o lncos (55) pour €] — 3, 5[

n2+n71
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Exercice 16. Déterminer la nature des séries de terme général u,,.

2 Inn Inn
a)u, = nt/" = 1w, = —55 Un = —=; Up = n"(1 —cos —);
n NG n
Z:l % (n+1)m Sin2 T
Up = T3 Up = dx.
In (n!) o x

Exercice 17. Déterminer si la série de terme général u.,, est absolument conver-
gente, semi-convergente, ou divergente :

a™1In (n) 1+ (=1)"n cos®n

a)u, = bu, = ————; = ;

BT

7un_ b

n2 n

1 in (1
Uy, = COS <7rn2 In (1 + >>, Uy = (—1)”M ( on pourra étudier vy, = Uz, +Ugni1)
n n
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Exercice 18. 1. On considére la série de terme général u, = (G2

n
+oo _
Montrer que ) >~ uy, = In2.
Ty . _ 1 _ -1 _ -1
2. On définit pour n > 1, v, par : Vspr1 = Sprir USp+2 = Tp73 U = Iy
(les termes sont ceux de la série précédente écrits dans un autre ordre).
Montrer que anl v, est convergente et que

S -2

Exercice 19. On pose pour tout x > 1, f(z) = w et pourn > 2, u, =
Jo_y F(O)dt — f(n).
1. Montrer que f' est intégrable sur [1,+00]
2. Montrer que la série de terme général u, est absolument convergente.
3. Montrer que la suite (cos (Inn)) diverge.

4. En déduire la nature de la série de terme général f(n).

Exercice 20. On pose

n
=l
1. Donner un équivalent simple de S,,.

2. Montrer que S, = Inn + C + o(1).

Exercice 21. 1. On considere la série de terme général
n"e "\/n
Upy = —————.
n!
Donner la nature de la série de terme général v, = In (%) et en
n

déduire lexistence d’un entier k > 0 tel que
n! ~ ky/nn"e ™.

2. Démontrer la formule de Wallis

. 2p(2p —2)...2 2_
S ((2p1)(2p3)...1> -

T . . .
On posera I, = f02 sin” xdx, on obtiendra une relation de récurrence
entre I, et I,_o puis expression de Iy et Iopq.




