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Agrégation interne de Mathématiques

Analyse - Suites et séries de fonctions

1. Suites de fonctions. Convergence simple - Convergence uniforme.

Exercice 1 On considere pour n € N la fonction f,, définie sur [0, 1] par f,(z) = nz(l — z)™.
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,)nen-

2. La convergence est-elle uniforme sur [0,1]? (On pourra tracer la courbe représentative C,, de f,, dans un
repeére orthonormsé.)

3. Soit 0 < a < 1. Qu’en est-il sur lintervalle [a, 1] ?

Exercice 2 On considere la suite (f,,)nen+ de fonctions définies par

n’z siz e [0,1/2n],
fo(@) =< n—n’x six €[1/2n,1/n],
0 si x €]1/n,1].

1. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1] et calculer sa limite notée f.

2. La convergence est-elle uniforme sur [0,1] ou ]0,1]?

3. Comparer hm / fo(z)dz et / flz

Exercice 3 Etudier la convergence simple et uniforme des suites (f,,) suivantes
1. fo(x) =2™, z €]0,1],
2. fu(z) = n’ze m”, € [0, +o0l,

€ [0, +oc,

—— L siz gl et fro(x) =0six€Z.

Exercice 4 On considere pour n > 1 les fonctions définies sur R par :

1. fn( ) (1_7)7

gula) =2 -2
hp(z) = e~ "*l sin(nz),
i(z) = e~ "I*l cos(nx).

Etudier la convergence simple et uniforme de ces suites de fonctions.

Exercice 5 Soit a € R et soit f une fonction dont la dérivée f’ est uniformément continue sur 'intervalle
[a, +00[. Montrer que la suite de fonctions de terme général n[f(z+2) — f(z+1)], n > 1, converge uniformément
vers f' sur [a, +oo[.
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ne x
Exercice 6 Soit z € [0,1]. Etudier la nature de la suite numérique de terme général u,, = / T—’_dac.
0 n €T

Exercice 7 Soit a > 0. Pour n € Net z € [0, +o0[, on pose f,,(z) = n*ze~"*. Etudier la convergence uniforme
de la suite de fonctions (f,)nen sur [0, 400 (on pourra commencer par déterminer 1’éventuelle limite de la suite

(fn))-

Exercice 8 Critére de Cauchy uniforme

Définition. Soit E # () un ensemble, soit (f,) une suite de fonctions définies sur E & valeurs dans C et soit
ACE, A#0). On dit que (f,) est uniformément de Cauchy sur A si et seulement si

Ve > 0,3IN >0/ Vn > N,¥Ym > N, sup|fn — fm| <e.
A

Démontrer le critere de Cauchy uniforme : La suite (f,,) est uniformément de Cauchy sur A si et seulement si il
existe f : A — C telle que la suite (f,,) converge vers f uniformément sur A.

Exercice 9 Polynomes de Bernstein - Théoreme d’approximation de Weierstrass
Soit f une fonction consinue sur [0, 1] & valeurs dans R ou C. Pour n € N* et = € [0, 1], on pose

- kZ:f (:) <Z)xk(1 — )k

1. Calculer B,(f) avec

a) pour tout z € [0,1], f(x)
) pour tout z € [0,1], f(x)
¢) pour tout z € [0,1], f(x)
) En déduire :

)

1
T
z

’(:177 1).

a
n

Vn € N*, Vo € [0,1], ) (k —nx)? (Z) 2F(1—2)"F = na(1 — ).

k=0
b) En déduire I'inégalité : Vn € N*, Vz € [0, 1], zn:(k — nx)? (Z) 2F(1 -z k< g
2. Soit € > 0. o -
a) Montrer qu’il existe un réel o > 0 tel que pour tout z,y € [0,1], |z — y| <a=|f(z)- fly)| < 3
b) Montrer que pour tout n € N* et tout € [0,1], |B,(f)(z) — f(z)| < HfHOO

¢) Montrer que la suite (By,(f))nen+ converge uniformément vers la fonction f sur le segment [0, 1].

3. En déduire le théoréme d’approximation de Weierstrass : Toute fonction continue sur un segment [a,b] de
R, & valeurs dans R ou C, est limite uniforme d’une suite de polynémes sur [a, b].

Exercice 10

1. Soit (P,)nen une suite de polynémes convergeant uniformément sur R vers une fonction f. Montrer que f
est un polynoéme (on pourra utiliser I'exercice 8).

n
2. Soit n € N. Que peut-on dire de la convergence des polynémes P, définis par P, ( Z % !

Exercice 11 Soit (f,) une suite de fonctions définies et de classe C! sur un intervalle I de R. On suppose que :
- La suite (f}) converge uniformément sur I vers une fonction g,



- dxp eI, Jce R/ limy, oo fr(zo) = c.
1. Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur I vers la fonction f définie par

x

Vo e 1, f(a:):c+/ g(t)dt.

Zo

2. Que peut-on dire de la régularité de la fonction f7

2. Séries de fonctions. Convergences simple et uniforme - Convergence normale.

(=D"

Exercice 12 On considere, pour n € N la fonction f,, définie sur ]0, +o00[ par f,(z) = T
n+x

1. Montrer la convergence simple de la série de fonctions Y f,,.

2. La série Y f,, converge-t-elle absolument sur ]0, +oo]?

3. La série de fonctions Y f,, converge-t-elle uniformément sur |0, +oo[? Enoncer le théoréme utilisé.
4

. Existe-t-il ng > 0 et a > 0 tels que la série de fonctions f,,, définie pour n > ng, converge normalement sur

[a, +o0]?
too (=1)"
5. Montrer que la fonction f : z €]0, +oo[— E n est de classe C* sur ]0, +o00[. Enoncer le théoréme
z+n
n=0
utilisé.

— (1" = (1"
6. Calculer lim Z et lim Z . Enoncer le théoreme utilisé.

z—+00 T+n z—0+ T +n
n=0 n=1

Exercice 13 Enoncer et démontrer le critére de Cauchy uniforme pour les séries de fonctions (voir exercice ).

Exercice 14 Démontrer la régle d’Abel uniforme : Soient (f,,) et (g,) deux suites de fonctions définies sur un
ensemble E et vérifiant :

1. Nl existe M € R tel que : Vn >0, Vo € E, |3} _, gx(x)| < M,
2. La série > |fn — fnt1| converge uniformément sur F,
3. La suite (f,) converge vers 0 uniformément sur E.

Alors la série Y fg, converge uniformément sur E.

(="

lement convergente sur [0, 1]. On énoncera le théoréme utilisé.

Exercice 15 Montrer que la série E 2™ est uniformément convergente sur [0, 1], mais n’est pas norma-

Exercice 16
1. Rappeler le théoreme d’intégration pour les séries de fonctions convergeant uniformément.

2. Démontrer I'identité :

+oo T
Vr € R, Z/ the tdt = .
n=0"0

+oo
1
3. Montrer : Z CESpEE) = In(2) (on pourra considérer pour n € N la fonction f,, : = € [0,1/2] — a™).
n=0

xT

Exercice 17 On considere la série de fonctions S = avec, po cRT, = ——.
n consider ri nction: > fn avec, pour x fn(x) (0 T 72?)



Etudier la convergence (simple, uniforme, absolue, normale) de cette série.
Montrer que S est de classe C! sur ]0, +ool.

Montrer que lim,_,o+ S(x)/2 = +00. L’application S est-elle dérivable en 07

Ll s

Montrer que lim,_, 1o S(z) = 0.

3. Séries entieres : rayon de convergence, fonctions DSE

Exercice 18

1. Démontrer le Lemme d’Abel : Soit ) a,2™ une série entiere et soit r > 0 tel que la suite (a,™)nen soit
bornée. Alors, pour tout z € C tel que |z| < 7, la série ) a, 2™ est absolument convergente. En particulier,
la série > a,z™ converge normalement sur D(0, ) pour tout 0 < r’ < r.

2. Que peut-on dire pour |z| =7

n

. , . . . a .
Exercice 19 Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E mz" suivant les valeurs de a,b €
R+*,

Exercice 20 Déterminer le rayon de convergence R des séries entieres réelles E anx" suivantes, puis calculer
1 1 2nm
leurs sommes sur |R; R[: a, =n; a, =n(n—1); a, =n%; ap = —————; ap = —cos | — |.
n(n + 2) n 3
Pour chacune des séries précédentes, préciser le type de convergence (simple, uniforme, normale).

n!

z"™. On précisera la méthode
(n+1)...(2n+1) P

Exercice 21 Calculer le rayon de convergence R de la série »

utilisée.
n! n!

Etudier la convergence des séries numériques » T D). @nt D) R" et Y D). nt D)

(=R)".

apt1 = aay sin=0[2]
Exercice 22 Soient a,b € C*. On pose ag = 1 et pour n € N : . Montrer que le
apt1 =bay sin=1[2]

rayon de convergence R de la série entiere Y a,2" vaut

1
Vlabl!

Exercice 23 Soit > a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0. On note, pour |z| < R, f(z) =
+oo n
2o an2™

1. Montrer que pour tout 0 < r < R I'application g : t € R+ f(re™) est continue sur R et que 1'on a :

1 2m )
Vn € N, %/0 g(t)e "dt = a,r".

2. Démontrer le Théoréme de Liouville : Soit f une fonction DSE sur C. On suppose qu’il existe a,b,c > 0
tels que :
V2eC, f(2)| <alzl’ +e

Montrer que f est un polynome.

Exercice 24 Soit R > 0. On dit qu’une fonction f :] — R, R[— C est développable en série entiére en 0 de

rayon de convergence R (et on dit f est DSE(R)) s’il existe une série entiére Y a,z" de rayon de convergence
/ +oo n

R' > R tel que f(x) =) ") a,z" pour tout |z| < R.



1. a) Soit f une fonction définie sur | — R, R[. Montrer que f est DSE(R) si et seulement si
f est de classe C*

et
Yz €] — R,R[, lim M FOD (@)t = 0.

n—-+00 0 n
b) Exprimer alors les coefficients du développement en série entiere de f.
2. Donner un exemple de fonction de classe C*° sur R pour laquelle il n’existe pas R > 0 tel que f € DSE(R).

3. a) Rappeler la définition de la fonction exp comme solution d’une équation différentielle et montrer que
exp est DSE(R) pour tout R > 0.
+o0 s
b) Montrer : Vz € C, exp(z) = Z

n!’
n=0

Exercice 25 Calculer le développement en série entiere en zéro des fonctions suivantes :

1

m; g(x) = In(2? — 5z + 6).

fz) =

Exercice 26 Calculer, suivant les valeurs du parametre réel ¢, le développement en série entiere en zéro de la

fonction f définie par
1

)= 2 —2tr+1°

On distinguera les cas || < 1 (poser alors § = arccos t) , [t| =1 et [t| > 1 (poser alors § = Argch(t) avec § > 0
pour ¢ > 1).

rsin a
Exercice 27 Soit f la fonction définie par arctan <>
1—xzcosa

1. Déterminer ’ensemble de définition Def(f) de f et montrer que f est de classe C* sur Def(f).

2. Montrer que la fonction f’ vérifie

sin a

Vz € Def(f), f'(x) =

2 —2xcosa+1

+oo
3. En déduire : Vo €] — 1, 1], f'(z) = Z sin((n + 1)a)z™ (on pourra utiliser I'exercice 26).
n=0

4. En déduire le développement en série entiere en 0 de la fonction f.



