octobre 13, 2000

Deuxieme épreuve : option M.

[.1°.

CORRIGE

a. Le produitd'un polyndme P appartenant aous-espaceectoriel J(a) de
K[X] appartient al(a). C'est donc un idéal d&[X]. Or tout idéal delK[X] autre
queK[X] est principal. Pasuite les éléments di{a) sont proportionnels a un
méme polyndme M qui, s'il est supposeé unitaire, est unique.

La condition est nécessaire
Puisque le polyndme Mappartient &(a), Mg(a) = 0. Si My n'était pasrréduc-
tible dandK[X], il existerait deux polynémes P et Q ddK§X] tels que :

Ma =Q.P,
avec d°Q 1 ; d°P=1 ; donc Qd) = 0 ou Pé) = 0. Parsuite My ne seraipas le
polynéme unitaire dd(a) de plus bas degré.
La condition est suffisante
Soit P un polynémeinitaire delK[X] admettanta comme racine et irréductible
dansK[X]. Il appartient srementJa) ; il est donc divisible par N\l Or P est
suppose irréductible ; donc : P xM

[.2°. Démontrons les implications suivantes :

i/ 0O i/

SiallK ; le polyndme minimal est X & ; le degré de est donc égal a 1.

oii/ O i/

Sid(, K) = 1, le polyndmeminimal unitaireest de degré&gal a 1 et admeix
comme racine ; par suite : M= X —a. Puisque MOK[X] , alors aJK.

i/ O i/

Il est manifeste que le corfi§ est un sous-ensemble Hqa]. Si le réela appar-
tient au corpK, les puissances successivesidaP appartiennent &, I'élément

q

X = z Xo af, qON, xpUK, appartient donaussi aK, par suite K[a] OK.
p=0

L'égalitée K[a]=K a donc lieu.

eiii/ O i/

L'égalitée K[a]=K, implique lI'appartenance du réeb K.
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1.3°. a. Par définitionK[a] est un sous-espaeectoriel delK. Puisquex n'appartient
pas aK, la suite 10 est libredans leK-espace vectoridK[a]. Puisque ledegré
dea surK est égal a 2, il existe des éléements a etK dels que :
a2+aa+b=0;a, bK.

Les réels a et b vérifient la relation 2-a4 b > 0. Le réehi? et plusgénéralement
tout réelak, k= 2, sont des combinaisons linéaires de 1 et dea suite 1,0 est
donc une base d€[a]. La dimension dé[a] est donc égale a 2.
K[a] est un anneau ; démontrons l'existence d'un inverse poléiéoutnt x+y
deK[a]:

(x+y a)(u+va) = xu+(xv+yux—yv(aa+b)

(x+y a)(u+va) =xu-ybv { (x-yav+yda.
Le réela n'appartient pas K ; I'égalité (x+ya)(u+v a) = 1 est équivalente aux
deux équations :

Xu—-ybv =1,

yu +(x—yay =0.
Le déterminant de ce systeme enu etv est :

X xyb
= 2 _ + .
y xiaJ X2—axy +by

La forme quadratique2xa xy + b y2 n'estnulle que si x et yont nulscar les
éléments a et b d€ vérifient la relation : 4— 4 b > 0.

Remarque il vient :
X zyb

y X+aJ:x2—axy —@2+aa)y? = (x—ay)(x +ay + ay) .

Le déterminant du systeme est différent de Occat a + a n'‘appartiennent pas au

corpsK. Il vient :
X—-Yya _ y
x2—axy +by2’ V" x2_axy +by2

Ces deux expressions sont des éléments du Earps

u=

b. Remarquons que I'équatio? ¥ aX + b =0 admet des racines réelles ; par suite :
a2 —4b > 0.

1
Il vient : azg(—ai\/a2—4b)

Posons : k =% 4b ; k appartient K maisyk n'appartient pasK ; car si vk
appartenait &, a appartiendrait aussilg.

1
« Puisquen =5 (—a #/k), le réelr appartient &[vVk ] ; donc :K[a] OK[vk ]
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L a . a - a
« d'un autre coté, il vientyk =g(a+3 );e=1sia+5 >0,-1st+5 <0

Parsuite:  K[k] OKJ[a] .
LesK-espaces vectoriels engendrés pard @tine part 1 etk d'autrepartsont
donc égaux : K[a] = K[vk].

I-4° a. Existence deR : remarquonsg'abord quepuisque le polyndme minimal de
est le polyndme M de degré n, tout réelk pour k= n est une combinaison
linéaire a coefficientslansK de réelsuk avec k< n—1. Pardéfinition, unréel x

appartenant E[a] s'écrit :
r

X = X ok our est un réel guelconque.

k=0
Par suite tout réel x d€[a] est une combinaison linéaire a coefficients dérde
réelsok avec k< n—1. C'est-a-dire :
X =R(@) .
Unicité de R : supposons que, pour wéel x deK[a], il existe deux polynémes
R; et B appartenant K_1[X] tels que :
x =Ry(a) ; x=R(a).
Il viendrait : Ri(a) = R(a) =0.
Le polyndbme R— R> admettraita comme racinalorsqu'il est de degr& n—1.
Ce qui est contraire a I'nypothesea dk) = n. Donc R — R, = 0.

La suite 10 ,...,a"n-1 est dondibre et génératrice. LK-espace vectoridK[a]
est de dimension n.

b. Le polynbme R a un degeen-1 ; lepolyndme M, est irréductibledans K[X].
Les polynédmes M et R sont donc premiers entre eux. L'identité de Bézout prouve
gu'il existe deux polyndmes U et V appartenalit{X] tels que :
U(x) R(x) + V(X) Mg(x) = 1.
Il vient :
U(a).R(a) = 1.

c. L'ensembleK[a] est un sous-ensemble du corps dasls. Laseule propriété a
vérifier est I'existence d'un inverse pour tout réel x différent de 0. Or :
Ox0OK[a], x#0,0ROK[-1[X] : x=R().
L'inverse de x est : () .
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d. L'ensembléK[a] est un corps. Le corpE[a] contientKK (donner a q la valeur 0
et a ¥ une valeur quelconqudans K). Tout corps C, cotenu dansR, qui
contientK et auquel le réet appartient, contient toutes Ipgissances successives
dea. Il contient par suit&[a]. K[a] est donc le plus petit corps qui conti@tet
auquel le réeh appartient.

I-5°.a. Supposons que les polynémeseP R, +1 soient de degré respectivement égaux a
n et n+1 et aient des coefficients entiers relatifs. Le polyngne €3t alors de de-
gré n+2 et ses coefficients sont des entiers relatifs.

Le coefficient du terme de plus haut degré gle Bst égal a 2-fois le coefficient du
terme de plus haut degré de Par suite le coefficient dé xle B, est 2.

Il vient : Ph+2(0) = — B(0).

Donc: Rx(0) = (-1¥; Pok+1(0) = (-1X .

Po(x) =4 X + 2 x —1.
P3(x) =83+ 4 —4x-1.
Pax) =16 ¥ +8 X3 — 12 ¥ — 4 x +1.

Manifestement: @x) =1, Q(X)=x+1,
Onz0, GuoX) =X Ghea(X) — Qh(X) ,

Par récurrence les coefficients des polynbmesdt des entiers relatifs.

b. Désignons par x % une racine rationnelle du polyndmeg.Qes entiers p et q

sont premiers entre eux. Il vient :

P +pa@pi?+.t+ aptkldely v gt £ =0,
Cette relation prouve que I'entier p divide;r p est premieavec q ; pest donc
égal a 1. Il vient :

1+qg(a +.+ adol+ .+ gaq2xq1)=0.

L'entier g divise 1 donc g = 1.

Les seules racines rationnelles possibles du polyngnsei@ 1 et —1.
Qn+20X) = X Qrea(x) — Qi(¥) =X (X Qn(X) — Qra(x)) — Q(x).
Qn+2AX) + X Qh-a(X) = (x2 = 1) Qy(x) .

D'ou :

Qn+3(X) + X Q(X) = (** — 1) Qusa(X) -
Si 1 (resp. —1) est racine dg,Q (resp. —1) est racine deQ.
Or:
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Qo) =1, Q) =x+1,QX) =x2+x—1.
Les polynémes gk n'ont pas de racines rationnelles.
Le réel -1 est la seule racine rationnelle des polynéraes.Q
Les polyndmes gk+2 n'ont pas de racines rationnelles.

: 1 . , R
En conclusion : 5 est la seule racine rationnetles polyndmes #+1, k=0. Les

autres polyndmes n'ont pas de racines rationnelles.

a. Il s'agit d'unesuite récurrente linéairerecherchons son expressisaus la
forme d'une combinaison linéaire de deux suites géométriques ; I'éqceatote-
ristique est :
r2—2rcof-1=0.
Les racines sont®et €. Par suite :
Up = A @né + ue—ine .

Les deux scalairgs ety vérifient les relations :

‘At U=,

Ae® + pe®=u.
Par suite :

sin(n-1p sin(nB)

un = — 3 + U 3
n 0 sing L sing

La suite des réels,\= By(coD) vérifie la relation de récurrence :
Vn+2 = 2 \h+1CO0D — V.
et les conditions initiales :
Vo =1;w =2co8 +1.
D'apres le résultat précédent, il vient :
Vn=A€nd + yegind
A+ u=1,
*Ae® + pe®= 2cod +1 .
Il vient :
1+  1+¢
“2isim ' M7 2isim
Donc :

[ 59—L in(n+1p + sinrd - L 2 'n2n+19 A
n(co)—sine(5|( P + si )—Sine sin{5— 6 ) cos§™) .
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Sin((2n;1)e)

6
Siny
Le réel® a été choisi strictement compris entre fi efil vient :

Pn(coh) =0 < sin(znT+l 0)=0.
Or, pour 0 B <Tr:

Par suite : R(coN) =

. 2n+1 2km
sinC>—0)=0s 0=35577 ,1l<ksn

Le polynébme R est de degré n ; ses n racines distinctes sont donc les réels :

2k
Xk,n = COS(ZpF1 ), 1< k< n.

c. Donnons successivement a l'entier n les valeurs :

21
i/ n=2; cofg") estracine du polynéme P Po(X) = 4x2+2x-1.
y 21 : .
i/ n=3; cof7) est racine du polyndmesP P3(x) =833 + 4 —4 x —1.

21
ii/ n=4: cofg ) estracine du polyndme;PP4(x) = 16 ¥ + 8 X8 - 12 ¥ - 4 x + 1.

Les polyndmes Pet P; sontirréductiblessur @ ; par contre B est divisible par

1 A . .
x+73 . Les polyndmes minimaux sont respectivement :

1 1 1
Z7(@x+2x-1) ;83(8x3+ 4x¥-4x-1) ;76(168 —12x+2) .

C'est-a-dire :
1 1 1 1 1 3 1
X2+5 X—7 ; R+5 x2-5 X-§; ¥B-7 x+g .

I-7°.a. D'apres la question I-4°.a, I'espace vectdBit] est de dimension trois puisque

3 1
le polynéme minimal est de degré 3 3 -7 x +g .

21 amn
co{g ) = a ;codg )=202-1,

81t
co{g )=2(202-1¢-1=804-802+1=-202—-qa +1.
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b. Soit f un endomorphisme d@@{a] tel que f(x.y) = f(x).f(y).

* L'image de 1 par f vérifie :

f(1) = f(1)2.
Puisque f est inversible la seule solution est f(1) = 1.
« Puisque le réat vérifie la relationa3 —% a +% = 0,l'image f@) vérifie la re-
lation :

3 1
f(a)3 —7 f(a) +g =0.
D'apres la question précédente les valeurs possibles)dof{t :
fi(0) =a ; f(a)=202-1; §(a) = 202—a +1 .
Les images dex2 sont :
fi(@?) =a? ;

o
fo(@?) = (202 - 1@ =—a2-7 +1;

a 1
f3(0?) = (202-a +1P =5 +75 .

Il 'y a donc que trois endomorphismes f vérifiantdiation fk.y) = f(x).f(y).
L'endomorphisme composé de ddabs endomorphismes est encore un endomor-

phisme de ce type. Il s'agit d'un groupe a trois éléments.

Les matrices associées sont respectivement :
o o] [ +x 10 M@ 1 /2]

%10@;%011/2@%111/.
0 1 2 +1 22 0

[-8°.a. Deux démonstrations
n

i/ L'expression S(r) s'écrit :  S(r) i kak. Les coefficients g 0 < k < n,
k=0

n
. : a
sont des nombres rationnels. Par suite : S( =—k(§ )K.
& Px
Les entierg, 0<ksn, sont strictement positifs. Soit M le P. G. C. D. de8ers

Bo. B1, -..Bp; il vient :

1 M
SO=gqn » kg P
k=0

.M . .
Chaque expression —— 0 < k £ n, est un entier ;l'expression

Bk

Ok B_ pk q'”ik est par suite un entieelatif. Cet entiern'est pas nutar le
k
k=0

n



corrigé, 95-12, octobre 13, 2000

polynéme S essupposérréductiblesur Q. Sa valeur absolue est supérieure ou
égale a 1. Donc :
1
IS(N|=
Csq
ii/ Puisque le polynbme S a des coefficients rationnels, il existe upgtitentier

Cs strictement positif tel que le polynériie défini par la relation
n

M(x) = Cs S(x) = Z a XK,
k=0

ait des coefficientsaosksn, entiers relatifs. Par suite :
n

1 K n+k
ne == =,
0= kzoakp q

- ;enposant: €=M (P. G. C. D. dey, 0<ksn).

Puisque le polynédme S est irréductible @uie réel r n‘estacine ni de S ni dél.
n

La valeur absolue deentier relatif Z ay pk qnik est supérieure oagale a 1
k=0

1
Csq"

Donc : |Kr)| =

Appliquons la formule des accroissements finis :
S(r) — S€) = (r—a) S(a+6r);
llvient: |S()|<|r—-a] sup |SKX)|;
a

+l<x<a+1
La fonction x—=|S(x)| est bornéesur l'intervalle fi—1, a+1]. Soit M sonmaxi-
mum. Par suite :
ISIEM |r—qa] .
Donc:

K
|r—0(|2#n:—n
hﬂ(:E;q q

» Deux démonstrations
i/ Démontrons que la suitg, t=0, est une suite de Cauchy ; soiesig=>n:

p P
1 10
th—g= 210¢"!s Zlo*ksﬁ@
k:q+1 k=q+1

il A cause de'ihégalité, 16" < 10", la série determe généralnt n=0, est
convergente.
* Soit t la limite de la suitg,tn>0:
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[0 o)
— k! I +K _ 10 I I
t—th = }ElO‘ < 10«wn.2510 =73 10-(+1)!< 2x10-(+1)!
k=n+1 =0
* Si le réel t était rationnel ou algébrique &ril serait racined'un polynéme P de
degré 1 ou supérieur strictement a 1 apparten®@fXh D'aprés la question préceé-
dente, il existerait une constante K telle que pour tout rationnel r de l'intervalle

K
[t-1, t+1] l'inégalité |t— e @ aurait lieu.

Appliquons cette inégalité aux réels, g= 0 ; il viendrait : |t —3| = 10!
Or : |t—p|<2x10-(P*1),

La constante K vérifierait l'inégalité : & 2x10-(P+1). Ce qui estontraire aufait
gue la contante K est strictement positive.

Seconde partie.

 Soient A (a, b) et A4a, b) deux points dét. Une équation de la droite passant

par AetAest:

X—a y->b

a—d4 b-b
Les coefficients de cette équation sont, comme &, b, adanskK.
La distance des deux points A étest :

d=A/(a - 42 + (b - B)2 .

Une équation du cercle de centrdd; d) et de rayon Rgal a la distance de A au
point A’ est :

(X—cP+(y—df=(a-82+ (b-b)2.
Les coefficients de cette équation sont dBns

* Les solutions d'un systeme de Cramer a coefficientsidasmnt encorelanskK .
Les deux droites ont des équationsoafficientsdansK. La solution, supposée
exister, des équations est un couple de réels apparteKant a

» Supposons la droite et le cercle donnés par des équations a coefficietifs: dans
ax+by=c, (x—+(y-df=e.

L'équation aux abscisses est une #goadu second degré dont lesefficients

sont dandk. Si cette équation admet une racine double, cette racine esKd&is

les solutions sont distinctes, elles sont dans une extension quadratiue de
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» Un point commun a deux cercles @eest aussi upoint d'intersection de |'un
des deux cercles et de I'axe radical. C'est donc un point situé a l'intergaetion
droite et d'un cercle a coefficients das

.a.

» Deux méthodes
i/ Le point D est situé a l'intersectiates deuxcercles centrés en A et C et de
rayons respectivement égaux aux longueurs des cotés BC et AB.

A

/

B

i/ On construit, a laegle et awcompas, lanédiatrice du segent[AC]. Le point
d'intersection deette médiatrice avdé&\C] donne lemilieu | de [AC]. Le symé-
trigue D de B par rapport adobtientcomme intersection de la droite Al et du
cercle de centre | et de rayon IB.

» La parallele a la droitd passant par le point A'obtient enconstruisant un

parallelogrammaeadont les trois premiers sommedsnt A et deux points B et C
situés suih.

* Le point J est constructibleomme intersection de la droite X9 joignant les
points O et I, et du cercle de centre O et de rayon Ol.

Coy
\_/

L'axe Oy se construit comme médiatrice du segment I1J. Le point Kl'egegsec-
tion de cette médiatrice et du cercle de centre O de rayon Ol.

» Soient A et B les deux points de |'axe @abscissesespectivement égales @
et .

i/ Le point Cd'abscissex + [3 est l'intersection de ldroite OB avec le cercle de
centre B de rayon OA.
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ii/ Utilisons le théoreme de Thales : soit E le point d'intersection avec I'axe Oy de la

a
paralléle a la droite BK menée par A : I'ordonnée de E est é%ale.a

4y

o A B

Soit B' le point de Oyl'ordonnéeB. L'ordonnée dyoint G intersection de I'axe
Ox et de la paralléle a la droite AK passant par B' est égal@g a

Y A
B
K\
L
@) A G

* Le centrew du segment joignant -1, 0) aupoint A (a, 0) est constructible
(médiatrice du segment [JA]) ; considérons le cercle de aerdtale rayorwA ; il

coupe l'axe Oy en deux points d'ordonnéqui.

y‘

\

[I-3°. a. Si un point M du plan P est constructible, c'esfpaimt construit a partid'un
ensemble de points{O, I, MMy, ..., Mj_1}. Les coordonnées du pointj\sont

o N,
e

desracines de polyndmes de coefficients rationneldes appartiennent@ ou a
un corpskKj. De méme, si les coordonnées deddpartiennent au cord;, les
coordonnées du pointjM appartiennent acorpsK; ou a une dses extensions
guadratique¥+1. D'ou le résultat.
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b. Tous les points dont les coordonnées sont dasrentlatifssont constructibles

(11-2°.b).
Les points de coordonnées rationnelles sont constructibles (II-2°.b).
Etantdonné un corp¥K, supposons toules points dont les coordonnées sont
danskK;j, constructibles. Les points d'intersection de droites ocedses apparte-
nant aux ensemblek ou ‘€, appartiennent au corfi§ ou a une dses extensions
quadratiques. lls appartiennent donc a un clitps.

[I-4°.a Puisque G est un F-espace vectoriel de dimension q, il existe une base constituée
deséléments y1, y2,...,yg. Tout élément g de G'écrit demaniereunique au
moyen de scalaireg fl<i<q, dans F :

q
g:ZfiVi-
=1

Puisque H est us-epace vectoriel de dimension r, il existe une base constituée
deséléments ni, no,...,Nr. Tout élément h de HK'écrit demaniereunique au
moyen de scalaires,d<i<r, dans G :

hzggﬂi-

En particulier chaque scalairegecrit dans la base de , v2,....yq. :
q

gj = Z fik Y-
=1

[l vient par suite : h :Z it Yk ni-

LK
Les élémentsyk.n;, 1<k<q, Ii<r, appartiennent a I'espace vectoriel H ; en considérant
H comme unF-espace vectorietette familleest génératrice. Démontrons que la
suite { Ni)k,i est indépendante. Soienftes scalaires appartenant a F tels que :

Z m; « Yk Ni= 0.
K

r q
C'est-a-dire : Z N z MYk =0.
i=1 k=1
Puisque la suitgj est une base du G-espace vectoriel H, il vient :
q

Zmi,k Yk =0.
=
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Puisque la suitg est une base du F-espace vectoriel G, il vient :

Oik, mg =0.

La dimension du F-espace vectoriel G est donc égal au produit gr.

Une extensiomguadratiqued'un corpsK est unkK-espace vectoriel de dimension
2. Par suite |&)-espace vectoridK, est de dimension2

D'apreés la question 11-3°.a, si le réeést constructible, il appartient & un corfgg

appartenant a une suite finie de corps ayant la propftéQr ce corps est urf}-
espace vectoriel de dimensionRar suite le degré deest 2.

Pour que le polygone régulier a n cotés soit constructidfytilet il suffit que le

21
réel cosgy~ ) soit constructible. Utilisons les resultats précedents :

N g = cos(%) d(@,@) ad 2N 2 constructibilité ?
3 -1/2 oui oui
4 0 1 oui oui
5 | (6-1)4 2 oui oui
6 1/2 1 ouli ouli
7 | P3(a)=0 3 non non
8 \2 12 2 oui oui
9 | Pg(a)=0 3 non non
10 | &5 +1)/4 2 oui oui

Remarque Le réeln appartient &) pour n = 3, 4 et 6, a une extensguadratique de
@Q pourn =5, 8 et 10 ; en dehors de ces cagdba n'appartient ni & ni a une

extension quadratique dg.

FIN



