
DEVELOPPEMENTS EULERIENS-APPLICATIONS

1 Développement en série entière d’un inverse :
Nombres de Bernoulli et nombres d’Euler

Soit
∑
akz

k une série entière de rayon de convergence R > 0, et soit la
fonction :

S : D(O,R) −→ C
z 7−→

∑+∞
n=0 anz

n

où D(O,R) = {z ∈ C : |z| < R}.
Pour p ∈ N, on note ap,n =

∑
k1+···+kn=p ak1ak2 · · · akn .

1. Montrer que si z ∈ D(O,R) alors la série
∑
ap,nz

n converge absolument
et que :

+∞∑
p=0

ap,nz
p = (S(z))n

2. On suppose que a0 = 0.

(a) Montrer qu’il existe r > 0 tel que
∑+∞

n=0 |an|rn < 1 et, en déduire
que si |z| ≤ r alors la suite double (ap,nz

p)p,n∈N est sommable.

(b) en déduire que la fonction :

D(O, r) −→ C
z 7−→ 1

1−S(z)

est développable en série entière.

3. Montrer que les fonctions :

u : D(O, 2π) −→ C

z 7−→
{

z
ez−1 si z 6= 0

1 si z = 0
et
v : D(O, π

2
) −→ C

z 7−→ 1
ch(z)

sont développables en séries entières.

On appelle bn = u(n)(0) le nème nombre de Bernoulli et En = v(n)(0)
le nème nombre d’Euler
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4. Montrer qu’il existe δ > 0 tel que pour tout z ∈ D(O, δ) :

u(z) =
+∞∑
n=0

bn
n!
zn et v(z) =

+∞∑
n=0

E2n

(2n)!
z2n

et en déduire que ∀n ∈ N∗ :

n−1∑
k=0

bk
k!(n− k)!

=

{
1 si n = 1
0 sinon et

n∑
k=0

(
2n
2k

)
E2k = 1

5. (a) Calculer E0, E2 et E4.

(b) Montrer que pour tout n ∈ N∗, b2n+1 = 0 et calculer b0, b1, b2, b4
et b6.

2 Développement eulerien de la fonction cotan-
gente - Calcul de ζ(2k)

Soient les fonctions f, g et D définies sur R\Z par :

f(x) = π cot(πx)

g(x) =
1

x
+
∞∑
n=1

(
1

x+ n
+

1

x− n
)

D = f − g

6. Justifier la définition de la fonction g et montrer que les fonctions g et
D sont impaires, périodiques depériodes 1 et continues sur R\Z.

7. Montrer que ∀x ∈ R\Z :
f(
x

2
) + f(

1 + x

2
) = 2f(x)

g(
x

2
) + g(

1 + x

2
) = 2g(x)

8. Montrer que la fonction D se prolonge par continuité en une fonction D̃
sur R. On note M = maxt∈[0;1](D̃(t)) et soit α ∈ [0; 1] tel que D̃(α) =

M . Montrer que ∀n ∈ N on a D̃( α
2n

) = M et en déduire que la fonction
D̃ est nulle, puis que ∀x ∈ R\Z :
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πx cot(πx) = 1 + 2
∞∑
n=1

x2

x2 − n2

9. Montrer que ∀x ∈]− π; π[ :

x cot(x) = 1− 2
∞∑
k=1

ζ(2k)

π2k
x2k

Et en déduire que

i2x

ei2x − 1
= 1− ix− 2

∞∑
k=1

ζ(2k)

π2k
x2k

10. Montrer alors que ∀n ∈ N∗ :

ζ(2n) = (−1)n
22n−1π2n

(2n)!
b2n

Calculer ζ(2), ζ(4) et ζ(6).

3 Développement euleurien de la fonction
sinus - Formule du complément

Soit la suite (Pn)n∈N∗ définie par :

Pn :


]− 1; 1[−→ R

x 7−→
+∞∏
k=1

(1− x2

k2
)

11. Montrer que ∀x ∈]− 1; 1[, la suite (Pn(x))n∈N∗ converge dans R∗+.

Pour x ∈]−1; 1[, on note P (x) =
∏+∞

k=1(1−
x2

k2
) = limn→+∞(Pn(x)).

12. Montrer que ∀x ∈]−1; 1[: ln(P (x)) =
∑+∞

k=1 ln(1− x2

k2
) et en déduire

que lafonction P est de classe C1 et que

P ′(x)

P (x)
=

+∞∑
k=1

2x

x2 − k2
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13. En déduire que ∀x ∈]− 1; 1[ :

sin(πx) = πx
+∞∏
k=1

(1− x2

k2
)

Soit

Γ :


]0; +∞[−→ R

x 7−→
∫ ∞
0

e−ttx−1dt

la fonction Gamma d’Euler
14. Montrer que ∀x > 0 :∫ n

0

(1− t

n
)ntx−1dt −→n→+∞ Γ(x)

15. Montrer que ∀x > 0 :∫ 1

0

(1− u)nux−1du =
n!

x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

et, en déduire que

Γ(x) = lim
n→+∞

(
n!nx

x(x+ 1) . . . (x+ n)
)

16. En déduire que ∀x ∈]0; 1[ :

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(πx)

4 Développement eulerien de la fonction 1
cos(x) :

calcul de
∑+∞

n=0
(−1)n

(2n+1)2k+1

17. Pour quelles valeurs de réels x la fonction :

R∗+ −→ R
t 7−→ tx−1

1+t

est-elle intégrable sur ]0,+∞[.
18. Montrer que pour tout x ∈]0, 1[ :
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i.

Γ(x)Γ(1− x) =

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

e−u(1+v)vx−1dv

)
du.

ii. Montrer que la fonction h :

R∗+ −→ R
y 7−→

∫ +∞
0

(∫ y
0
e−u(1+v)vx−1dv

)
du

est de classe C1 et que

h′(y) =
yx−1

1 + y
.

iii. En déduire que pour tout x ∈]0, 1[ :

Γ(x)Γ(1− x) =

∫ +∞

0

tx−1

1 + t
dt.

19. En déduire que pour tout x ∈]0, 1[ :

π

sin(πx)
=

∫ 1

0

tx−1 + t−x

1 + t
dt

puis que :

π

sin(πx)
=

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ x
+

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1− x
.

20. En déduire que pour tout x ∈]− 1
2
, 1
2
[ :

π

cos(πx)
=

+∞∑
n=0

(−1)n
2n+ 1

(n+ 1/2)2 − x2

puis que pour tout x ∈]− π
2
, π
2
[ :

1

cos(x)
=

+∞∑
k=0

(
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2k+1

)
22k+2

π2k+1
x2k

21. En déduire que pour tout k ∈ N∗ :
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2k+1
= (−1)k

π2k+1

22k+2(2k)!
E2k

Calculer :
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
;

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
et

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)5
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