DEVELOPPEMENTS EULERIENS-APPLICATIONS

1 Développement en série entiére d’un inverse :
Nombres de Bernoulli et nombres d’Euler

Soit Y axz® une série entiére de rayon de convergence R > 0, et soit la

fonction :
S : D(O,R) —s C
2 — S A,

ou D(O,R) ={z€C : |z| <R}
Pour p € N, on note a,, = Zk1+--~+kn:p Ay Ay * A, -
1. Montrer que si z € D(O, R) alors la série ) a,,2" converge absolument

et que :
+oo

> apaz? = (S(2)"

p=0

2. On suppose que ag = 0.

(a) Montrer qu’il existe r > 0 tel que > |a,|[r™ < 1 et, en déduire

que si |z| < r alors la suite double (a,,2?),nen €st sommable.

(b) en déduire que la fonction :

DO,r) — C
1
z " 1250
est développable en série entiére.
3. Montrer que les fonctions :
u : D(O,2r) — C v D0,T) — C

, . —F= siz#0 et p T2 1

1 siz=0 ch(z)

sont développables en séries entiéres.

On appelle b, = u™(0) le néme nombre de Bernoulli et E, = v™(0)
le neme nombre d’Euler



4. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que pour tout z € D(O,J) :

+0o0 bn . +o0o EQn o
u(z) = Z 1F et v(z) = Z (2n)'2
n=0 =0 '

et en déduire que Vn € N* :

by 1 sin=1 ~ [ 2n
k!(n_k)!_{o sinon etZ(Qk)E%_l

k=0 k=0

n—1

5. (a) Calculer Ey, Es et Ej.

(b) Montrer que pour tout n € N*, by,.; = 0 et calculer by, by, by, by
et bG.

2 Développement eulerien de la fonction cotan-
gente - Calcul de ((2k)

Soient les fonctions f, g et D définies sur R\Z par :

f(x) = mcot(mx)

1 = 1 1
g<x>_;+;<x+n+x )

—nNn

D=f-g
6. Justifier la définition de la fonction g et montrer que les fonctions g et
D sont impaires, périodiques depériodes 1 et continues sur R\Z.

7. Montrer que Vx € R\Z :

FG)+ f( ) =26 (@)

9(5) + 9(——) = 29()

8. Montrer que la fonction D se prolonge par continuité en une fonction
sur R. On note M = maxc(o,1)(D(t)) et soit o € [0;1] tel que D(«)

M. Montrer que Vn € Non a D(57) = M et en déduire que la fonction
D est nulle, puis que Vo € R\Z :

(=l

2



[L'Q

mx cot(mz) = 1+22ﬁ
= x?—n

9. Montrer que Vz €] — m; 7| :

zrcot(z) =1—2 i Cgf)x%

k=1

Et en déduire que

e2r _ 1 2k

12z =1 —ix—QZ@x%
k=1

10. Montrer alors que Vn € N* :

N 22n—17T2n

(2n)! ban

¢(2n) = (~1)

Calculer ¢(2),¢(4) et ¢(6).

3 Développement euleurien de la fonction
sinus - Formule du complément

Soit la suite (P,)nen+ définie par :

|- L1[—R
P, T 72
z— [J1 - )
k=1

11. Montrer que Vz €] —1; 1], la suite (P,(x))nen+ converge dans RY.

Pour z €]—1; 1], on note P(z) = :S(l—i—i) = lim,, 1 oo (Py(2)).

12. Montrer que Vo €]—1;1[: In(P(z)) = >/ ln(l—i—z) et en déduire
que lafonction P est de classe C! et que

P'(x) f 2z

x2 — k2
k=1



13. En déduire que Vz €] — 1;1] :

T

+o0 2
sin(rx) = mx H(l — l<:2)
k=1

Soit

10; +o0[— R

am—)/ et
0

la fonction Gamma d’Euler

14. Montrer que Vx > 0 :

" t
/ (1= 5t e T()
0

15. Montrer que Vx > 0 :

n!

/0 (1= w)"u™du = z(z+1)(z+ 2) . (z+n)

et, en déduire que

. nln®
Oa) = Jim (o)

16. En déduire que Vz €]0;1] :

4 Développement eulerien de la fonction

calcul de S U

n=0 (2n+1)2k+1
17. Pour quelles valeurs de réels x la fonction :
Ry — R

tzfl
t 1+t

est-elle intégrable sur |0, +oo.

18. Montrer que pour tout = €]0, 1] :

4

1

cos(z) :



+o0 +oo
L(z)T(1—2z) = / (/ e“(lw)vxldv) du.
0 0

ii. Montrer que la fonction A :
Ry — R

y > f0+°° (JJ emu0pm=1du) du

est de classe C! et que

r—1
Y
h(y) = .
W) =17 ;
iii. En déduire que pour tout z €]0,1] :
+00 tx—l
MNx)I'(1—2x) = dt.
@ra-a= [ 1
19. En déduire que pour tout xz €]0,1][ :
1 4z—1 —x
t t
T / morr
sin(mx) o 1+t
puis que :
—+00 n +00 n
& (- (1)
sin(7z) _Z n-+x +Zn+1—x'
n=0 n=0
20. En déduire que pour tout = €] — £, 5[ :
+oo
s 2n+1
S 1)
cos(mx) ;< ) (n+1/2)? — 22
puis que pour tout = €] — o %[ :
+00 “+oo n
(S ) e
cos(z) L=\ £ (2n+ 1)1 | 2kt
21. En déduire que pour tout k € N* :
+oo (_1)n i q2k+l
Z (2n + 1)2k+1 =(=1) 22k+2(2k)|E2k
n=0 ’
Calculer :
+oo +oo +oo n
3 (=" 3 )" 3 (-1
—2n+1 4= (2n+1)* = (2n+1)
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