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Pour ce probléme, E est un espace vectoriel de dimension n > 1 sur un corps commutatif K et
L (E) est 'algébre des endomorphismes de E.
On se donne u € L (F) et P, (X) = det (u — XId) désigne le polynéme caractéristique de u.

4
On rappelle que pour tout polynéme P (X) = 3 axX*, P (u) est 'endomorphisme de E défini
par : k=0
P (u) = apld + aju+ - + apu”
olt u¥ = wo---ou, cette composition étant effectuée k fois pour k > 1 et u® = Id. On vérifie alors

que K [u] = {P (u) | P € K[X]} est une algebre unitaire commutative.
M., (K) désigne 1’algébre des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans K.

— I — Généralités
1. Soient p un entier supérieur ou égal & 2, Py,---, P, des polynémes non nuls dans K[X] et

P
@1, , Qp les polyndmes définis par Qy = HP] pour tout k compris entre 1 et p. Montrer que

j=1

itk
si les polynémes Py sont deux & deux premiers entre eux dans K[X], alors les polynomes Q
sont premiers entre eux dans leur ensemble et pour tout k compris entre 1 et p, les polyndmes

P et Qx sont premiers entre eux.
2. Soient p un entier supérieur ou égal & 2, Py, - , P, des polynémes non nuls dans K [X] deux &
P

deux premiers entre eux et P = HPk'
k=1
Montrer que :

ker (P (u)) = €D ker (P (u))
k=1

les projecteurs my, : ker (P (u)) — ker (P (u)), pour k compris entre 1 et p, étant des éléments
de K [u] (théoréme de décomposition des noyaux).

3. Soient p un entier supérieur ou égal a 2 et :

P(X)=]](X =)™

k=1

un polyndme scindé sur K, ol les o sont des entiers naturels non nuls et les A, des scalaires deux
4 deux distincts. En utilisant la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

1 .
—, donner une expression des projecteurs my, de ker (P (u)) sur ker (P (u)) pour tout k compris
entre 1 et p.

4. Justifier I'existence et 1'unicité d’un polynéme unitaire de plus petit degré qui annule wu.
Ce polynoéme est noté m, et on dit que c’est le polynéme minimal de w.
On définit de maniére analogue le polynéme minimal 74 d’une matrice A € M, (K) et on
vérifie que si A est la matrice de v dans une base de E, alors 7, = m4.

5. Montrer que si F' est un sous espace vectoriel de F stable par u, alors le polynéme caractéristique
de la restriction de u a F divise celui de u.

(*’6. On propose ici une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton qui nous dit que P, (u) = 0,
ce qui est encore équivalent a dire que m, divise P,.
En désignant par A la matrice de u, dans une base de E, il est équivalent de montrer que
Py (A)=0.
On considére la matrice A — XI,, comme un élément de M,, (K (X)) ot K (X) est le corps des
fractions rationnelles a coefficients dans K.
G O suggete (e diredewed A _T__J
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(a) Justifier le fait que la transposée C (X) de la matrice des cofacteurs de A — X I, s’écrit :

-1

3

CrX*
k=0
ou les Cy, sont des éléments de M, (K).
(b) En notant P, (X) = Y axX*, montrer que :
k=0

AC() = ao.[n

ACk~Ck_1=akIn (lSkSn—l)
~C(n-—l = anly

(c) En déduire que P4 (A) = > axA* =0 et P, (u) = 0.
k=0

7. On propose ici une deuxiéme démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton pour u non nul
(pour u = 0 c’est clair).
On se donne un vecteur non nul z € E et on désigne par E, le sous espace vectoriel de E
engendré par {u )| ke N} sous espace cyclique engendré par z).

(a) Soit p; le plus petit entier strictement positif tel que le systéme :
B, ={uf(z)|0<k<p,—1}

soit libre. Montrer que B, est une base de E, ¢ que Ex es(—- S}t(g/é fav .
(b) Justifier I'existence d’un polynéme :

Pz—1

Ty = XP — Zaka

-1
tel que uP= (z) = E axu () , puis montrer que , est le polynéme minimal et (— 1) 7,
k=0

le polyndme caractéristique de la restriction de v & E;.
(c) En déduire que P, (u) = 0.

8. Soit A € M, (R) une matrice réelle. Cette matrice est aussi une matrice complexe. En désignant
respectivement par mar et mac le polyndme minimal de A dans R[X] et C[X], montrer que
TAR = TAC.

9. Montrer que si L. est une extension du corps K, A une matrice dans M,, (K), mak et may le
polyndme minimal de A dans K [X] et L [X] respectivement,alors mag = 74y,

10. Montrer que les valeurs propres de u sont les racines de 7.
11. Montrer que si P, est scindé sur K avec :

P, (X an X —)®
k=1

ou les ay sont des entiers naturels non nuls et les A\, des scalaires deux & deux distincts, alors :

p

m (X) = JJ(X = )P

k=1

avec 1 < B < ay.

(3]



12. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors le polynéme minimal de
la restriction de u & F' divise celui de u.

13.
(a) Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, il est annulé par un polynéme scindé
& racinessimples.

(b) En déduire que si que si u est diagonalisable et F' un sous-espace vectoriel de E stable par
u, alors la restriction de u & F est un endomorphisme de F diagonalisable.

14. Montrer que si u, v sont deux endomorphismes de E qui sont diagonalisables et qui commutent,
il existe alors une base commune de diagonalisation.

— IT — Endomorphismes nilpotents

Soit v un endomorphisme de E. On suppose en 2.,3.,4. qu'il existe un entier ¢ > 2 tel que
vl £ 0 et v?=0.
1. Montrer que si v est nilpotent, 0 est valeur propre de v et Tr(v) = 0 (donner des arguments
“directs”).
2. Pour tout j entre 0 et ¢ — 1, montrer que ker(v’) G ker(v/+1).

3. En déduire que ¢ < n et qu'il existe une base de £ dans laquelle la matrice de v est triangulaire
supérieure, avec des zéros sur la diagonale.

4. Montrer que I'endomorphisme idg —v est inversible et exprimer son inverse comme polyndme
en v.

5. Si K est algébriquement clos, montrer que v est nilpotent si et seulement si 0 est son unique
valeur propre. Que se passe-t-il si K n’est pas algébriquement clos ?

6. On suppose K de caractéristique nulle (cela signifie que le morphisme d’anneaux k — k-1 de
Z dans K est injectif). Montrer que v est nilpotent si et seulement si on a Tr(v*) = 0 pour
tout k entre 1 et n.

7. Montrer que si (v;)1<i<n est une famille d’endomorphismes nilpotents de E qui commutent
deux & deux (n = dim E), alors [}, v; = 0.

— III — Décomposition de Dunford (ou Jordan-Chevalley)

En utilisant les notations de I.11 les sous espaces vectoriels Ny = ker (u — A\yd)** sont les sous-
espaces caractéristiques de u (comme Ny contient I’espace propre ker (u — Ag/d), il n’est pas réduit

a {0}).
1. En supposant que P, est scindé sur K, montrer que :
(a) E = é Ny.
k=1

(b) Ny = ker (u — M\ Id)? | pour tout k € {1,2,--- ,p}.
(c) A est la seule valeur propre de la restriction de u a Ng.
(d) dim (Ng) = .

(e) La restriction de u — A Id & Ny est nilpotente d’indice f.



2. On suppose que le polyndme caractéristique de u est scindé sur K. Montrer qu'il existe un
unique couple (d, v) d’endomorphismes de E tel que d soit diagonalisable, v soit nilpotent, d et
v commutent et u = d 4 v (théoreme de Dunford). On vérifiera que d et v sont des polynémes
en u et que les valeurs propres de d sont celles de .

3. Soit u I’endomorphisme de K* de matrice :

OO O
S O = O
=

OO O =

dans la base canonique.

(a) Ecrire la décomposition de Dunford de u.

(b) En déduire un calcul de " pour tout entier 7 strictement positif.

4. On suppose que K= C et Aj,---, ), sont les valeurs propres deux & deux distinctes de u dans
C

On note p (u) = max |\ le rayon spectral de w.
1<k<p

Dans un premier temps, on se donne une norme z — ||z]| sur E et on lui associe la norme sur
L (F) définie par :
[[v ()]l

Y e L(E), vl = BT

On rappelle qu’une telle norme est sous-multiplicative dans le sens ot ||v o w|| < ||v|| |w|| pour
tous v, w dans L (E).
(a) Montrer que :
1
VE>1, p(u) < Huk”’“

(b) On suppose que u est diagonalisable. Montrer qu'il existe une constante réelle o > 0 telle
que : .
Vk > 1, HukHF < a%p(u)
et en déduire que :
1
= li FllE ) .
p(w) = lim (Ilu I )

(c) En utilisant la décomposition de Dunford u = d + v, montrer qu’il existe une constante
réelle 8 > 0 telle que :
Ve 2 n, o] < gk -

et en déduire que :

p(w) = lim (Hu’“l\%)

k—+o0

1
(d) Montrer que p (u) = kligl_l (”u’“” ’f) ot v > ||v|| est une norme quelconque sur £ (E).
—+00

5. Montrer que la série Y u* est convergente dans £ (E) si, et seulement si, p (u) < 1. En cas de

+00
convergence de Y u¥, montrer que Id — u est inversible d’inverse Y. u®.
k=0

— IV — Exponentielle d’'un endomorphisme (pour K = C)

4




On suppose que K = C et v + ||v|| est une norme sur £ (E).

1.

Justifier, pour tout v € L (FE), la définition de ’endomorphisme e’ par :

k=0

et on vérifie facilement que si A est la matrice de v dans une base B de E, alors e? est la
matrice de €' dans cette base.

. Montrer que, pour tout v € £ (E), on det (e?) = e™®) et e est inversible.

Calculer, pour tout réel 6 'exponentielle de la matrice Ag = ( g _00 ) .

Montrer que si v est diagonalisable, il en est alors de méme de e’ et exprimer les valeurs propres
de €? en fonctions de celles de v.

Montrer que, pour tout v € £ (E), la fonction ¢ : t — €™ est de classe C' de R dans £ (E) et
calculer sa dérivée.

Montrer que, pour tout v € L (E), € est inversible d’inverse e™".

7. Soient v, w dans £ (E). Montrer que e!"*%) = e pour tout réel ¢ si, et seulement si v et w

10.
11.

commutent.

En utilisant la décomposition de Dunford u = d + v, montrer que :

ou ¢ > 1 est I'indice de nilpotence de v.

. Montrer que si © = d + v est la décomposition de Dunford de w, alors celle de e* est donnée

par :
e* = el et (e’ — Id),
avec e diagonalisable et e? (¢ — I,,) nilpotente.
Montrer que u est diagonalisable si, et seulement si, e* est diagonalisable.

Déterminer toutes les solutions dans £ (E) de I’équation e* = Id.




