Agrégation Interne

Polynomes de Legendre. Séries de Fourier-Legendre

C%([—1,1]) est la R-algebre des fonctions continues de [—1,1] dans R, pour tout entier n € N*,
C" ([—1,1]) est l'algebre des fonctions n fois contintiment dérivables de [—1, 1] dans R et C*> ([—1, 1])
est l'algebre des fonctions indéfiniment dérivables de [—1, 1] dans R.

R [x] est la sous-algebre de C* (|—1,1]) formée des fonctions polynomiales et, pour tout entier
n € N, R, [x] est I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au plus égal a n.

— I — Résultats préliminaires
Si f:[—1,1] = R, est continue par morceaux, on notera en tout point de discontinuité a de f :

f(a™) = lim f(z) (pour a > —1) et f (af) = lim f (z) (pour a < 1)

r<a r>a

On note £ la R-algebre des fonctions continues par morceaux de [—1, 1] dans R telles que f (—1) =

1
f(=17), f(1)= f(17) et en tout point a € |—1,1[ ou f est discontinue on ait f (a) = 5 (f(a™)+ f(a™)).
Pour toutes fonctions f, g dans &£, on note :

are /f o) de, !fH—( 2 das)Qet o= sup If (@)

z€[—1,1]

1. Montrer que 'application (f,g) — (f | g) définit un produit scalaire sur £.

2. Montrer que l'espace vectoriel CY ([—1,1]) est dense dans (&, ||-||), puis que Pespace vectoriel
R [x] des fonctions polynomiales est dense dans (&, |-]|) .

3. Montrer que pour tout entier n € N* et toutes fonctions f, g dans C" ([—1,1]), on a :

n—1 1

k=0

D" {(f g™

-1

(formule d’intégrations par parties itérées).

1
4. Calculer, pour tout entier n € N, I'intégrale W,, = / (22 —1)"dx.
-1
— IT — Polynémes de Legendre
Pour tout entier n € N, on désigne par my, et L, les fonctions polynomiales définies par :

n I
Ton (z) = (:c2 — 1) et L, = angﬂén)

(a) Montrer que, pour tout n € N, L,, est un polynéme de degré n de méme parité que n. Pour
n € N*, calculer L, (0) ainsi que les coefficients de 2" et 2"~ dans L,,.



n 2
(b) En utilisant la formule de Leibniz, calculer pour tout entier naturel n, Z (Z) , Ly (1) et
k=0
L,(-1).
(c) Montrer que, pour tout entier n € N, la famille (L)j<;<, est une base orthogonale de
R,, [z] (pour le produit scalaire (- | -)). Calculer ||L,]| .

(d) Montrer que, pour tout entier n € N*| le polyndéme L, admet n racines réelles simples
Tp1 < -+ < Tpp dans intervalle |—1,1].

(e) Montrer que, pour tout entier n € N*| il existe des réels strictement positifs A, 1, -+, Adun
1 n
tels que pour tout polynéme P € Ry, 1 [z], on ait / P(z)dz = Z/\”’kp (Tn k) -
-1 k=1

2. Pour (z,7) € [-1,1] x R™*, on désigne par 7, le lacet défini par 7., (t) = x + re" pour tout
t € [0,27]. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

2 1\"
(a) Ly, (z) L/ f—l)% (formule intégrale de Schliffi);
Y

- 2 -z = gj)n-H 2n
1 2 n 1 s n
(b) L, (z) = 2—/ (z+ivV1—2%sin(t)) dt = —/ (z+iv1—a?cos(t)) dt (formule in-
7 Jo T Jo

tégrale de Laplace).

3. En utilisant la formule intégrale de Laplace, calculer pour tout entier naturel n, L,, (1), L, (—1)
et || Lnll -

4. Montrer que, pour tout réel § € ]0,1[, la suite de fonctions polynomiales (L), .y converge
uniformément vers la fonction nulle sur [—6, 4] .

(a) Montrer que :

V(z,t) € [-1,1] x [O, q |z 4 iv1 = 22 cos (t)
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(b) En déduire que, pour tout n € N et tout z € |—1,1[, on a |L, (z)| <

(¢) Retrouver le résultat de I1.4.

z dt T dt
(a) Soit a un réel. Calculer / —————— et / _
o 1+ a?cos?(t) o 1+iacos(t)

(b) Montrer que, pour tout (x,y) € [-1,1] x |—1,1[, on a

1 iy
= L, (x)y".
Vyr—2zy+1 nZ:O (@)

(a) Montrer que, pour tout n € N* et tout z € R, on a :
(n+1) Ly () +nl,—y (x) = (2n+ 1) xL, (x) (1)
n(n+1) (Lo (2) = L1 (2)) = 2n+ 1) (2 = 1) L, (2) (2)

2



(b) Montrer que pour tout entier n € N et tous réels x,¢ on a :

n

(2= 1)3 @k + 1) Ly (2) Ly (1) = (n+ 1) (Lyor (@) Lo (1) = L () Lo (1))

k=0
(formule de Darbouz-Christoffel).

8. Pour tout entier n € N*, on désigne par z,, = max z, la plus grande des racines de L,,.
1<k<n ~

(a) Vérifier que 0 < 1 < 23 < 3.

(b) Montrer que la suite (z,,), oy €st convergente.

(a) Montrer quil existe une suite (7},),,oy de fonctions polynomiales telle que pour tout (x,y) €
1 <=

[—1,1] x ]=1,1[, on ait — ZT" (x)y™, chaque polynome T,, étant de degré
vy = n=0

2ry+1
n et de la parité de n.
(b) Montrer que la suite (7},),,oy vérifie la relation de récurrence :
To(x) =1, T} (x) = 2x
Toi1 () = 22T, (x) — T,y (x) (n € N¥)
Préciser le coefficient dominant de 7;,.

(¢) Donner une expression simple de sin (0) T;, (cos (#)) pour tout n € N et tout 0 € R.

- k
(d) En déduire que, pour tout n € N* on a T, (x) = Q”H (x — cos ( T )) :
P n+1

T
(e) Montrer que pour tout n € N* on a cos( n 1) < x, < 1 (z, est la plus grande des
n
racines de L,) et en déduire que lir}rq T, = 1.
n—-—+0oo

— ITIT — Opérateur de Legendre
On définit 'opérateur de Legendre £ sur l'espace C? ([—1,1],R) par :
VfeC (L1, R), £(f) = (#* — 1) "+ 2uf’

1. Montrer que l'opérateur £ est symétrique positif, c’est-a-dire que (L (f) | g) = (f | L(g)) et
(L(f) | f) >0 pour toutes fonctions f, g dans C? ([-1,1],R).

2. Soit n € N.
(a) Montrer que (z* — 1) 7, (z) = 2nxms, (), puis en déduire que L (L,) =n(n+ 1) L,,.
(b) En étudiant les variations, pour tout entier naturel n, de la fonction 6,, définie sur [—1, 1]

. 2, (1-27)
par 6, (:L‘) = (Ln ({B)) + m

3. Montrer que I'on a pour tout n € N* :

(L1, (.9:))2) , retrouver la valeur de ||L,||, .

L), — L, y=nL,, L, =L, +@2n+1)L,=2L,+ (n+1)L,

n
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4. Pour tout réel A, on note &, = ker (£ — A1) .

(a) Déterminer I'ensemble ¥ des réels A tels que €, # {0} .

(b) Montrer que, pour tout A € ¥, 'espace &, est une droite vectorielle dont on donnera un
vecteur directeur.

5. Déterminer I’ensemble des solutions de I’équation aux dérivées partielles :

9%u 0%u ou
e — (1 — z2) == B P e
Ot2 (t,.T) ( x ) o2 (t’ ilj’) x@x (t,.T)

de la forme u (t,2) = a (t) b (z) avec a de classe C* sur R et b de classe C? sur [—1,1].

— IV — Séries de Fourier-Legendre

2n+1
2

On désigne par (P,), .y = < Ln> la suite des polynomes de Legendre normalisés.
neN

Cette famille (P,),, oy est une base orthonormée de R [z]. A toute fonction f € £ on associe la suite
(en (f)neny = ({f | Pa))pen de ses coefficient de Fourier-Legendre et pour tout entier n € N, on note

Sn(f) = ch (f) Py la n®™ somme partielle de la série de Fourier-Legendre de f.
k=0

1. Montrer que, pour toute fonction f € £ et tout entiern € Nyona ||f — S, (f)]| = 0 i}gf[ ] If = Q|
ERn |z
(Sn (f) est la meilleure approximation pour la norme ||-|| de f par des éléments de R, [z]).

2. Montrer que, pour toute fonction f € &, la série de terme général 2 (f) est convergente
+o0o
et ZC% (f) < IIfI? (inégalité de Bessel), puis que lim ¢, (f) = 0 (lemme de Riemann-
"0 n—+oo

Lebe;gue) :

3. Montrer que pour toute fonction f € £, la série de fonctions ch (f) P, converge vers f dans
(&, I)ID) (convergence en moyenne quadratique de la série de Fourier-Legendre). En déduire que
o0

+
20121 (f) = IfII? (égalité de Parseval).
n=0

4. Montrer que deux fonctions f,g dans £ sont égales si, et seulement si, elles ont les mémes
coefficients de Fourier-legendre.

5. Soit f e Cl([-1,1]).
cn1 (f') Ccny (f')

(@) Montrer ue pour toutn €8 o 0 l) = O onm ) V@ D@3

(b) En déduire que la série de Fourier-Legendre de f converge simplement sur |—1, 1], la conver-
gence étant uniforme sur tout segment [—¢, ] contenu dans |—1, 1].

6. Montrer que, pour toute fonction f € &, tout entier n € Net tout x € [-1,1],ona S, (f) () =



10.

11.

1
/ K, (t,x) f (t)dt, ou K, est la fonction continue sur R? définie par :
-1

=> P(t) b
k=0

V120 43) | p () Pl (x) =P (x) Py (z) sit =z

n

1
Montrer que, pour tout entier n € N et tout « € [—1,1], on a / K, (t,z)dt = 1.
-1

Soit f e &. Montrer que si f admet une dérivée a droite et a gauche en un point x € |—1,1[,
on a alors f (x ch P,

Montrer que si f € 5 vérifie une condition de Holder de constante A € R et d’exposant
1
a€ } 3 1] (i.e. [f(t) = f(x)] < A|t—x|" pour tout t € [—1,1]), la série de Fourier-Legendre

+o0

ch (f) Pi, converge alors simplement vers f sur U'intervalle ouvert |—1,1[.

k=0

Calculer les coefficients de Fourier-Legendre de la fonction f définie sur [—1, 1] par :

0size|-1,a]
Ve e[-11], f(z) =4 3siz=qa
lsizela,l]

ol « est un réel strictement compris entre —1 et 1. Etudier la série de Fourier-Legendre
correspondante.

Montrer que, pour tout entier n € N, I'application S, est linéaire continue de (&, ||-||,,) dans

[1Sn (Pl

(&,]]l.) et que sa norme d’opérateur Ny (S,) = sup est donnée par :
reevioy  fle
Ny (Sp) = sup / | K, (x,t)] dt
z€[—1,1]



