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Deuxième épreuve

Olivier HALGAND

Partie I

1. (a) La fontion inverse étant ontinue, positive et déroissante sur [1,+∞], on peut érire :

∀k ∈ N
∗, ∀t ∈ [k, k + 1],

1

k + 1
6

1

t
6

1

k
,

et don, par roissane de l'intégrale :

1

k + 1
=

∫ k+1

k

dt

k + 1
6

∫ k+1

k

dt

t
6

∫ k+1

k

dt

k
=

1

k
.

En sommant, on a alors :

∀n > 1,

n∑

k=1

1

k + 1
6

n∑

k=1

∫ k+1

k

dt

t
6

n∑

k=1

1

k
,

e qui donne, d'après la relation de Chasles :

n+1∑

k=2

1

k
6

∫ n+1

1

dt

t
= ln(n+ 1) 6

n∑

k=1

1

k
.

On obtient don, d'une part : ∀n ∈ N
∗, ln(n+ 1) 6

n∑

k=1

1

k
, et d'autre part :

∀n ∈ N
∗, 1 +

n+1∑

k=2

1

k
6 1 + ln(n+ 1) d'où : ∀n > 2,

n∑

k=1

1

k
6 1 + lnn.

Cette dernière égalité étant trivialement véri�ée pour n = 1, on a l'enadrement :

∀n ∈ N
∗, ln(n+ 1) 6

n∑

k=1

1

k
6 1 + lnn,

et don :

∀n ∈ N
∗, ln(n+ 1)− lnn 6

(
n∑

k=1

1

k

)

− lnn = un 6 1.

On en déduit don que :

∀n ∈ N
∗, un ∈ [0, 1].

De plus : ∀n ∈ N
∗,

un+1−un =

(
n+1∑

k=1

1

k
− ln(n+ 1)

)

−
(

n∑

k=1

1

k
− lnn

)

=
1

n+ 1
+ln

(
n

n+ 1

)

=
1

n+ 1
−ln

(

1− 1

n+ 1

)

.

Or, on sait que : ∀x ∈ ]−1,+∞[, ln(1 + x) 6 x et don : ∀x ∈ ]0, 1], ln(1 − x) 6 −x. Ave
x =

1

n+ 1
, on en déduit don que : ∀n ∈ N

∗, un+1 − un 6 0 et don :

la suite (un)n∈N∗
est déroissante.
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(b) La suite (un)n∈N∗
est déroissante et minorée par 0. D'après le théorème de la limite

monotone :

la suite (un)n∈N∗
onverge.

2. (a) • Posons fs : x ∈ R
∗
+ 7→ e−x xs−1

pour s > 0. Ainsi, fs est ontinue sur R
∗
+, et est don

intégrable sur tout segment inlus dans R
∗
+.

• Etude de la borne 0 : La fontion fs est positive sur R
∗
+ . Or :

fs(x) ∼
x→0

xs−1
et :

∫ 1

0

xs−1 dx onverge ⇔ s− 1 > −1 ⇔ s > 0.

On en déduit don que

∫ 1

0

fs(x) dx onverge.

• Etude de la borne +∞ : On a la limite suivante : lim
x→+∞

x2fs(x) = lim
x→+∞

e−x xs+1 = 0 par

roissanes omparées. On en déduit don que fs(x) =
+∞

o
( 1

x2

)

. Or, l'intégrale

∫ +∞

1

dx

x2
onverge,

don

∫ +∞

1

fs(x) dx onverge aussi.

Finalement :

l'intégrale

∫ +∞

0

e−xxs−1 dx onverge si, et seulement si : s > 0.

• Posons Γa,b : s ∈ R
∗
+ 7→

∫ b

a

e−x xs−1 dx (ave a, b ∈ R
∗
+). E�etuons une intégration par

partie :

∀s > 0, Γa,b(s+ 1) =

[

− e−x ts
]b

a

−
∫ b

a

− e−x sxs−1 dx =
(

e−a as − e−b bs
)

+ s

∫ b

a

e−x xx−1 dx.

Or : lim
a→0

e−a as = 0 et lim
b→+∞

e−b bs = 0. Comme Γa,b onverge vers Γ lorsque a tend vers 0 et b

tend vers +∞, on en déduit que :

∀s > 0, Γ(s+ 1) = sΓ(s).

• Montrons par réurrene que : ∀n ∈ N,Γ(n+ 1) = n!.

Initialisation : Calulons Γ(1) :

Γa,b(1) =

∫ b

a

e−x dx = e−a − e−b −→
a→0

b→+∞

1.

Don : Γ(1) = 1 = 0! et la propriété est initialisée.

Hérédité : On suppose que Γ(n+ 1) = n! pour un entier naturel n donné. Alors :

Γ(n+ 2) = (n+ 1)Γ(n+ 1) = (n+ 1)× n! = (n+ 1)!

et la propriété est héréditaire.

D'après le prinipe de réurrene, on peut en onlure que :

∀n ∈ N, Γ(n+ 1) = n!
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(b) Par dé�nition : Γ

(
1

2

)

=

∫ +∞

0

e−x x−
1
2 dx =

∫ +∞

0

e−x

√
x
dx. E�etuons le hangement de

variable : t =
√
x, ave : dt =

dx

2
√
x
. On obtient alors : Γ

(
1

2

)

=

∫ +∞

0

e−t2 2dt = 2

∫ +∞

0

e−t2 dt.

Calulons don ette intégrale I =

∫ +∞

0

e−t2dt. On peut érire, d'après le théorème de

Fubini :

I2 =

(∫ +∞

0

e−x2

dx

)(∫ +∞

0

e−y2

dy

)

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(x2+y2) dxdy.

On e�etue un hangement de variables dans ette dernière intégrale en passant aux oordonnées

polaires : x = r cos θ, y = r sin θ ave r ∈ [0,+∞[, θ ∈
[

0, π2

]

et alors dxdy = rdr dθ. Alors (toujours

à l'aide du théorème de Fubini) :

I2 =

∫ +∞

0

∫ π
2

0

e−r2 rdr dθ =

(∫ +∞

0

r e−r2 dr

)(∫ π
2

0

dθ

)

=

[

− e−r2

2

]+∞

0

π

2
=
π

4
.

Finalement, I étant positive : I =

√
π

2
et don :

Γ

(
1

2

)

=
√
π.

() Montrons que Γ est ontinue sur R
∗
+

Méthode 1 : ave la onvergene uniforme : Pour tout n ∈ N
∗
, on pose :

Γn : s ∈ R
∗
+ 7→

∫ n

1
n

e−x xs−1 dx.

Il est lair que la suite de fontions (Γn)n∈N∗
onverge simplement vers Γ sur R

∗
+.

• Justi�ons la ontinuité des fontions Γn : la fontion F : (s, x) ∈ [a, b]×R
∗
+ 7→ e−x xx−1

est

ontinue. Don, d'après le théorème de ontinuité sous le signe intégral, on en déduit que : ∀n ∈ N
∗,Γn

est ontniue sur [a, b].

• Montrons la onvergene uniforme sur tout ompat de R
∗
+ : onsidérons deux réels a et b

tels que : 0 < a < b. Alors :

∀s ∈ [a, b],
∣
∣
∣Γn(s)− Γ(s)

∣
∣
∣ =

∫ 1
n

0

e−x xs−1dx+

∫ +∞

n

e−x xs−1dx,

ave :

0 6 e−x xs−1
6 xs−1, don :

∫ 1
n

0

e−x xs−1dx 6

∫ 1
n

0

xs−1dx =

[
xs

s

] 1
n

0

=
1

sns
6

1

ana
,

et :

1 6 n 6 x et s 6 b, don : 1 6 xs−1
6 xb−1

et : 0 <

∫ +∞

n

e−x xs−1dx 6

∫ +∞

n

e−x xb−1dx.

D'où :

∀s ∈ [a, b],
∣
∣
∣Γn(s)− Γ(s)

∣
∣
∣ 6

1

ana
+

∫ +∞

n

e−x xb−1dx.

Le membre de droite tend vers 0 lorsque n tend vers +∞, don la suite (Γn)n∈N∗
onverge unifor-

mément vers Γ sur [a, b].

• Conlusion : la fontion Γ étant limite uniforme d'une suite de fontions ontinues sur [a, b],
elle est ontinue sur [a, b]. On en déduit don que :

Γ est ontinue sur R
∗
+.
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Méthode 2 : ave la onvergene dominée :

• Véri�ons les hypothèses de ontinuités :

Pour tout x > 0, la fontion fx : s 7→ e−x xs−1
est ontinue sur R

∗
+.

Pour tout s > 0, la fontion fs : x 7→ e−x xs−1
est ontinue (par moreaux) sur R

∗
+.

• Démontrons l'hypothèse de domination : soient [a, b] ⊂ ]0,+∞[. Pour tout s ∈ [a, b], on a :

xs−1 6 xa−1
si x ∈ ]0, 1], et : xs−1 6 xb−1

si x > 1.

On onsidère don ϕ : x ∈ R
∗
+ 7→

{
e−x xa−1

si x ∈ ]0, 1]
e−x xb−1

si x ∈ [1,+∞[
. Alors ϕ est ontinue (par moreaux)

sur R
∗
+ et elle est intégrable sur R

∗
+ (même démonstration que pour fs en 2.(a)...). De plus :

∀(s, x) ∈ [a, b]×R
∗
+,

∣
∣e−x xs−1

∣
∣ 6 ϕ(x).

Conlusion : D'après le théorème de ontinuité sous le signe

∫

, on en déduit que Γ est onti-

nue sur tout segment [a, b] inlus dans R∗
+, et don que Γ est ontinue sur R

∗
+.

Montrons que Γ est dérivable sur R
∗
+

Méthode 1 : ave la onvergene uniforme :

• Montrons que, pour tout n ∈ N
∗
, Γn est de lasse C

1
sur [a, b] : La fontion F : (s, x) 7→

e−x es ln x x−1
est ontinue sur [a, b] × R

∗
+ et :

∂F

∂s
(s, x) = (lnx)F (s, x), don

∂F

∂s
est ontinue sur

[a, b]×R
∗
+. D'après le théorème de dérivation sous le signe intégral, on en déduit que Γn ∈ C 1([a, b],R+)

et que :

∀n ∈ N
∗, ∀s ∈ [a, b], Γ′

n(s) =

∫ n

1
n

lnx e−x xs−1dx.

• Montrons que, pour tout s > 0, Φ(s) =

∫ +∞

0

(lnx) e−x xs−1dx onverge : Par produit et

omposée, la fontion x 7→ (lnx) e−x xs−1
est ontinue sur tout segment inlus dans R

∗
+.

Etude de la borne 0 : On a l'équivalent suivant : (ln x) e−x xs−1 ∼
x→0

(lnx)xs−1
, or, une

intégration par partie donne :

∫

(lnx)xs−1dx =

[

lnx
xs

s

]

−
∫

1

x

ts

s
dx =

(lnx)xs

s
− xs

s2
−→
x→0

0.

Ainsi,

∫ 1

0

(ln x)xs−1dx onverge, et don

∫ 1

0

(lnx) e−x xs−1dx onverge aussi.

Etude de la borne +∞ : On a la limite : lim
x→+∞

x2 lnx e−x xs−1 = lim
x→+∞

e−x xs+1 lnx = 0

par roissanes omparées. On en déduit don que (lnx) e−x xs−1(x) =
+∞

o
( 1

x2

)

. Or, l'intégrale

∫ +∞

1

dx

x2
onverge, don

∫ +∞

1

(lnx) e−x xs−1 dx onverge aussi.

Finalement, l'intégrale

∫ +∞

0

(ln x)e−xxs−1 dx onverge pour tout s > 0.

• Montrons que la suite (Γ′
n)n∈N∗

onverge uniformément vers Φ sur [a, b] :

∀n ∈ N
∗, ∀s ∈ [a, b],

∣
∣
∣Γ′

n(s)− Φ(s)
∣
∣
∣ 6

∫ 1
n

0

|lnx| e−x xs−1dx+

∫ +∞

n

(lnx) e−x xs−1dx,

don :

∣
∣
∣Γ′

n(s)− Φ(s)
∣
∣
∣ 6

∫ 1
n

0

|lnx| e−x xa−1dx+

∫ +∞

n

(lnx) e−x xb−1dx.

Or, lorsque n tend vers +∞, le membre de droite (qui ne dépend pas de s) tend vers 0. Don la

suite (Γ′
n)n∈N∗

onverge uniformément vers Φ sur [a, b].
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• Conlusion : la suite (Γn)n∈N∗
onverge simplement vers Γ sur R

∗
+, et (Γ′

n)n∈N∗
est une

suite d'appliations de lasse C 1
sur tout segment [a, b] de R

∗
+ onvergeant uniformément vers Φ sur

[a, b]. On en déduit don que Γ est de lasse C 1
sur [a, b] et : ∀s ∈ [a, b],Γ′(s) = Φ(s).

On en déduit don que :

Γ ∈ C
1(R∗

+,R
+) et : ∀s ∈ R

∗
+, Γ′(s) =

∫ +∞

0

(lnx) e−x xs−1dx.

Méthode 2 : ave la onvergene dominée :

• Véri�ons les hypothèses de ontinuités :

Pour tout x > 0, la fontion fx : s 7→ e−x xs−1
est de lasse C 1

sur R
∗
+.

Pour tout s > 0, la fontion fs : x 7→ e−x xs−1
est ontinue (par moreaux) et intégrable

sur R
∗
+.

• Démontrons l'hypothèse de domination : On a :

∂f

∂s
(s, x) = (lnx) e−x xs−1

. Ainsi, si on

onsidère un segment [a, b] ⊂ R
∗
+ et en utilisant la fontion ϕ préédente, on a :

∀(s, x) ∈ [a, b]×R
∗
+,

∣
∣
∣
∣

∂f

∂s
(s, x)

∣
∣
∣
∣
6 |lnx|ϕ(x).

La fontion ψ : x 7→ |lnx|ϕ(x) est ontinue (par moreaux) sur R
∗
+. Montrons qu'elle est aussi

intégrable sur R
∗
+ :

• Etude de la borne 0 : La fontion ψ est positive sur R
∗
+ et sur ]0, 1] :

ψ(x) = |lnx| e−x xa−1 ∼
x→0

|lnx|
xa−1

ave : a− 1 > −1 don :

∫ 1

0

|ln x|
xa−1

dx onverge .

On en déduit don que

∫ 1

0

ψ(x) dx onverge.

• Etude de la borne +∞ : On a la limite suivante : lim
x→+∞

x2ψ(x) = lim
x→+∞

|lnx| e−x xb+1 = 0

par roissanes omparées. On en déduit don, omme en 2.(a),que l'intégrale

∫ +∞

1

ψ(x) dx onverge.

On en déduit don que

∫ +∞

0

ψ(x) dx onverge.

Conlusion : D'après le théorème de dérivation sous le signe

∫

, on en déduit que Γ est de

lasse C 1
sur tout segment [a, b] inlus dans R∗

+, et don que Γ est C 1
sur R

∗
+.

Remarque : On peut généraliser e raisonnement et montrer que Γ est de lasse C∞
sur R

∗
+ et

que :

∀n ∈ N, ∀s ∈ R
∗
+, Γ(n)(s) =

∫ +∞

0

lnn x e−x xs−1dx.

(d) On sait que : ∀t ∈ ]−1,+∞[, ln(1 + t) 6 t. Don :

∀n ∈ N
∗, ∀x ∈ [0, n[, −x

n
∈ ]−1, 0] et : ln

(

1− x

n

)

6 −x
n
.

On en déduit don :

n ln
(

1− x

n

)

= ln
(

1− x

n

)n

6 −x,

et don : (

1− x

n

)n

6 e−x .

L'inégalité étant trivialement véri�ée pour x = n, on obtient bien :

∀n ∈ N
∗, ∀x ∈ [0, n],

(

1− x

n

)n

6 e−x .
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De plus :

(

1− x

n

)n

= en ln(1− x
n ) ∼

n→+∞
en(−

x
n) = e−x

, don :

lim
n→+∞

(

1− x

n

)n

= e−x .

(e) Soient s > 0 et ε ∈ ]0, n[ ; on intègre par parties :

∫ n

ε

(

1− x

n

)n

xs−1dx =

[ (

1− x

n

)n xs

s

]n

ε

−
∫ n

ε

n

(

− 1

n

)(

1− x

n

)n−1 xs

s
dx

=
(

1− ε

n

)n εs

s
+

n

ns

∫ n

ε

(

1− x

n

)n−1

xsdx.

En faisant tendreε vers 0, on obtient alors :

∫ n

0

(

1− x

n

)n

xs−1dx =
n

sn

∫ n

0

(

1− x

n

)n−1

xsdx.

En itérant le proédé n fois, on obtient :

∫ n

0

(

1− x

n

)n

xs−1dx =
n(n− 1) . . . 1

s(s+ 1) . . . (s+ n− 1)

∫ n

0

xs+n−1dx

=
1

sn (s+ 1)n . . . (s+ n− 1)n

[
xs+n

s+ n

]n

0

=
n!

s(s+ 1) . . . (s+ n− 1)nn

ns+n

s+ n

d'où :

∫ n

0

(

1− x

n

)n

xs−1dx =
n!ns

s(s+ 1) . . . (s+ n)
.

(f) Considérons la suite de fontions (gn) dé�nie par :

gn : x 7→
{
xs−1

(
1− x

n

)n
si x ∈ ]0, n[

0 si x ∈ [n,+∞[

• Soit x > 0 �xé. Pour n assez grand, x ∈ [n,+∞[ et don :

gn(x) = xs−1
(

1− x

n

)n

.

• La suite (gn) onverge don simplement vers la fontion fs : x 7→ e−x xs−1
.

• De plus, les fontions fs et gn sont ontinues par moreaux sur R
∗
+.

En�n, pour x ∈ ]0, n[, on a :

|gn(x)| = en ln(1− x
n ) xs−1

6 xs−1 e−x = fs(x) d'après I.2.(d).

Or, on a aussi : |gn(x)| 6 fs(x) sur [n,+∞[, si bien que ette majoration est vrai sur R
∗
+. La

fontion fs étant intégrable, d'après le théorème de onvergene dominée :

∫ +∞

0

lim
n→+∞

gn(x) dx = lim
n→+∞

∫ +∞

0

gn(x) dx,

ave : ∫ +∞

0

gn(x) dx =

∫ n

0

xs−1
(

1− x

n

)n

dx =
n!ns

s(s+ 1) . . . (s+ n)
.

On obtient don :

∀s > 0, Γ(s) = lim
n→+∞

∫ n

0

(

1− x

n

)n

xs−1dx = lim
n→+∞

n!ns

s(s+ 1) . . . (s+ n)
.
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(g) Posons, pour s > 0 et n ∈ N
∗
: vn =

n!ns

s(s+ 1) . . . (s+ n)
. Alors : vn > 0 et :

ln(vN ) = ln(N !) + ln(Ns)− ln
[
s(s+ 1) . . . (s+N)

]

=

N∑

n=1

lnn+ s lnN − ln s−
N∑

n=1

ln(s+ n)

= − ln s+ s lnN −
N∑

n=1

ln

(
s+ n

n

)

= − ln s+ s

(

lnN −
N∑

n=1

1

n

)

+

N∑

n=1

(
s

n
− ln

(
s+ n

n

))

Or : vN −→
N→+∞

Γ(s), lnN −
N∑

n=1

1

n
−→

N→+∞
−γ et :

s

n
− ln

(
s+ n

n

)

∼
n→+∞

s2

2n2
qui est une série à

termes positifs onvergente. On peut don érire :

∀s > 0, ln Γ(s) = − ln s− γs+

+∞∑

n=1

( s

n
− ln

(

1 +
s

n

))

.

(h) Posons, pour n ∈ N
∗
et x > 0 : hn : x 7→ x

n
− ln

(

1 +
x

n

)

. Alors hn est dérivable sur R+

et :

∀n ∈ N
∗, ∀x ∈ R+, h′n(x) =

1

n
−

1
n

1 + x
n

=
1

n
− 1

n+ x
=

x

n(n+ x)
.

Ainsi, pour tout A > 0, et pour tout x ∈ [0, A], on a :

∣
∣h′n(x)

∣
∣ 6

A

n2
, don la série de fontions

∑
h′n onverge normalement sur [0, A]. Or, d'après I.2.(g), la série

∑
hn onverge simplement sur

R
∗
+, on en déduit que la somme de ette série est dérivable sur [0, A] et que sa dérivée est donnée par

la somme de

∑
h′n. Ainsi, en dérivant l'expression préédente, on obient :

∀s ∈ R
∗
+,

Γ′(s)

Γ(s)
= −1

s
− γ +

+∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ s

)

,

ou enore, la série étant absolument onvergente on peut hanger l'ordre des termes :

∀s ∈ R
∗
+,

Γ′(s)

Γ(s)
= −γ +

+∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ s− 1

)

.

Partie II

3. La suite (an+1 − an)n∈N étant bornée :

∃m ∈ R+, ∀n ∈ N, 0 < an+1 − an 6 m.

Soit ε > 0. Puisque lim
n→+∞

F (an) = ℓ :

∃p ∈ N, ∀n ∈ N, n > p⇒
∣
∣F (an)− ℓ

∣
∣ < ε.

et puisque lim
x→+∞

F ′(x) = 0 on a aussi :

∃A > 0, ∀x ∈ R, x > A⇒
∣
∣F ′(x)

∣
∣ < ε.
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En partiulier, on peut hoisirA > ap. Appliquons l'inégalité des aroissements �nis à un intervalle

inlus dans [A,+∞[ :

∃A > ap > 0, ∀x, y ∈ R, x > A et y > A⇒
∣
∣F (x)− F (y)

∣
∣ 6 ε|x− y|.

Or, puisque la suite (an)n∈N est stritement roissante et tend vers +∞ :

∀x > ap, ∃ ! q ∈ N, q > p, aq 6 x < aq+1.

Prenons alors y = aq ; on peut alors érire (en utilisant l'inégalité triangulaire) :

∣
∣F (x)− ℓ

∣
∣ 6

∣
∣F (x)− F (aq)

∣
∣+
∣
∣F (aq)− ℓ

∣
∣ 6 ε|x− aq|+ ε < ε

(
an+1 − an

)
+ ε 6 ε(m+ 1).

Finalement, on a démontré que :

∀ε > 0, ∃A > 0, ∀x ∈ R, x > A⇒
∣
∣F (x)− ℓ

∣
∣ 6 ε(m+ 1),

où m est un réel �xé. On en déduit don que :

lim
x→+∞

F (x) = ℓ.

4. Par dé�nition :

∀s > 0, F (s) = ln Γ(s+ 1) + s−
(

s+
1

2

)

ln s.

Ainsi, F est dérivable sur R
∗
+ omme somme de fontions dérivables, et :

∀s > 0, F ′(s) =
Γ′(s+ 1)

Γ(s+ 1)
+ 1− ln s−

(

s+
1

2

)
1

s
=

Γ′(s+ 1)

Γ(s+ 1)
− ln s− 1

2s
.

Or, d'après I.2.(h) :

Γ′(s+ 1)

Γ(s+ 1)
= −γ +

+∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ s

)

ave : γ = lim
N→+∞

(
N∑

n=1

1

n

)

− lnN,

don, d'après les opérations sur les séries à termes positifs :

∀s > 0, F ′(s) = lim
N→+∞

[(
N∑

n=1

− 1

n

)

+ lnN +

N∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ s

)]

− ln s− 1

2s
,

d'où :

∀s > 0, F ′(s) = lim
N→+∞

[

ln
N

s
−

N∑

n=1

1

n+ s

]

− 1

2s
.

Ave un hangement d'indie, on obtient don :

∀s > 0, F ′(s) = lim
n→+∞

[

ln
n

s
−

n∑

k=0

1

k + 1 + s

]

− 1

2s
.

5. D'après la question préédente, il s'agit de démontrer que :

0 6 lim
n→+∞

[

ln
n

s
−

n∑

k=0

1

k + 1+ s

]

6 ln

(
s+ 1

s

)

.

Pour tout s > 0, la fontion x 7→ 1

s+ x
est ontinue, positive et déroissante sur R

∗
+ ; on peut

don utiliser une omparaison série-intégrale (omme en 1.(a)) :

∀k ∈ N, ∀t ∈ [k, k + 1],
1

k + s
>

1

t+ s
>

1

k + 1 + s
,

et don :

1

k + s
=

∫ k+1

k

dt

k + s
>

∫ k+1

k

dt

t+ s
>

∫ k+1

k

dt

k + 1 + s
=

1

k + 1 + s
.
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• On en déduit don par somme de k = 0 à k = n, et en utilisant la relation de Chasles :

n∑

k=0

1

k + s
>

∫ n+1

0

dt

t+ s
>

n∑

k=0

1

k + 1 + s
,

soit :

n∑

k=0

1

k + s
> ln

(
n+ 1 + s

s

)

= ln
(n

s

)

+ ln

(

1 +
s+ 1

n

)

>

n∑

k=0

1

k + 1 + s
.

On obtient don :

ln
(n

s

)

−
n∑

k=0

1

k + 1 + s
> − ln

(

1 +
s+ 1

n

)

.

En faisant tendre n vers +∞, le terme de droite tend vers 0 et on obtient bien que :

lim
n→+∞

[

ln
n

s
−

n∑

k=0

1

k + 1 + s

]

> 0.

• Reprenons le même enadrement mais sommons de k = 1 à k = n+ 1 ; on obtient alors :

n+1∑

k=1

1

k + s
>

∫ n+2

1

dt

t+ s
>

n+1∑

k=1

1

k + 1 + s
,

soit, ave un hangement d'indie :

n∑

k=0

1

k + 1 + s
> ln

(
n+ 2 + s

s+ 1

)

= ln

[(n

s

)(1 + s+2
n

1 + 1
s

)]

= ln
(n

s

)

+ ln

(
1 + s+2

n

1 + 1
s

)

>

n∑

k=0

1

k + 2 + s
.

On obtient don :

− ln

(
1 + s+2

n

1 + 1
s

)

> ln
(n

s

)

−
n∑

k=0

1

k + 1 + s
.

En faisant tendre n vers +∞, le terme de droite tend vers − ln

(
1

1 + 1
s

)

= ln

(
s+ 1

s

)

et on

obtient bien que :

ln

(
s+ 1

s

)

> lim
n→+∞

[

ln
n

s
−

n∑

k=0

1

k + 1 + s

]

.

• Finalement, on a bien l'enadrement :

∀s > 0, − 1

2s
6 F ′(s) 6 ln

(
s+ 1

s

)

− 1

2s
.

6. On a évidemment : lim
s→+∞

1

2s
= 0 et lim

s→+∞
ln

(
s+ 1

s

)

= 0. D'après le théorème des gendarmes,

on peut don déduire de l'enadrement préédent que : lim
s→+∞

F ′(s) = 0.

Considérons la suite (an)n∈N∗
dé�nie par : ∀n ∈ N, an = n. Alors ette suite est à termes stri-

tement positifs, et elle est stritement roissante et de limite +∞. En�n, la suite (an+1 − an)n∈N est

onstante, égale à 1, don bornée.
En�n, d'après la formule de Stirling :

∀n ∈ N
∗, F (an) = ln

(
Γ(n+ 1) en

nn+ 1
2

)

= ln

(
n! en

nn+ 1
2

)

∼
n→+∞

ln

(√
2πn

(
n
e

)n
en

nn+ 1
2

)

= ln
(√

2π
)
.

D'après II.3., on en déduit don que : lim
s→+∞

F (s) = ln
(√

2π
)
, et don que :

lim
s→+∞

Γ(s+ 1) es

ss+
1
2

=
√
2π,

ou enore :

Γ(s+ 1) ∼
s→+∞

√
2π ss+

1
2 e−s .
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Partie III

7. (i) ⇔ (ii) Soit (un)n∈N une suite d'éléments de ]−1,+∞[. Alors, la suite (1 + un)n∈N est une

suite à termes stritement positifs. Posons, pour tout n ∈ N : Pn =

n∏

k=0

(1+uk) et Sn =

n∑

k=0

ln(1+uk).

On a évidemment : Pn = eSn
et Sn = ln(Pn). Les fontions ln et exp étant ontinues, la suite (Pn)n∈N

onverge si, et seulement si, la suite (Sn)n∈N onverge.

(i) ⇔ (iii) Si un produit in�ni onverge, alors son terme général tend vers 1. Don, si (un)n∈N

ne tend pas vers 0, alors la série

∑
un diverge et le produit in�ni

∏
(1 + un) aussi.

Si (un)n∈N onverge vers 0, alors ln(1 + un) ∼
n→+∞

un et omme (un)n∈N est de signe onstant

par hypothèse, les séries

∑
ln(1 + un) et

∑
un sont de même nature. D'après le point préédent, on a

don démontré :

+∞∏

n=0

(1 + un) onverge ⇔
+∞∑

n=0

ln(1 + un) onverge ⇔
+∞∑

n=0

un onverge.

8. (a) • Par hypothèse : ∀k,N ∈ N, |uk,N | 6 ak, et : lim
N→+∞

uk,N = vk. On en déduit don, par

passage à la limite dans une inégalité, que : ∀k ∈ N, |vk| 6 ak. Ainsi,
∑
ak est une série majorante

onvergente de

∑|vk|. Ainsi, la série

∑|vk| onverge don :

la série

∑
vk onverge.

• Considérons la suite de fontions fN : R+ → R dé�nie par : ∀x ∈ [k, k + 1[, fN(x) = uk,N si

k 6 N , et fN(x) = 0 si x > N + 1. Alors :

uk,N =

∫ k+1

k

uk,N dx don : wN =

N∑

k=0

uk,N =

∫ N+1

0

fN(x) dx =

∫ +∞

0

fN (x) dx.

Nous allons utiliser le théorème de onvergene monotone :

⋄ La suite de fontions (fn)n∈N est une suite roissante, et pour tout entier N , la fontion

fN est en esalier don elle est ontinue par moreaux, et elle est intégrable sur R+.

⋄ Déterminons la limite simple de la suite (fn)n∈N. Si x ∈ R+, alors il existe k = ⌊x⌋ ∈ N tel

que : x ∈ [k, k + 1[ et : ∀N > k, fN(x) = uk,N . Ainsi : lim
N→+∞

fN (x) = lim
N→+∞

uk,N = vk = v⌊x⌋. Ainsi,

la suite de fontions (fn)n∈N onverge simplement vers la fontion f : x 7→ v⌊x⌋. Cette fontion f est

en esalier, don ontinue par moreaux, sur R+.

Le théorème de onvergene monotone permet d'a�rmer que :

lim
N→+∞

∫ +∞

0

fN (x) dx =

∫ +∞

0

f(x) dx,

ave :

∫ +∞

0

f(x) dx =

∫ +∞

0

v⌊x⌋ dx =

∞∑

k=0

∫ k+1

k

v⌊x⌋ dx =

∞∑

k=0

∫ k+1

k

vk dx =

∞∑

k=0

vk.

don :

la suite (wN )N∈N onverge vers

∞∑

k=0

vk.

10 / 25



(b) Nous allons appliquer la question préédente à une suite w′
N =

N∑

k=0

u′k,N .

Or : exp

(
N∑

k=0

u′k,N

)

=

n∏

k=0

exp(u′k,N ) ; on pose don : ∀k,N ∈ N, u′k,N = ln(1+ uk,N ), e qui

est possible ar : ∀k,N ∈ N, uk,N ∈ ]−1, 0] don : 1 + uk,N ∈ ]0, 1].

• Puisque la suite (uk,N )N∈N est onvergente, de limite vk ∈ [−1, 0], alors la suite (u′k,N )N∈N

tend vers v′k = ln(1 + vk) ∈ [−∞, 0].

• De plus : ∀k,N ∈ N, |uk,N | = −uk,N 6 ak ave −uk,N ∈ [0, 1[, don : 1 > 1+uk,N > 1−ak.
Or, par hypothèse,

∑
an onverge, don : lim

n→+∞
an = 0. Ainsi, à partir d'un ertain rang n0, on a :

0 6 an < 1 et don : 1 − an > 0. En fait, quitte à hanger les n0 + 1 premiers termes de la suite

(an)n∈N en max
k∈J0,n0K

{
− uk,N

}
, on peut supposer que : 1− an > 0 pour tout n ∈ N. Don :

∀k ∈ N, 0 > ln(1 + uk,N ) > ln(1− ak) et ainsi : |u′k,N | =
∣
∣ln(1 + uk,N )

∣
∣ 6

∣
∣ln(1− ak)

∣
∣ = a′k.

De plus, ∀k ∈ N,−ak ∈ ]−1, 0]. Don, d'après 7., puisque la série

+∞∑

k=0

−ak onverge, il en est

de même de la série

+∞∑

k=0

ln(1− ak) =

+∞∑

k=0

a′k.

• Les hypothèses pour appliquer la question 8.(a) sont don remplies : on en déduit don que

la suite w′
N =

N∑

k=0

u′k,N =

N∑

k=0

ln(1 + uk,N ) onverge vers

+∞∑

k=0

v′k =

+∞∑

k=0

ln(1 + vk). Don, en appliquant

la fontion exponentielle (qui est ontinue sur R), on en déduit que :

la suite

(
N∏

k=0

(1 + uk,N)

)

N∈N

onverge vers

+∞∏

k=0

(1 + vk).

9. (a) Pour tout entier n ∈ N, on a : 1 + |an| > 1 et don : qN > 1. On peut don érire :

ln(qN ) =

N∑

n=0

ln(1 + |an|) 6
N∑

n=0

|an|, ar : ∀x ∈ ]−2,+∞[, ln(1 + x) 6 x.

On en déduit don (la fontion exponentielle étant roissante) :

qN 6 exp

(
N∑

k=0

|ak|
)

.

(b) Par réurrene :

• Initialisation : Pour N = 0, on a : |p0− 1| = |(1+ a0)− 1| = |a0| = (1+ |a0|)− 1 = q0− 1.
La propriété est don véri�ée pour N = 0.

• Hérédité : Supposons que la propriété soit véri�ée pour un entier N donné. Alors :

|pN+1 − 1| = |pN(1 + aN+1 − 1| = |(pN − 1) + pNaN+1| 6
I.T.

|pN − 1|+ |pNaN+1|.

Or, |pN | 6 qN d'après l'inégalité triangulaire, et |pN − 1| 6 qN − 1 d'après l'hypothèse de

réurrene. Don :

|pN+1 − 1| 6 qN − 1 + qN |aN+1| = qN (1 + |aN+1|)− 1 = qN+1 − 1.

D'après le prinipe de réurrene, on a don :

∀N ∈ N, |pN − 1| 6 qN − 1.
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10. (a) Posons, pour tout entier n : fn =

n∑

k=0

|uk| et f =

+∞∑

k=0

|uk|. Par hypothèse, la suite de

fontions (fn)n∈N onverge uniformément vers f , 'est-à-dire :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N,n > n0 ⇒ ∀x ∈ I,
∣
∣fn(x)− f(x)

∣
∣ 6 ε.

don, à partir d'un ertain rang, les fontions fn−f sont bornées. Par exemple, fn0
−f est bornée.

Mais, l'ensemble des fontions bornées sur I est un espae vetoriel, et f = fn − (fn − f) est une

ombinaison linéaire de fontions bornées. Don :

f =

+∞∑

k=0

|uk| est bornée sur I.

(b) • Si M = N , 'est trivial. Supposons don : M > N + 1, et onsidérons ε > 0. Puisque
∑|un| onverge uniformément, on peut utiliser le ritère de Cauhy uniforme :

∃n0 ∈ N, ∀M,NßN,M > N > n0 ⇒ ∀x ∈ I,

M∑

k=N+1

|uk(x)| =6 ε,

et don :

∀M > N > n0, ∀x ∈ I, exp

(
M∑

k=N+1

∣
∣uk(x)

∣
∣

)

− 1 6 eε −1.

• D'autre part, d'après 9.(a) et (b), on a :

∣
∣
∣
∣
∣

M∏

k=0

(1 + ak) − 1

∣
∣
∣
∣
∣
6

M∏

k=0

(1 + |ak|)− 1 6 exp

(
M∑

k=0

|ak|
)

− 1,

et ave a0 = . . . = aN = 0 :

∣
∣
∣
∣
∣

M∏

k=N+1

(1 + ak) − 1

∣
∣
∣
∣
∣
6

M∏

k=N+1

(1 + |ak|)− 1 6 exp

(
M∑

k=N+1

|ak|
)

.

• On peut don érire : ∀M > N > n0, ∀x ∈ I,

∣
∣pM (x)− pN (x)

∣
∣ =

∣
∣PN (x)

∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

M∏

k=N+1

(
1 + |uk(x)

)
− 1|

∣
∣
∣
∣
∣
6
∣
∣PN (x)

∣
∣

[

exp

(
M∑

k=N+1

∣
∣uk(x)

∣
∣

)

− 1

]

,

ave : ∀k ∈ JN + 1,MK, ak = uk(x), et don :

∀M > N > n0, ∀x ∈ I,
∣
∣pM (x) − pN(x)

∣
∣ 6

∣
∣PN (x)

∣
∣

(

eε −1
)

.

() Posons c =

+∞∑

k=0

∣
∣uk(x)

∣
∣
. Alors, puisque pour tout N ∈ N, |pN | 6 qN 6 ec = C, on a :

∀M > N > n0, ∀x ∈ I,
∣
∣pM (x)− pN (x)

∣
∣ 6 C

(
eε −1

)
.

Si on onsidère α : x ∈ [0, 12 ] 7→ ex−1 − 2x, alors α est dérivable et α′(x) = ex−2 < 0 sur

[0, 12 ]. Don, α est stritement déroissante ave α(0) = −1. Don, ∀x ∈ [0, 12 ], α(x) = ex −1− 2x 6 0,
et don : ex−1 6 2x.

On en déduit don :

∃C > 0, ∀M > N > n0, ∀x ∈ I,
∣
∣pM (x) − pN(x)

∣
∣ 6 2Cε.
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(d) D'après la question préédente, on a don :

∀ε ∈
]

0,
1

2

[

, ∃n0 ∈ N, ∀M > N > n0,
∥
∥pM − pN

∥
∥
∞

6 2Cε,

'est-à-dire que la suite de fontions (pn)n∈N véri�e le ritère de Cauhy uniforme : don,

le produit in�ni

+∞∏

k=0

(1 + un) onverge uniformément sur I.

11. (a) Par réurrene :

• Initialisation : Pour n = 1, on a : ∀t ∈ R, 2 sin t
2 cos t

2 = sin
(
2× t

2

)
= sin t. La propriété

est don véri�ée pour n = 1.

• Hérédité : Supposons que la propriété soit véri�ée pour un entier n donné. Alors :

2n+1 sin
t

2n+1

n+1∏

j=1

cos
t

2j
= 2n ×

[

2 sin

(
t
2n

)

2
cos

(
t
2n

)

2

]
n∏

j=1

cos
t

2j

= 2n ×
[

sin
t

2n

] n∏

j=1

cos
t

2j
= sin t

D'après le prinipe de réurrene :

∀t ∈ R, ∀n ∈ N
∗, sin t = 2n sin

t

2n

n∏

j=1

cos
t

2j
.

(b) Par réurrene :

• Initialisation : Pour k = 1, on sait que : ∀x ∈ R, cos(2x) = 1− 2 sin2 x, don Q1 = 1− 2X
et : deg(Q1) = 1 = 21−1

. La propriété est don véri�ée pour k = 1.

• Hérédité : Supposons que la propriété soit véri�ée pour un entier k donné. Alors :

∀x ∈ R, cos(2k+1x) = cos(2× 2kx) = 2 cos2(2kx) − 1 =
H.R.

2
[

Qk(sin
2 x)
]2

− 1 = Qk+1(sin
2 x),

ave : Qk+1 = 2Q2
k − 1 et don : deg(Qk+1) = 2× deg(Qk) = 2× 2k−1 = 2(k+1)−1

.

D'après le prinipe de réurrene :

∀k ∈ N
∗, ∃Qk ∈ R[X ], ∀x ∈ R, cos(2kx) = Qk(sin

2 x) ave : deg(Qk) = 2k−1.

() Soient n > 2 et t ∈ R\2n−1πZ. Alors, 2−nt ∈ R\ π
2
Z et : sin(2−nt) cos(2−nt) 6= 0. Alors :

2−n sin t

sin(2−nt) cos(2−nt)
=

2−n × 2n sin(2−nt)
∏n

j=1 cos(2
−jt)

sin(2−nt) cos(2−nt)
d'après 11.(a)

=

n−1∏

j=1

cos(2−jt) =

n−1∏

j=1

cos(2n−j × 2−nt
︸︷︷︸

x

)

=

n−1∏

j=1

Qn−j

(

sin2(2−nt)
)

d'après 11.(b)

= Q
(

sin2(2−nt)
)

ave : Q =

n−1∏

j=1

Qn−j =

n−1∏

k=1

Qk
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Or : degQk = 2k−1
et don :

degQ =

n−1∑

k=1

2k−1 = 1× 1− 2n−1

1− 2
= 2n−1 − 1.

Ainsi :

il existe Q =

n−1∏

k=1

Qk ∈ R[X ] de degré 2n−1 − 1 tel que :

∀t ∈ R \ 2n−1πZ,
2−n sin t

sin(2−nt) cos(2−nt)
= Q

(

sin2(2−nt)
)

.

(d) Pour p ∈ J1, 2n−1 − 1K, posons : αp = sin2(pπ2−n). Alors, en utilisant 11.(b) :

Q(αp) =
n−1∏

k=1

Qk

(

sin2(pπ2−n)
)

=
n−1∏

k=1

cos(2k × pπ2−n) =
n−1∏

k=1

cos
( pπ

2n−k

)

.

Erivons p sous la forme : p = 2mq ave q impair (ériture qui déoule de la déomposition de

p en produits de fateurs premiers). On a don : 0 6 m 6 n− 2 et don : 1 6 n−m− 1 6 n− 1, et :

Q(αp) =

n−1∏

k=1

cos

(
2mqπ

2n−k

)

=

n−1∏

k=1

cos
( qπ

2n−k−m

)

.

Or, le fateur pour k = n−m−1 (qui appartient bien à J1, n−1K) est égal à : cos
(qπ

2

)

= 0 ar

q est impair. Ainsi, Q(αp) = 0, 'est-à-dire que αp est raine de Q. Or, il y a 2n−1 − 1 valeurs de αp,

deux à deux distintes. Comme Q est de degré 2n−1 − 1, on en déduit qu'il possède au plus 2n−1 − 1
raines, et don que :

les raines de Q sont (exatement) les αp = sin2(pπ2−n), ave : p ∈ J1, 2n−1 − 1K.

On a vu en 11.(b) que : ∀k ∈ N
∗, ∀x ∈ R, Qk(sin

2 x) = cos(2kx). On en déduit don que :

∀k ∈ N
∗, Qk(0) = 1, et don : Q(0) =

n−1∏

k=1

Qk(0) = 1. Si on érit Q sous forme fatorisée, on obtient :

Q = q0

2n−1−1∏

p=1

(X − αp) et don : Q(0) = 1 = q0

2n−1−1∏

p=1

(−αp).

On peut don érire :

Q =

q0

2n−1−1∏

p=1

(X − αp)

q0

2n−1−1∏

p=1

(−αp)

=
2n−1−1∏

p=1

(
X − αp

−αp

)

=
2n−1−1∏

p=1

(

1− X

αp

)

.

En évaluant Q en sin2(2−nt), on obtient don, d'après 11.() :

∀t ∈ R \ 2n−1πZ,
2−n sin t

sin(2−nt) cos(2−nt)
=

2n−1−1∏

p=1

(

1− sin2(2−nt)

sin2(pπ2−n)

)

.

(e) Pour k,N ∈ N, on onsidère les réels uk,N dé�nis par : uk,N = − sin2(2−N t)

sin2(kπ2−N )
si N > 2

et 1 6 k 6 2N−1 − 1 ; et uk,N = 0 sinon, ave t ∈ ]0, 2k[. Véri�ons les hypothèses du 8.(b), e qui

nous permettra alors de onlure.
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• Ave les équivalents : uk,N ∼
N→+∞

−
(

2−N t

kπ2−N

)2

= − t2

(kπ)2
. Ainsi, ∀k ∈ N, la suite

(
uk,N

)

N∈N
est onvergente, de limite vk = − t2

(kπ)2
.

• Utilisons l'enadrement de onavité du sinus : ∀x ∈
]

0,
π

2

[

,
2

π
x < sinx < x, e qui nous

donne : ∀k,N ∈ N
∗, ∀t ∈ ]0, 2N − 2[,

2

π
kπ2−N < sin(kπ2−N ) < kπ2−N

don :

1

kπ2−N
<

1

sin(kπ2−N )
<

1

2k.2−N

et :

2

π
2−N t < sin(2−N t) < 2−N t

par produit :

2t

kπ2
<

sin(2−N t)

sin(kπ2−N )
<

t

2k

D'où : ∀k,N ∈ N, |uk,N | < t2

4k2
= ak, où la série

∑
ak onverge d'après le ritère de Riemann.

• En�n, d'après e qui préède : ∀k,N ∈ N,
sin(2−N t)

sin(kπ2−N )
< 1 et don : 0 > uk,N > −1.

On peut don appliquer la question 8.(b) :

la suite

2N−1−1∏

k=0

(

1− sin2(2−N t)

sin2(kπ2−N )

)

onverge, lorsque N → +∞, vers

+∞∏

k=0

(

1− t2

(kπ)2

)

.

De plus, d'après 11.(d) :

∀t ∈ R \ 2n−1πZ,
2−n sin t

sin(2−nt) cos(2−nt)
=

2n−1−1∏

p=1

(

1− sin2(2−nt)

sin2(pπ2−n)

)

,

et :

lim
n→+∞

2−n sin t

sin(2−nt) cos(2−nt)
= lim

n→+∞

2−n sin t

2−nt× 1
=

sin t

t
.

Cette égalité étant aussi véri�ée pour t = 0, ar lim
t→0

sin t

t
= 1 et, si t = 2n−1mπ ave m ∈ Z

∗
,

alors : sin t = 0 et :

1− t2

(kπ)2
= 1− 22(n−1)m2π2

(kπ)2
= 0 pour : k = 2n−1m,

et don le produit in�ni

+∞∏

k=1

(

1− t2

(kπ)2

)

est nul. Ainsi :

∀t ∈ R,
sin t

t
=

+∞∏

k=0

(

1− t2

(kπ)2

)

.

12. D'après 2.(f), on a : ∀s ∈ ]0,+∞[, Γ(s) = lim
n→+∞

n!ns

s(s+ 1) . . . (s+ n)
. Don, si s ∈ ]0, 1[ alors

1− s ∈ ]0, 1[ et on peut érire :

Γ(1 − s) = lim
n→+∞

n!n1−s

(1− s)(2− 1) . . . (n+ 1− s)
.

Or :

s(s+ 1)(s+ 2) . . . (s+ n) = s(1 + s).2
(

1 +
s

2

)

. . . n
(

1 +
s

n

)

= s.n! (1 + s)
(

1 +
s

2

)

. . .
(

1 +
s

n

)

,
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et de même :

(1 − s)(2− s) . . . (n− s) = (1 − s).2
(

1− s

2

)

. . . n
(

1− s

n

)

= n!(1− s)
(

1− s

2

)

. . .
(

1− s

n

)

.

Don :

Γ(s)Γ(1− s) = lim
n→+∞

n!ns × n!n1−s

[
s.n! (1 + s)

(
1 + s

2

)
. . .
(
1 + s

n

)] [
n!(1− s)

(
1− s

2

)
. . .
(
1− s

n

)
(n+ 1− s)

]

= lim
n→+∞

n

s(n+ 1− s) (1− s2)
(

1−
(
s
2

)2
)(

1−
(
s
3

)2
)

. . .
(

1−
(
s
n

)2
)

= lim
n→+∞

1

s
(
1 + 1−s

n

)
× (1− s2)

(

1−
(
s
2

)2
)(

1−
(
s
3

)2
)

. . .
(

1−
(
s
n

)2
)

Or, d'après 11.(e) :

(1− s2)

(

1−
(s

2

)2
)(

1−
(s

3

)2
)

. . .

(

1−
( s

n

)2
)

=
n∏

k=1

(

1−
( s

k

)2
)

−→
n→+∞

sin(πs)

πs
.

On en déduit don que :

∀s ∈ ]0, 1[ , Γ(s)Γ(1 − s) =
π

sin(πs)
.

13. (a) Pour tout x > 0 et tout n > 1, on peut érire :

fn(x) =
(

1 +
x

n

)−1

e
x
n = exp

[x

n
− ln

(

1 +
x

n

)]

=
+∞

exp

[
x

n
−
(
x

n
− x2

2n2
+ o
( 1

n2

))]

,

don :

fn(x) =
+∞

1 +
x2

2n2
+ o
( 1

n2

)

.

Or, d'après le ritère de Riemann, la série

∑ x2

2n2
onverge don, d'après les équivalenes

démontrées à la question 7. :

le produit in�ni

+∞∏

n=1

fn(x) onverge.

Considérons maintenant un ompat [a, b] de ]0,+∞[. Alors :
• les fontions fn − 1 sont ontinues, don bornées, sur [a, b] ;
• les fontions fn − 1 sont dérivables et :

(fn−1)′(x) = − 1

n

(

1 +
x

n

)2

e
x
n +

(

1 +
x

n

)−1

× 1

n
e

x
n =

1

n

(

1 +
x

n

)−2

e
x
n

[

−1 +
(

1 +
x

n

)]

=
x

n2

(

1 +
x

n

)−2

e
x
n > 0.

Don, les fontions fn − 1 sont roissantes sur [a, b] et don, sahant que lim
x→0

fn(x) = 1 : ∀x ∈

[a, b], 0 6 fn(x) − 1 6 fn(b) − 1. Or, fn(b) − 1 ∼
n→+∞

b2

2n2
, don :

∑
(

fn(b) − 1
)

onverge. On en

déduit que la série

∑∣
∣fn(x)− 1

∣
∣
onverge normalement, don uniformément, sur [a, b]. D'après 10, on

en déduit que

le produit in�ni

+∞∏

n=1

fn onverge uniformément sur tout ompat de ]0,+∞[.

16 / 25



(b) On a les égalités : ∀x > 0,

N∏

n=1

fn(x) =

N∏

n=1

[(

1 +
x

n

)−1

e
x
n

]

=

[
N∏

n=1

(
n+ x

n

)−1
]

.

[
N∏

n=1

e
x
n

]

=

[
N∏

n=1

n

n+ x

]

. exp

(
N∑

n=1

x

n

)

= N !

[
N∏

n=1

1

n+ x

]

. ex
(
uN+lnN

)

=
N !

N∏

n=1

(n+ x)

Nx exuN

Or, d'une part, d'après 2.(f) :

N !Nx

N∏

n=1

(n+ x)

−→
n→+∞

xΓ(x) et, d'autre part, d'après 1.(b) :

uN −→
n→+∞

γ, don exuN −→
n→+∞

eγx. Don :

lim
N→+∞

N∏

n=1

fn(x) = xΓ(x) eγx,

et �nalement :

∀s > 0, Γ(s) =
1

s
e−γs

+∞∏

n=1

(

1 +
s

n

)−1

e
s
n .

Partie IV

14. D'après 2.(), l'intégrale

∫ +∞

0

lnxxt−1 e−x dx onverge absolument pour tout t > 0. La

fontion ln : R∗
+ → R étant ontinue, le théorème de transfert implique :

E
(
ln(Xt)

)
=

∫ +∞

0

lnx ft(x) dx =
1

Γ(t)

∫ +∞

0

lnxxt−1 e−x dx,

don :

E
(
ln(Xt)

)
=

Γ ′(t)

Γ(t)
.

De la même manière, on a :

V ar
(
ln(Xt)

)
= E

(
ln2(Xt)

)
−
[

E
(
ln(Xt)

)]2

,

ave :

E
(
ln2(Xt)

)
=

∫ +∞

0

ln2 x ft(x) dx =
1

Γ(t)

∫ +∞

0

ln2 xxt−1 e−x dx =
Γ ′′(t)

Γ(t)
.

Don :

V ar
(
ln(Xt)

)
=

Γ ′′(t)

Γ(t)
−
(
Γ ′(t)

Γ(t)

)2

=
Γ ′′(t)Γ(t)− Γ ′2(t)

Γ2(t)
,

soit :

V ar
(
ln(Xt)

)
=

(
Γ ′

Γ

)′

(t).

En�n, puisqu'une variane est toujours positive, on a : (ln ◦Γ)′′ > 0, 'est-à-dire que :

ln ◦Γ est onvexe sur R
∗
+.
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15. (a) D'après 2.(h) : ∀s > 0,
Γ ′(s)

Γ(s)
= −γ +

+∞∑

n=1

(
1

n
− 1

s+ n− 1

)

.

Don :

∀n ∈ N,
Γ ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
= −γ + lim

p→+∞

p
∑

k=1

(
1

k
− 1

n+ k

)

.

Mais, on a aussi :

p
∑

k=1

(
1

k
− 1

n+ k

)

=

p
∑

k=1

1

k
−

p
∑

k=1

1

n+ k
=

p
∑

k=1

1

k
−

n+p
∑

k=n+1

1

k
,

et don, pour p su�samment grand (en fait, p > n), on obtient par télesopie :

p
∑

k=1

(
1

k
− 1

n+ k

)

=

n∑

k=1

1

k
−

n+p
∑

k=p+1

1

k
,

où la somme

n+p
∑

k=p+1

1

k
ontient n termes inférieurs à

1

p+ 1
, don :

n+p
∑

k=p+1

1

k
6 n× 1

p+ 1
−→

p→+∞
0.

On obtient don :

∀n ∈ N,
Γ ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
= −γ +

n∑

k=1

1

k
.

En�n, puisque Γ(1) =

∫ +∞

0

e−x dx = 1, la formule du 2.(h) donne : Γ ′(1) = −γ, et don :

∀n ∈ N, Γ ′(1) =
Γ ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
−

n∑

k=1

1

k
.

(b) Considérons la fontion ϕn : x ∈ [n, n+1] 7→ ln Γ(x)− (lnn)x. Alors ϕn est dérivable sur

[n, n+ 1] et :

ϕn(n+ 1) = lnΓ(n+ 1)− (n+ 1) lnn = ln
(
nΓ(n)

)
− n lnn− lnn = lnΓ(n)− n lnn = ϕn(n).

D'après le théorème de Rolle, il existe αn ∈ ]n, n+1[ tel que : ϕ′
n(αn) = 0, 'est-à-dire tel que :

Γ ′(αn)

Γ(αn)
− lnn = 0. Ainsi :

∀n > 1, ∃αn ∈ ]n, n+ 1[, lnn =
Γ ′(αn)

Γ(αn)
.

() Puisque ln ◦Γ est onvexe d'après 14., la fontion

Γ ′

Γ
est roissante. Don, en utilisant la

question préédente, on obtient :

∀n > 1,
Γ ′(n)

Γ(n)
<

Γ ′(αn)

Γ(αn)
<

Γ ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
<

Γ ′(αn+1)

Γ(αn+1)
,

et don :

∀n > 1, lnn <
Γ ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
< ln(n+ 1).

(d) On a déjà montré e résultat à la question 15.(a), mais on peut aussi faire omme suit,

ave le résultat préédent :

lnn−
n∑

n=1

1

k
<

Γ ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
−

n∑

n=1

1

k
< ln(n+ 1)−

n∑

n=1

1

k
,
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soit :

−un <
Γ ′(n+ 1)

Γ(n+ 1)
−

n∑

n=1

1

k
< −un + ln

(
n+ 1

n

)

.

Comme un −→
n→+∞

γ et que ln

(
n+ 1

n

)

−→
n→+∞

0, d'après le théorème d'enadrement et en

utilisant 15.(a), on en déduit que :

Γ ′(1) = −γ.

16. (a) • L'inégalité lnx 6 x− 1 est onnue et se démontre, par exemple, en étudiant la fontion

a1 : x 7→ x− 1− lnx, et en montrant que son minimum est 0.

• En remplaçant x par

1

x
dans l'inégalité préédente (

1

x
reste stritement positif), on obtient :

ln
1

x
= − lnx 6

1

x
− 1, et don : lnx > 1− 1

x
.

En réunissant les deux inégalités, on obtient l'enadrement :

∀x > 0, 1− 1

x
6 lnx 6 x− 1.

• Si x > 1, alors 0 6 lnx 6 x− 1. Ainsi, en appliquant la fontion : x 7→ x2 qui est roissante

sur R+, on obtient :

ln2 x 6 (x− 1)2 6 (x− 1)2 +

(

1− 1

x

)2

.

• De même, si 0 < x 6 1, alors : 1− 1

x
6 lnx 6 0, et en appliquant la fontion : x 7→ x2 qui

est déroissante sur R−, on obtient :

ln2 x 6

(

1− 1

x

)2

6

(

1− 1

x

)2

+ (x− 1)2.

On peut don onlure :

∀x > 0, ln2 x 6

(

1− 1

x

)2

+ (x− 1)2.

(b) De même qu'en 14., le théorème de transfert donne :

E

(

ln

(
Xt

t

))

=

∫ +∞

0

ln
(
x
t

)
xt−1 e−x

Γ(t)
dx.

• On a don d'une part, pour t > 0 et d'après 16.(a) :

E

(

ln

(
Xt

t

))

6

∫ +∞

0

(
x
t
− 1
)
xt−1 e−x

Γ(t)
dx =

1

tΓ(t)

∫ +∞

0

(x− t)xt−1 e−x dx

6
1

tΓ(t)

[∫ +∞

0

xt e−x dx− t

∫ +∞

0

xt−1 e−x dx

]

=
1

tΓ(t)

[

Γ(t+ 1)− tΓ(t)
︸ ︷︷ ︸

=0

]

Don :

E

(

ln

(
Xt

t

))

6 0.

• D'autre part, pour t > 1 alors Γ(t− 1) existe et, toujours d'après 16.(a) :

E

(

ln

(
Xt

t

))

>

∫ +∞

0

(
1− t

x

)
xt−1 e−x

Γ(t)
dx =

∫ +∞

0

xt−1 e−t

Γ(t)
dt− t

Γ(t)

∫ +∞

0

xt−2 e−x dx

6 1− t

Γ(t)
Γ(t− 1) = 1− tΓ(t− 1)

(t− 1) Γ(t− 1)
= 1− t

t− 1
,
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Don :

E

(

ln

(
Xt

t

))

>
−1

t− 1
.

() De la même manière, pour t > 2 alors Γ(t− 2) existe et, toujours d'après 16.(a) :

E

(

ln2
(
Xt

t

))

=

∫ +∞

0

ln2
(
x
t

)
xt−1 e−x

Γ(t)
dx

6
1

Γ(t)

∫ +∞

0

[(

1− t

x

)2

+
(x

t
− 1
)2
]

xt−1 e−x dx

6
1

Γ(t)

∫ +∞

0

[
t2

x2
− 2

t

x
+ 2− 2

x

t
+
x2

t2

]

xt−1 e−x dx

6
1

Γ(t)

[

t2 Γ(t− 2)− 2tΓ(t− 1) + 2Γ(t)− 2

t
Γ(t+ 1) +

1

t2
Γ(t+ 2)

]

.

Or : Γ(t) = (t− 1)Γ(t− 1) = (t− 1)(t− 2)Γ(t− 2)

et : Γ(t+ 1) = tΓ(t), Γ(t+ 2) = (t+ 1)Γ(t+ 1) = t(t+ 1)Γ(t). Don :

E

(

ln2
(
Xt

t

))

6
t2

(t− 1)(t− 2)
− 2t

t− 1
+ 2− 2t

t
+
t(t1)

t2
=

2t2 − t+ 2

t(t− 1)(t− 2)
.

En�n, puisque t > 2, 2t2−t+2 < 2t2 et : 0 <
1

(t− 1)(t− 2)
<

1

(t− 2)2
. On peut don onlure :

E

(

ln2
(
Xt

t

))

<
2t

(t− 2)2
.

17. (a) Considérons la variable aléatoire Y = f ◦ Z, et on note I = ]a, b[ (ave a, b ∈ R).

Puisque f est un di�éomorphisme de lasse C 1
, f est stritement monotone. Supposons f stritement

roissante (l'autre as se traitant de manière analogue), de sorte que J = f(I) = ]f(a), f(b)[, ave
f(a) = lim

x→a
x>a

f(x) et f(b) = lim
x→b
x<b

f(x). Alors, f−1
est aussi stritement roissante.

• Bien sûr, si y 6 f(a) alors P (Y < y) = 0 et si y > f(b), alors P (Y < y) = 1.

• Soit y ∈ J . Alors :

P (Y < y) = P (f ◦ Z < y) = P (Z < f−1(y)) =

∫ f−1(y)

a

g(z) dz =
z=f−1(t)

∫ y

f(a)

g ◦ f−1(t)
(
f−1

)′
(t) dt.

f−1
étant stritement roissante, on a don :

(
f−1

)′
> 0, et alors :

P (f ◦ Z < y) =

∫ y

f(a)

g ◦ f−1(t)
∣
∣
∣

(
f−1

)′
(t)
∣
∣
∣ dt.

On peut don onlure :

La variable aléatoire f ◦ Z a pour densité de probabilité la fontion : g ◦ f−1
∣
∣
∣

(
f−1

)′
∣
∣
∣1J .

(b) C'est une généralisation de la question préédente : notons X = (X1, . . . , Xn) le veteur
aléatoire sur Ω dansR

n
, admettant une densité f . Puisque ϕ est un di�éomorphisme de lasse C

1
sur U,
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alors le jaobien Jϕ(x) = det
(
dϕ−1

)
est non nul pour tout x ∈ U. Alors, si h est une fontion ontinue

et à support dans U, le théorème de transfert et la formule du hangement de variable donnent :

∫

Ω

h(Y ) dP =

∫

U

h ◦ ϕ(x) dPX(x)

=

∫

U

h ◦ ϕ(x)f(x) dx

=

∫

V

h ◦
∣
∣
∣Jϕ(y)

∣
∣
∣

−1

f ◦ ϕ−1(y) dy

Le veteur Y = ϕ(X) a don pour densité :

∣
∣
∣det

(
dϕ−1

)
∣
∣
∣ f ◦ ϕ−1

1V .

18. (a) • Remarquons que : f1(x) = e−x
1]0,+∞[ et don qu'une variable aléatoire de loi expo-

nontielle de paramètre 1 est aussi une variable aléatoire de loi Gamma de densité f1. Les variables

aléatoires Xt et Yj étant indépendantes, la densité du veteur aléatoire (Xt, Y1, . . . , Yn) est :

h : (x, y1, . . . , yn) 7→ ft(x)f1(y1) . . . f1(yn) =
xt−1 e−x

Γ(t)
1R∗

+
(x) × e−y1 1R∗

+
(y1)× . . .× e−yn 1R∗

+
(yn).

Nous allons utiliser la formule démontrée en 17.(b) : onsidérons ϕ :
(
R

∗
+

)n+1 →
(
]0, 1[

)n×R
∗
+

dé�nie par :

ϕ(x, y1, . . . , yn) =

(
x

x+ y1
,
x+ y1

x+ y1y2
, . . . ,

x+ y1 + · · ·+ yn−1

x+ y1 + · · ·+ yn
, x+ y1 + · · ·+ yn

)

.

L'appliation ϕ est bien un di�éomorphisme de lasse C
1
qui admet pour bijetion réiproque

ϕ−1 :
(
]0, 1[

)n ×R
∗
+ →

(
R

∗
+

)n+1
dé�nie par :

ϕ−1(z0, z1, . . . , zn) =





n∏

j=0

zj, (1− z0)

n∏

j=1

zj , (1− z1)

n∏

j=2

zj, . . . , (1− zn−1)zn



 .

Le jaobien de ϕ−1
est :

∣
∣
∣Jϕ−1(z0, . . . , zn)

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

z1z2 . . . zn z0z2 . . . zn z0z1z3 . . . zn . . . z0 . . . zn−1

−z1z2 . . . zn (1− z0)z2 . . . zn (1 − z0)z1z3 . . . zn . . . (1 − z0)z1 . . . zn−1

0 −z2 . . . zn (1 − z1)z3 . . . zn . . . (1 − z1)z2 . . . zn−1

0 0 −z3 . . . zn . . . (1 − z2)z3 . . . zn−1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 −zn 1− zn−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (z1z2 . . . zn)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 z0z2 . . . zn z0z1z3 . . . zn . . . z0 . . . zn−1

0 z2 . . . zn z1z3 . . . zn . . . z1 . . . zn−1

0 −z2 . . . zn (1− z1)z3 . . . zn . . . (1− z1)z2 . . . zn−1

0 0 −z3 . . . zn . . . (1− z2)z3 . . . zn−1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 −zn 1− zn−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

On obtient don la formule de réurrene :D0,n = z1z2 . . . znD1,n. Et don, on obtient aisément :

D0,n = z1z
2
2z

3
3 . . . z

n
n .

Une densité de Z =

(
Xt

Xt + S1
,
Xt + S1

Xt + S2
, . . . ,

Xt + Sn−1

Xt + Sn

, Xt + Sn

)

est don dé�nie par :

g(z0, . . . , zn) =

(
z0 . . . zn)

t−1 e−z0...zn

Γ(t)
1R∗

+
(z0 . . . zn)× e−(1−z0)z1...zn 1R∗

+

(
(1− z0)z1 . . . zn

)

× . . .× e−(1−zn−1)zn 1R∗

+

(
(1− zn−1)zn

)
× z1z

2
2 . . . z

n
n
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Le produit des exponentielles donne simplement : e−zn
et les fontions indiatries donnent :

∀j ∈ J0, n− 1K, zj ∈ ]0, 1[ et zn ∈ R
∗
+. On obtient ainsi :

g(z0, . . . , zn) =

(
z0 . . . zn)

t−1 e−zn z1z
2
2 . . . z

n
n

Γ(t)
1R∗

+
(zn)

n−1∏

j=0

1]0,1[(zj).

Finalement, en regroupant les fateurs "par indie" :

Une densité de Z =

(
Xt

Xt + S1
,
Xt + S1

Xt + S2
, . . . ,

Xt + Sn−1

Xt + Sn

, Xt + Sn

)

est dé�nie par :

g(z0, . . . , zn) =

[

(zn)
t−1+n e−zn 1R∗

+
(zn)

Γ(t)

]
n−1∏

j=0

z
t−1+j
j 1]0,1[(zj).

(b) Puisque Γ(t+ n) =





n−1∏

j=0

(t+ j)



Γ(t), on peut don érire g sous la forme :

g(z0, . . . , zn) =

[

(zn)
t−1+n e−zn 1R∗

+
(zn)

Γ(t+ n)

]
n−1∏

j=0

(t+ j)zt−1+j
j 1]0,1[(zj).

Ainsi, on reonnaît le premier fateur omme étant une densité de Xt+n :

ft+n(zn) =
(zn)

t−1+n e−zn 1R∗

+
(zn)

Γ(t+ n)
.

La loi de la variable aléatoire Xt + Sn est la même que elle de Xt+n, don de densité : ft+n.

De même, dans haun des autres fateurs, on reonnaît que :

La loi de la variable aléatoire

Xt + Sj−1

Xt + Sj

a pour densité : zj 7→ (t+ j)zt−1+j
j 1]0,1[(zj).

() La densité g du (n+1)-uple Z étant le produit des densités marginales, on en déduit que :

Les variables aléatoires du (n+ 1)-uple

(
Xt

Xt + S1
,
Xt + S1

Xt + S2
, . . . ,

Xt + Sn−1

Xt + Sn

, Xt + Sn

)

sont indépendantes.

(d) • Pour j ∈ J0, n− 1K, soit le C 1
-di�éomorphisme ϕj : y ∈ R

∗
+ 7→ −y

t+ j
∈ R

∗
−. Sa bijetion

réiproque est ϕ−1
j : z ∈ R

∗
− 7→ −(t + j)z ∈ R

∗
+. Puisque Yj admet pour densité f1, on déduit de

17.(a) qu'une densité gj de ϕj(Yj) =
−Yj
t+ j

est dé�nie par : gj(z) =
∣
∣
∣(ϕ−1

j )′(z)
∣
∣
∣(f1 ◦ϕ−1

j )(z), et don :

la variable aléatoire

−Yj
t+ j

admet pour densité gj : z 7→ (t+ j) e(t+j)z
1R∗

−

(z)..

•D'après 18.(b), la variable aléatoire Xt + Sj

Xt + Sj+1
admet pour densité : zj 7→ (t+j)zt−1+j

j 1]0,1[(zj).

En onsidérant le C
1
-di�éomorphisme f = ln de réiproque f−1 = exp, on en déduit, d'après 17.(a),

que la variable aléatoire ln

(
Xt + Sj

Xt + Sj+1

)

admet pour densité :

zj 7→ (t+ j)
(
ezj
)t−1+j

1]0,1[(e
zj )× ezj = (t+ j) e(t+j)zj 1]−∞,0[(zj).

Don :

les variables aléatoires

−Yj
t+ j

et ln

(
Xt + Sj

Xt + Sj+1

)

admettent la même densité.
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(e) • Pour t > 0 et n > 1, on a :

dn+1,t − dn,t = ln

(
t+ n+ 1

t+ n

)

− 1

n+ 1
.

Or, on a démontré en 16.(a) que : ∀x > 0, 1− 1

x
6 lnx 6 x− 1, et don on obtient :

1

t+ n+ 1
= 1− t+ n

t+ n+ 1
6 ln

(
t+ n+ 1

t+ n

)

6
t+ n+ 1

t+ n
− 1 =

1

t+ n
,

et don :

−t
(t+ n+ 1)(n+ 1)

=
1

t+ n+ 1
− 1

n+ 1
6 dn+1,t − dn,t 6

1

t+ n
− 1

n+ 1
=

1− t

(t+ n)(n+ 1)
.

On distingue alors deux as :

♦ si t > 1, alors on obtient :

∣
∣dn+1,t − dn,t

∣
∣ 6

∣
∣
∣
∣

−t
(t+ n+ 1)(n+ 1)

∣
∣
∣
∣
6

1 + t

n(n+ 1)
;

♦ si 0 < t < 1, alors :
∣
∣dn+1,t − dn,t

∣
∣ 6

∣
∣
∣
∣

max(t, 1− t)

(t+ n)(n+ 1)

∣
∣
∣
∣
6

1 + t

n(n+ 1)
.

• Comme dn,t −→
n→+∞

0 et que

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
, on en déduit que, par télesopie :

∣
∣dn,t

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣

+∞∑

k=n

dk+1,t − dk,t

∣
∣
∣
∣
∣
6

+∞∑

k=n

∣
∣dk+1,t − dk,t

∣
∣ 6

+∞∑

k=n

t+ 1

n(n+ 1)
= (t+ 1)

+∞∑

k=n

(
1

k
− 1

k + 1

)

,

et don :

∣
∣dn,t

∣
∣ 6

t+ 1

n
.

(f) On peut e�etivement érire :

ln





n∏

j=1

Xt + Sj−1

Xt + Sj



+ln(Xt+Sn) =

n∑

j=1

(

ln(Xt+Sj−1)−ln(Xt+Sj)
)

+ln(Xt+Sn) = ln(Xt+S0) = ln(Xt).

De plus, on a vu en 18.() que les variables aléatoires du (n + 1)-uple Z sont indépendantes

et don il en est de même des variables aléatoires ln

(
Xt

Xt + S1

)

, . . . , ln

(
Xt + Sn−1

Xt + Sn

)

, ln(Xt + Sn).

Ainsi, omme ln(Xt) s'érit omme la somme de es variables aléatoires , elle admet omme densité le

produit de onvolution des densités des variables aléatoires préédentes.

Or, les variables aléatoires ln

(
Xt + Sj

Xt + Sj+1

)

et

−Yj
t+ j

ont la même loi d'après 18.(d), et il en est

de même des variables aléatoires Xt + Sn et Xt+n, et don de ln(Xt + Sn) et ln(Xt+n). On en déduit

que la variable aléatoire ln(Xt) a la même loi que





n−1∑

j=0

−Yj
t+ j



+ ln(Xt+n). Or :

n−1∑

j=0

( −Yj
t+ j

)

+ ln(Xt+n) =

n−1∑

j=0

(
1

j + 1
− Yj

t+ j

)

+ ln(Xt+n)−
n−1∑

j=0

1

j + 1

=

n−1∑

j=0

(
1

j + 1
− Yj

t+ j

)

+ ln(Xt+n) + dn,t − γ − ln(t+ n),

et don :

ln(Xt) a la même loi que la variable aléatoire : −γ +





n−1∑

j=0

1

j + 1
− Yj

t+ j



+ ln

(
Xt+n

t+ n

)

+ dn,t.

23 / 25



(g) D'après 16.(), pour t > 0 et n > 2 on peut érire :

E

(

ln2
Xt+n

t+ n

)

<
2(t+ n)

(t+ n− 2)2
.

On peut don érire :

lim
n→+∞

E

(∣
∣
∣
∣
ln

(
Xt+n

t+ n

)

− 0

∣
∣
∣
∣

2)

= 0,

e qui signi�e que :

la variable aléatoire ln

(
Xt+n

t+ n

)

tend vers 0 en moyenne quadratique.

(h) D'après 18.(f), ln(Xt) a la même loi que −γ+





n−1∑

j=0

1

j + 1
− Yj

t+ j



+ln

(
Xt+n

t+ n

)

+dn,t,

pour tout n > 1. Or, lorsque n tend vers +∞, ln

(
Xt+n

t+ n

)

et dn,t tendent vers 0. Don :

ln(Xt) a la même loi que la variable aléatoire : −γ +





+∞∑

j=0

1

j + 1
− Yj

t+ j




.

19. (a) D'après 18.(f), pour tout n > 1, m > 1 et p > 1, les variables aléatoires 2 ln(X2t), ln(Xt)
et ln(Xt+ 1

2
) ont respetivement les mêmes lois que :

−2γ + 2





n−1∑

j=0

1

j + 1
− Yj

2t+ j



+ 2 ln

(
X2t+n

2t+ n

)

+ 2dn,2t;

−γ+





m−1∑

j=0

1

j + 1
− Yj

t+ j



+ln

(
Xt+m

t+m

)

+dm,t ; −γ+





p−1
∑

j=0

1

j + 1
− Yj

t+ 1
2 + j



+ln

(
Xt+ 1

2
+p

t+ 1
2 + p

)

+dp,t+ 1
2
.

On en déduit don que : 2 ln(X2t)− ln(Xt)− ln(Xt+ 1
2
)− 2 ln

(
X2t+n

2t+n

)

a la même loi que :

An,t = 2





n−1∑

j=0

1

j + 1
− Yj

2t+ j



+ 2dn,2t −





m−1∑

j=0

1

j + 1
− Yj

t+ j



− ln

(
Xt+m

t+m

)

− dm,t − . . .

. . .−





p−1
∑

j=0

1

j + 1
− Yj

t+ 1
2 + j



− ln

(
Xt+ 1

2
+p

t+ 1
2 + p

)

− dp,t+ 1
2
,

ave :

2dn,2t − dm,t − dp,t+ 1
2

= 2 ln(2t+ n)− 2

n∑

j=1

1

j
− ln(t+m) +

m∑

j=1

1

j
− ln

(

t+
1

2
+ p

)

+

p
∑

j=1

1

j

= ln

(

(2t+ n)2

(t+m)
(
t+ 1

2 + p
)

)

− 2
n∑

j=1

1

j
+

m∑

j=1

1

j
+

p
∑

j=1

1

j

Don :

An,t =

n−1∑

j=0

−Yj
t+ j

2

−
m−1∑

j=0

−Yj
t+ j

−
p−1
∑

j=0

−Yj
t+ 1

2 + j
−ln

(
Xt+m

t+m

)

−ln

(
Xt+ 1

2
+p

t+ 1
2 + p

)

+ln

(

(2t+ n)2

(t+m)
(
t+ 1

2 + p
)

)

.

Nous allons déterminer m et p a�n d'annuler les trois sommes de An,t.
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Dans la première somme, les termes vont de

−Y0
t

à

−Yn−1

t+ n−1
2

. Ainsi :

• si n est pair, le dernier terme est :

−Yn−1

t+
(
n
2 − 1

)
+ 1

2

; on doit don hoisir m =
n

2
et p =

n

2
.

• si n est impair, le dernier terme est :

−Yn−1

t+ n+1
2 − 1

; on hoisit m =
n+ 1

2
et p =

n− 1

2
.

Ainsi, ave m =

⌊
n+ 1

2

⌋

et p =

⌊
n

2

⌋

, on obtient :

An,t = − ln

(
Xt+m

t+m

)

− ln

(
Xt+ 1

2
+p

t+ 1
2 + p

)

+ ln

(

(2t+ n)2

(t+m)
(
t+ 1

2 + p
)

)

.

En�n, puisque ⌊x⌋ ∼
x→+∞

x on en déduit que :

rn = ln

(

(2t+ n)2

(t+m)
(
t+ 1

2 + p
)

)

∼
n→+∞

ln

(

(2t+ n)2
(
t+ n

2

) (
t+ 1

2 + n
2

)

)

∼
n→+∞

ln

(

n2

(
n
2

)2

)

= 2 ln 2.

On peut don onlure que :

La variable aléatoire 2 ln(X2t) a la même loi que la variable aléatoire :

ln(Xt) + ln(Xt+ 1
2
) + 2 ln

(
X2t+n

2t+ n

)

− ln





X
t+
⌊

n+1

2

⌋

t+
⌊
n+1
2

⌋



− ln





X
t+
⌊

n−1

2

⌋
+ 1

2

t+
⌊
n+1
2

⌋
+ 1

2



+ rn

ave : lim
n→+∞

rn = 2 ln 2.

(b) Comme en 18.(g) et d'après 18.(f), lorsqu'on fait tendre n vers +∞, on déduit de 19.(a)

que la variable aléatoire 2 ln(X2t) admet la même loi que ln(Xt) + ln(Xt+ 1
2
) + 2 ln 2.

L'espérane de la variable aléatoire 2 ln(X2t) est :

E
(
2 ln(X2t)

)
=

∫ +∞

0

2 lnx
x2t−1 e−x

Γ(t)
dx =

Γ ′(2t)

Γ(2t)
,

ar : u : x 7→ x2t−1 = e(2t−1) ln x
a pour dérivée : u′ : x 7→ 2 lnx e(2t−1) ln x

.

De la même manière, on a aussi les espéranes :

E
(
ln(Xt)

)
=

Γ ′(t)

Γ(t)
et : E

(
ln(Xt+ 1

2
)
)
=

Γ ′
(
t+ 1

2

)

Γ
(
t+ 1

2

) .

On a don l'égalité :

(ln ◦Γ)′(2t) = (ln ◦Γ)′(t) + (ln ◦Γ)′
(

t+
1

2

)

+ ln(22).

En intégrant, on obtient don :

(ln ◦Γ)(2t) = (ln ◦Γ)(t) + (ln ◦Γ)
(

t+
1

2

)

+ t ln(22) + k, où k ∈ R.

En passant à l'exponentielle :

Γ(2t) = 22t ek Γ(t)Γ

(

t+
1

2

)

.

On détermine la onstante ek ave la valeur partiulière t =
1

2
, e qui donne :

Γ(1) = 2 ek Γ

(
1

2

)

Γ(1) soit : ek =
1

2Γ
(
1
2

) .

Finalement, on obtient bien la formule de dupliation de Legendre :

Γ(2s)Γ

(
1

2

)

= 22s−1Γ(s)Γ

(

s+
1

2

)

.
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