Agrégation interne; CAER 2015

Deuxiéme épreuve

Olivier HALGAND

Partie I

1. (a) La fonction inverse étant continue, positive et décroissante sur [1,4o00], on peut écrire :

1
Vk € N*,Vt € [k, k + 1], Tl <

|
El e

et donc, par croissance de 'intégrale :

1 /k+1 dt /k-i-l dt /k-i-l dt 1
— - S« Z<[ Z=
P A T A A

En sommant, on a alors :

N Ny N
=t Zﬁ<2/k T2

k=1 k=1

—_

ce qui donne, d’aprés la relation de Chasles :
fasey] mde "1

1) hl

Sp<f FomernsXg

n
1
Oun obtient donc, d’une part : Yn € IN*,In(n + 1) Z T et d’autre part :
k=1

n+1 n
1 1
Vn € IN*, 1—|—kg_2%<1+1n(n+1) d’ou : Vn > 2, kg_1E<1+lnn.

Cette derniére égalité étant trivialement vérifiée pour n = 1, on a ’encadrement :

Yn e N*, In(n+1) Z
k=1

1
Egl—l—lnn,

et donc :

(]
> =

Vn € IN*, ln(n—l—l)—lnng( )—hln—ungl.

>
Il
—

On en déduit donc que :

‘Vne]N*, U € [0,1].‘

De plus : Vn € IN¥,

L In(n + 1) 1 Lo LIy R
Upt 1 — Uy, = — —In(n - - = n = —In(1-— .
+ klk Pt k n+1 n+1 n+1 n+1

Or, on sait que : Vo € |—1,400[, In(l +z) < z et donc : Vo € ]0,1],In(1 — z) < —z. Avec

1
T = e on en déduit donc que : Vn € IN* u, 41 — uy, < 0 et donc :
n

‘la suite (un)nen+ est décroissante. ‘

1/25



(b) La suite (un)nen~ est décroissante et minorée par 0. D’aprés le théoréme de la limite
monotone :

‘la suite (Un)nen= converge.‘

2. (a) e Posons fs:x € R} —e™™ 2°7! pour s > 0. Ainsi, f, est continue sur R7, et est donc

intégrable sur tout segment inclus dans R .

e Etude de la borne 0 : La fonction f; est positive sur RY . Or :

1
fo(z) ~ x°71 et / 2571 dx converge & s —1> —1< 5> 0.
z—0 0

1
On en déduit donc que / fs(x) dx converge.
0

e Etude de la borne +oc : On a la limite suivante : lim 2?f,(z) = lim e ®2°™ =0 par
r— 400 Tr——+00

1 oo
croissances comparées. On en déduit donc que fs(z) = 0(—2). Or, l'intégrale / — converge,
oo X 1 X

+oo
donc / fs(z)dx converge aussi.
1

Finalement :

—+oo
I’intégrale / e x*~! dzx converge si, et seulement si : s > 0.
0

b
e Posons 'y : s € RY, — / e "z° 1 dx (avec a,b € R%). Effectuons une intégration par
a
partie :

b b

b
—/ —e T sz ldr = (e_“ a® —e? bs) + s/ e 2" 1dz.

a

Vs >0, Tep(s+1)= [— e ” ts}

a

Or:lime %a®* =0et lim e ?b® = 0. Comme T'sp converge vers I' lorsque a tend vers 0 et b
a—0 b——+o0

tend vers +o00, on en déduit que :

Vs >0, T(s+1)=sT(s)]

e Montrons par récurrence que : Vn € N, T'(n 4+ 1) = nl.

Initialisation : Calculons I'(1) :

b
Top(1) = / e tdr=e%—e? - 1.
a b—+o0

Donc : T'(1) = 1 = 0! et la propriété est initialisée.
Hérédité : On suppose que I'(n + 1) = n! pour un entier naturel n donné. Alors :
F'n+2)=n+1)I'(n+1)=n+1)xnl=(Mn+1)
et la propriété est héréditaire.

D’aprés le principe de récurrence, on peut en conclure que :

Vn € N, F(n—|—1):n!‘
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1 “+o0 +oo —x
(b) Par définition : I’ (—) = / ez 3 dy = / ® _ dz. Effectuons le changement de
2 0 0o VT

. dZE . 1 +oo 42 +oo 42
variable : t = \/x, avec : dt = ——=. On obtient alors : ' | = | = e " 2dt=2 e dt.
2\/x 2 0 0

—+oo
Calculons donc cette intégrale I = / e~dt. On peut écrire, d’aprés le théoréme de
0

Fubini :
+oo 5 +oo 5 +oo +o0 5 o
I? = (/ e " dx) (/ e Y dy) :/ / e~ (YY) dz dy.
0 0 0 0

On effectue un changement de variables dans cette derniére intégrale en passant aux coordonnées

polaires : x = rcosf, y = rsinfd avec r € [0, 40|, 0 € {0, %} et alors de dy = rdr df. Alors (toujours
a laide du théoréme de Fubini) :

+oo % +oo z —r2 400
12:/ /2er2rdrd9_</ rer2dr) /2d9 _[—e } T_T
0 0 0 0 2 ], 2 4
Finalement, I étant positive : I = g et donc :

(c) Montrons que I' est continue sur R

Méthode 1 : avec la convergence uniforme : Pour tout n € IN*, on pose :
n
I:seRi— / e 5 e
1

Il est clair que la suite de fonctions (I';,),en+ converge simplement vers I' sur RY.

e Justifions la continuité des fonctions Iy : la fonction F : (s, z) € [a,b] x R% — e 2" ! est

continue. Donc, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégral, on en déduit que : Yn € IN*, T,
est contniue sur [a, b].

e Montrons la convergence uniforme sur tout compact de R* : considérons deux réels a et b
tels que : 0 < a < b. Alors :

Vs € [a, b],

o +oo
In(s) — F(s)’ = / e "t + / e s e,
0 n

avec :

3=

1 1
n ol T 1 1
0<e %zt <z, donc: / e 75 I < / ¥ Nz = [—] = <
0 0

et :

—+o0 —+oo
1<n<zets<b donc: 1<z'<a®! et: 0< / e T lda < / e b dz.
n n

D’ou :

1 e
Vs € [a,b], |Tn(s)— l"(s)‘ < +/ e "zt dg.

an®

Le membre de droite tend vers 0 lorsque n tend vers 400, donc la suite (I'y,),en+ converge unifor-
mément vers I' sur [a, b].

e Conclusion : la fonction I" étant limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur [a, ],
elle est continue sur [a,b]. On en déduit donc que :

‘l" est continue sur R .
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Méthode 2 : avec la convergence dominée :

e Vérifions les hypothéses de continuités :
Pour tout « > 0, la fonction f, : s—e *Fx
Pour tout s > 0, la fonction f; :x — e * 2°

s=1 est continue sur R .

! est continue (par morceaux) sur R7.

e Démontrons ’hypothése de domination : soient [a,b] C ]0, +oo[. Pour tout s € [a,b], on a :

< size]0, 1], et:atTl<ab tsiz> 1.

e T xol siz €]0,1]
e ?xb7l  siz el +oo]
sur R et elle est intégrable sur R (méme démonstration que pour f; en 2.(a)...). De plus :

On considére donc ¢ : x € R} — . Alors p est continue (par morceaux)

V(s,x) € [a,b] x RY, e 72" < ().

Conclusion : D’aprés le théoréme de continuité sous le signe / , on en déduit que I' est conti-

nue sur tout segment [a, b] inclus dans R , et donc que I' est continue sur R .

Montrons que I' est dérivable sur R’

Méthode 1 : avec la convergence uniforme :

e Montrons que, pour tout n € IN*, T, est de classe ¢! sur [a,b] : La fonction F : (s,z) —

oF oF
e "e Tz~ 1 est continue sur [a,b] x R et : a—(s,:z:) = (Inz) F(s,x), donc 55 ot continue sur
s s
[a, b] x R% . D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on en déduit que I',, € €*([a, b], R+ )
et que :
Vn € N*,Vs € [a,b], T} (s)= / Inze *2° 'dx.
1

n

—+o0
e Montrons que, pour tout s > 0, ®(s) = / (Inz) e ® z° 'dx converge : Par produit et
0

s—

composée, la fonction  — (Inz) e~ z*~! est continue sur tout segment inclus dans RY.

Etude de la borne 0 : On a I’équivalent suivant : (Inz)e * 2 * ~, (Inz)z*~', or, une
z—

intégration par partie donne :

/(1na:)3:s_1d:1:: {lnxx—] —/lt—dx: M_w_ — 0
s

T s s 52 20

1 1
Ainsi, / (In z)z*~'da converge, et donc / (Inz) e~ 2° 'dx converge aussi.
0 0

Etude de la borne 400 : On a la limite : lim 2?lnze ®z° ' = lim e ®
z——+00 r—~+00

2 lnz=0

1
par croissances comparées. On en déduit donc que (Inz)e *x*'(x) = o(—2). Or, l'intégrale
oo\

—+o0 —+o0
/ — converge, donc / (Inz) e~ % 2°~ ! dz converge aussi.
1 € 1

+oo
Finalement, 'intégrale / (Inz)e *2* ! dz converge pour tout s > 0.
0

e Mountrons que la suite (I'),)nen+ converge uniformément vers ® sur [a, ] :

1 400

I7.(s) — @(s)‘ < /n Inzle * x5 tdx +/ (Inz)e™® z*tdz,
0

n

VYn € N*,Vs € [a, b],

donc :
+oo

1
I7.(s) — @(s)’ < / Inz|e @z 'da +/ (Inz)e® zb~1dz.
0

n

Or, lorsque n tend vers +00, le membre de droite (qui ne dépend pas de s) tend vers 0. Donc la
suite (T, )nen+ converge uniformément vers ® sur [a, b].
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e Conclusion : la suite (I';)nen+ converge simplement vers I' sur R, et (I'],)nen+ est une
suite d’applications de classe €' sur tout segment [a,b] de R? convergeant uniformément vers ® sur
[a,b]. On en déduit donc que T est de classe € sur [a,b] et : Vs € [a,b],T"(s) = ®(s).

On en déduit donc que :

+o0
ree! (Ri, R+) et : Vs € ]Ri, 1'"(5) — / (Inz)e™ 25~
0

Méthode 2 : avec la convergence dominée :

e Vérifions les hypothéses de continuités :
Pour tout = > 0, la fonction f, : s — e~ z°~! est de classe €' sur R
Pour tout s > 0, la fonction fs :  — e~ 2°~! est continue (par morceaux) et intégrable

-1
*
sur RY .

0
e Démontrons ’hypothése de domination : On a : a—f(s,:v) = (Inz)e *2*'. Ainsi, si on
s

considére un segment [a,b] C R* et en utilisant la fonction ¢ précédente, on a :

0
Y(s,x) € [a,b] x R, \a—f@,x) < ] p().

La fonction v : x — [Inz|p(x) est continue (par morceaux) sur R*. Montrons qu’elle est aussi
intégrable sur R :

e Etude de la borne 0 : La fonction ¢ est positive sur R et sur ]0,1] :

1
Y(z) = Inz| e ! ~ [Inz]

1
Inx

avec:a—1> —1donc: / | a71| dx converge .

o T

z—0 a1

1
Oun en déduit donc que / ¥(x) dz converge.
0

e Etude de la borne 400 : On a la limite suivante : lim 2?y(z) = lim |lnz|e ® 2T =0

T—r+00 T——+00

—+oo
par croissances comparées. On en déduit donc, comme en 2.(a),que Uintégrale (x) dz converge.

1
—+oo
On en déduit donc que (x) dz converge.
0

Conclusion : D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe / , on en déduit que I' est de

classe €' sur tout segment [a, b] inclus dans R, et donc que I' est ¢! sur RY,.

Remarque : On peut généraliser ce raisonnement et montrer que I' est de classe € sur R et
que :

“+oo
0

(d) On sait que : Vt € |—1, +o0[,In(1 4 ¢) < ¢. Donc :
Vne N Vee0,n], —-e]-1,0] et: 1n(1——) <-Z
n n

On en déduit donc :

et donc :
T\"™ _
(1——) <e ™ ®.

n
L’inégalité étant trivialement vérifiée pour = = n, on obtient bien :

Vn € N*,Vz € [0,n], (1 — E) <e™ ",

n
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De plus : (1 - E) —ern(1-%) o en(-%) = e” ", donc :
n

(e) Soient s > 0 et € € |0, n[; on intégre par parties :

e R (B Y A (o
= (1 - E)n 2 + - ! (1 - E)n_l xde.

n/ s ns /. n

En faisant tendree vers 0, on obtient alors :

n n n n—1
/ (1 — E) e ldy = (1 — E) z*dx.
0 n sn Jo n
En itérant le procédé n fois, on obtient :
" n -1)...1 "
/ (1 — E) 7 lde = n{n ) / 2T e
0 n s(s+1)...(s+n—-1) Jy

1 rstn n
sn(s+1l)n...(s+n—1n|s+n

0

n! nstm

s(s+1)...(s+n—-1)n" s+n

d’ou :

TN i nln®
/0 (1 n) * dx_s(s—l—l)...(s—i—n)'

(f) Considérons la suite de fonctions (g,) définie par :
e JrT (=8 size]on|
In - 0 si x € [n, +o00[

e Soit « > 0 fixé. Pour n assez grand, x € [n, +oo[ et donc :

gn(z) =2° " (1 - E)n

n

e La suite (g,) converge donc simplement vers la fonction fs : @ — e=% 2571,

e De plus, les fonctions f; et g, sont continues par morceaux sur R .
Enfin, pour 2 € ]0,n[, on a :
lgn(@)] = "= %) p5 L < 1o = f(2)  d’apres L2.(d).

Or, on a aussi : |gn(2)| < fs(x) sur [n,+oo[, si bien que cette majoration est vrai sur R’ . La
fonction fs étant intégrable, d’apreés le théoréme de convergence dominée :

+oo +oo
li () de = 1 () dz,
[ e i [ )

avec
s

Hoo " T\" nln
/0 gn(w)d:vz/o P (1—5) dx:S(S+1)'”'(S+n).

On obtient donc :

n

€T n
Vs >0, T(s)= Ii (1 - —) sldg = 1
= () n=oo 0 n) T e s(s+1)...(s+n)

n!n?®
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n!ns
. Alors : v, >0 et :

Posons, pour s > 0 et n € IN* =
(8) P s(s+1)...(s+n)
In(vy) =In(N!)+In(N*) —In[s(s+1)...(s+N)]
N N
Z nn+slnN —lIns— Zln(s—i—n)
= n=1
N
sS+n
-1 InN — 1
ns+sin 7;1 n< " >
N N
1 s s+n
-1 — ——1
oo £4)+ £ (n ()
N
1 2
Or:vy — T(s),lnN— - — —yet: S Y (S+n) i 5 qui est une série a
N—+oco ot n N—+oco n n n~>+oo 2
termes positifs convergente. On peut donc écrire

+00
—lns—vs—i—;(%—ln(l—i-S)).

Vs >0, InI(s)=
(h) Posons, pourn e N* et > 0: hy : x »—> — —In ( ) Alors h,, est dérivable sur R
1 1 1 1
Po(@)= = ghig =~ — —— =
n 1+% n nt+zx nn+o)

et :
Vn € ]N*,VIE S R+,
donc la série de fonctions

A
Ainsi, pour tout A > 0, et pour tout z € [0, 4], on a : |h;(z)] < =,
n
>~ h), converge normalement sur [0, A]. Or, d’aprés 1.2.(g), la série Y h,, converge simplement sur
R, on en déduit que la somme de cette série est dérivable sur [0, A] et que sa dérivée est donnée par

la somme de Y h/,. Ainsi, en dérivant I'expression précédente, on obient

I'(s) 1 =1

Vs € R*Jr, m

ou encore, la série étant absolument convergente on peut changer l'ordre des termes

. V(s 1 1
wers, -3 (1-i)
n=1

Partie I1

3. La suite (an4+1 — an)nen étant bornée
0 <apt1 —an <m.

Im e Ry,Vn € IN,

Soit € > 0. Puisque lim Fl(a,)=1¢:
n—-+o0o
IpeN,vneN,n>p= |F(an)—€‘ <e.

et puisque lim F’(x) =0 on a aussi

Tr——+00
"(z)| <e.

JA>0,Ve e R,z > A= |F/(
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En particulier, on peut choisir A > a,. Appliquons I’inégalité des accroissements finis & un intervalle
inclus dans [A, 400 :

JA>a,>0Vo,yceRo>Aety > A= |F(z)— F(y)| <elz—yl
Or, puisque la suite (a, )nen est strictement croissante et tend vers 400 :
Vo > ap,3!'qg € N,q > p, g < T < Qgg1-
Prenons alors y = a4 ; on peut alors écrire (en utilisant I'inégalité triangulaire) :
|F(z) — €| < |F(z) — Flag)| + |Flaq) — £] < elz — ag| + € < (ant1 — an) +e < e(m+1).
Finalement, on a démontré que :
Ve >0,3A>0,Vz € R,z > A= |F(z) — (| <e(m+1),

ol m est un réel fixé. On en déduit donc que :

lim F(z)="¢.

T—r+00

4. Par définition : )
Vs>0, F(s)=InT'(s+1)+s— <s—|— 5) Ins.

Ainsi, I' est dérivable sur R’ comme somme de fonctions dérivables, et :

(s +1)

Vs>0, F(9) = Fiiy 1>1 (s +1) 1

1—Ins— Sl [ G L N
tl-ins <S+2 s T(s+1) 072

Or, d’apreés I.2.(h) :

/(s +1) @1 iy}
—_— = — —_ — : = 1. — —1 N
I'(s+1) 7+; n n+s avees 7= vk ; n n

donc, d’apres les opérations sur les séries a termes positifs :

Yo Y1 1
Vs>0, F'(s)= 1 —— In N - — -1 —
5=0 () N—lgloo[(; n>+n +7;<n n—i—s) BT s
d’ou : N
N 1 1
/! _ . o _
Vs > 0, F(s)—NgrEwllnS ;n+s 55
Avec un changement d’indice, on obtient donc :
N 1 1
Vs>0, F'(s)= 1 In— — —_— —.
5= () nﬁufoo[ns ék—l—l—i—s 2s

5. D’aprés la question précédente, il s’agit de démontrer que :

<1n(8+1>.
S

est continue, positive et décroissante sur R ; on peut

n - 1
0< i In— — T
nirfw[ns ;OIH'I“LS

Pour tout s > 0, la fonction = —
s+x

donc utiliser une comparaison série-intégrale (comme en 1.(a)) :

1 1 1
>

VkeNVtelkk+1], 2> >y

et donc :

1 _/k+1 dt >/k+1 dt >/k+1 dt B 1
k+s Jo k+s” Jp t+s” )i k+14+s Ek+1+s
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e On en déduit donc par somme de k = 0 & kK = n, et en utilisant la relation de Chasles :

z": 1 /"“ dt - 1
ks o t+s k+1+s’
soit :
n 1 n+1l4+s n s+1 - 1
>1 :1n(—)+1n 1+ >
k—+s S S k+1+s

On obtient donc :

w(®) S s m (i),
s kzok—i—l—i—s n

En faisant tendre n vers +0o, le terme de droite tend vers 0 et on obtient bien que :

n n 1
lim (25—
ni{foo[ns kz:(:)k+1+s

e Reprenons le méme encadrement mais sommons de k =1 a k =n + 1; on obtient alors :

(x| nt2 gy
Z k 2 t 2 E+1 ’
pat + s 1 +s P +1+s

soit, avec un changement d’indice :
- 1 2 1+ 52 1452 " 1
Zi?ln ntats =1In (E) + o :ln(ﬁ)—l-ln + T > —_—.
kzok—i—l—i—s s+1 S 1+ 3 s 1+ 3 k+2+s

On obtient donc :
1+ &£2 n = 1
—1In T >In (—) - -
142 S Pt k+1+s

1 1
En faisant tendre n vers +oo, le terme de droite tend vers —In <1 n 1> = 1In <5 + > et on

obtient bien que :

s+1 n ~ 1
1 > i In— — —_
n( S ) niriloo[ns kZ:(Jk+1+S

e Finalement, on a bien ’encadrement :

1 1 1
—— < F'(s)<In st - —.
2s S 2s

Vs > 0,

1 1
6. On a évidemment : lim — =0et lim In (S + ) = 0. D’aprés le théoréme des gendarmes,
s—+o00 2S s——+oo S

on peut donc déduire de I'encadrement précédent que : liIJP F'(s)=0.
s—400
Considérons la suite (ap,)nen+ définie par : Vn € N, a,, = n. Alors cette suite est a termes stric-
tement positifs, et elle est strictement croissante et de limite +oo. Enfin, la suite (an+1 — an)nen €st
constante, égale a 1, donc bornée.
Enfin, d’aprés la formule de Stirling :

Vn € N*, F(an)_ln(w>_ln(n!en> ~ 1n<w>_1n(\/%).

1 1
nn+§ nn+§ nn-i—

[SE

D’aprés I1.3., on en déduit donc que : liIJP F(s) =1In(V2r), et donc que :
S—+00

fim LD s

s—>+o00 SSJr%

ou encore :

I'(s+1) ~ Varsstae s,

s——+00
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Partie II1

7.|(7) < (it) | Soit (un)nen une suite d’éléments de ]—1, +o00[. Alors, la suite (1 + un)nem est une

n

suite & termes strictement positifs. Posons, pour tout n € N : P, = H (1+uy) et S, Z In(1 +uy).
k=0

On a évidemment : P, = e et S,, = In(P,). Les fonctions In et exp étant continues, la sulte (Pn)nen

converge si, et seulement si, la suite (S, )nen converge.

(i) & (i44) | Si un produit infini converge, alors son terme général tend vers 1. Donc, si (ty)nen
ne tend pas vers 0, alors la série Y u, diverge et le produit infini [](1 + w,) aussi.
Si (up)nen converge vers 0, alors In(1 + uy,) ~ . Un et comme (uy)nen est de signe constant
n—-+0oo

par hypothése, les séries > In(1 + u,) et > u, sont de méme nature. D’aprés le point précédent, on a
donc démontré :

—+o0 —+o0 —+oo
H (1 + u,) converge < Z In(1 + w,) converge < Z Uy, CONVETgE.
n=0 n=0 n=0

8. (a) e Par hypothése : Vk, N € IN, |ug, n| < ag, et : Nlim ug,N = V. On en déduit donc, par
—+o0

passage a la limite dans une inégalité, que : Vk € IN, |vi| < ag. Ainsi, > aj est une série majorante
convergente de > _|vg|. Ainsi, la série > |vg| converge donc :

‘ la série > vy, converge. ‘

e Considérons la suite de fonctions fx : Ry — R définie par : Vz € [k, k + 1], fn(z) = ug N si
kE<N,et fy(x) =0sixz > N+1. Alors :

k+1 N
Uk, N :/ ug,vdr donc: wy = E Uk, N :/
k =0 0

Nous allons utiliser le théoréme de convergence monotone :

N+1

+oo
fn(x)dz = /0 fn(x)dz.

¢ La suite de fonctions (f,)nen est une suite croissante, et pour tout entier NV, la fonction
fn est en escalier donc elle est continue par morceaux, et elle est intégrable sur R .

o Déterminons la limite simple de la suite (fy,)nen. Si ¢ € R4, alors il existe k = [z] € IN tel
que: x € [k,k+1[et : VN >k, fn(x) = ug,n. Ainsi : NliIE fn(x) = Nhrf Uk, N = Uk = V|5 Ainsi,
—+o0 —+00

la suite de fonctions (fy)new converge simplement vers la fonction f : z + v, ). Cette fonction f est
en escalier, donc continue par morceaux, sur R .

Le théoréme de convergence monotone permet d’affirmer que :

+oo “+oo
Jim [ @ [ e
avec :
“+o00 +oo k+1 k+1 0
/ f(:z:)daz:/ vLdex—Z/ vade_Z/ vkdx— vk.
0 0 prd
donc :
la suite (wn)nNen converge vers Z V.
k=0
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N

(b) Nous allons appliquer la question précédente a une suite why = Z U N-

k=0
n

: exp (Z uj, N) = H exp(uj, v) 5 on pose donc : Vk, N € N, uj n = In(1+uy, ), ce qui
k=0
est possible car : Vk, N € N, uy ny € |—1,0] donc : 1 + ug n €]0,1].

e Puisque la suite (ur n)nen est convergente, de limite vy, € [—1, 0], alors la suite (u}C)N)Ne]N
tend vers vj, = In(1 + vy) € [—o00,0].

e De plus : Vi, N € IN, |ug, n| = —up,n < a avec —ug, N € [0,1[,donc : 1 > 14ugn = 1 —ay.
Or, par hypothése, > a, converge, donc : hrf an, = 0. Ainsi, & partir d’'un certain rang ng, on a :
n—-+0oo

0 <a, <1letdonc:1—a, > 0.En fait, quitte & changer les ng + 1 premiers termes de la suite

(@n)nen en . n[?ax { — u,n}, on peut supposer que : 1 — a,, > 0 pour tout n € IN. Donc :
0

VEeN, 0>In(l+ugy)>In(l—ag) etainsi: |u n|= In(1 + we,n)| < In(1 — ax)| = ai.

+oo
De plus, Vk € IN, —ay, € |—1,0]. Donc, d’aprés 7., puisque la série Z —ay, converge, il en est
k=0
—+o0 (')
de méme de la série Zln(l —ag) = Za;.
k=0
e Les hypothéses pour apphquer la question 8.(a) sont donc remplies : on en déduit donc que
N “+o0 +oo
la suite w)y = ZukyN = Z In(1 + ug, n) converge vers ka = Zln (14 vx). Donc, en appliquant
k=0 k=0 k=0 k=0

la fonction exponentielle (qui est continue sur R), on en déduit que :

k=0 k=0

N “+o00
la suite <H(1 + uhN)) converge vers H(l + vg).
NeN

9. (a) Pour tout entier n € N, on a : 1 4 |a,| > 1 et donc : gy > 1. On peut donc écrire :

N N
av) = (1 +an]) <Y lan|,  car:Vze]-2,+oo[In(l+z) <

On en déduit donc (la fonction exponentielle étant croissante) :

N
< exp <Z|@k|> .
k=0

(b) Par récurrence :

e Initialisation : Pour N =0,on a: [pg—1| = |(1+ao)— 1] = |ao| = (1 +]ag]) =1 = go — 1.
La propriété est donc vérifiée pour N = 0.

e Hérédité : Supposons que la propriété soit vérifiée pour un entier N donné. Alors :

pnv+1— 1 = pv(I+anvs1 — 1] = [(pny — 1) + prvans1] < S |pN — 1]+ [prvan1]-

Or, |pn| < gn d’aprés inégalité triangulaire, et |[py — 1| < gy — 1 d’aprés Phypotheése de
récurrence. Donc :

Ipnv+1 — 1 < gy — 1+ agnlavt1]| = gv(1 + Jan41]) =1 =gn41 — 1.

D’aprés le principe de récurrence, on a donc :

[WNER, v U<av—1]
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n —+o0
10. (a) Posons, pour tout entier n : f, = Z|uk| et f = Z|uk| Par hypothése, la suite de
k=0 k=0
fonctions (fy)nen converge uniformément vers f, c’est-a-dire :

Ve >0,3ng € N,Vn € N,n > ng = Vo € I, |fu(z) — f(z)] <e.

donc, & partir d’un certain rang, les fonctions f,, — f sont bornées. Par exemple, f,, — f est bornée.
Mais, ’ensemble des fonctions bornées sur I est un espace vectoriel, et f = f, — (fn — f) est une
combinaison linéaire de fonctions bornées. Donc :

—+o0
f= Z|uk| est bornée sur I.
k=0

(b) e Si M = N, c’est trivial. Supposons donc : M > N + 1, et considérons € > 0. Puisque
> |un| converge uniformément, on peut utiliser le critére de Cauchy uniforme :

M

Ing € N,VM,NBIN,M >N >no=Vo eI, Y  |u(z)] =<c¢,
k=N+1

et donc :
M

VM > N > ng,Vx € I,exp ( Z |uk(x)‘> —1<ef—1.
k=N+1

e D’autre part, d’aprés 9.(a) et (b), on a :

M M M
[Tt +an) -1 < T+ larl) = 1 < exp (ZI@kl) -1,
k=0 k=0 k=0
et avecag=...=ay =0:
M M M
H (14ar) —1] < H (1+|ak|)—1<exp< Z |ak|>.
E=N+1 k=N+1 k=N+1

e On peut donc écrire : VM > N > ng,Vx € I,

M M
‘pM(I) —pN(iZT)| = ‘PN(I)| H (1 + |Uk(33)) =1 < ‘PN(I)| leXP ( Z |Uk($)‘> - 1] )
k=N+1 k=N+1

avec : Vk € [N + 1, M], ar, = ux(x), et donc :

VM > N > ng,Vx € I, ’pM(:v) —pN(:v)’ < ’PN(x)‘(eE—l).

—+o0
(c) Posons ¢ = Z‘uk(xﬂ Alors, puisque pour tout N € N, [py| < gy < e =C, on a:
k=0

VM > N = ngp, Vo € 1, ‘pM(x) —pN(x)‘ < CO(ef-1).
Si on considére o : z € [0, 3] — e” —1 — 2z, alors « est dérivable et o/(z) = e —2 < 0 sur

[0, 1]. Donc, a est strictement décroissante avec a(0) = —1. Donc, Vz € [0, 3], a(z) = e® —1 — 22 <0,
et donc : e —1 < 2x.

On en déduit donc :

3C > 0,YM > N =2 ng,Vz €I, |pu(z) —pn(z)| < 2Ce.
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(d) D’apres la question précédente, on a donc :
1
Ve € }O, 3 {, dIng € N,VYM > N > ng, ||pM —pNHOO < 2Ck¢,

c’est-a-dire que la suite de fonctions (p,)nen vérifie le critére de Cauchy uniforme : donc,

+o0
le produit infini H (1 + wu,,) converge uniformément sur /.
k=0

11. (a) Par récurrence :

e Initialisation : Pour n =1, 0n a: Vt € R, 2sin% cos% = sin (2 X %) = sint. La propriété

est donc vérifiée pour n = 1.

e Hérédité : Supposons que la propriété soit vérifiée pour un entier n donné. Alors :

n+1 t t n
27 tlgin 2nt+1 H cos 2% =2" x [2 sin (2—2") cos w] H cos i
j=1

t] t
=2" x [sin2—n} HCOSE =sint

D’aprés le principe de récurrence :

t

. R
Vi€ R,Vn € N, sint=2 s1n2—nHCOS§.

j=1

(b) Par récurrence :

e Initialisation : Pour k = 1, on sait que : V2 € R, cos(2z) = 1 —2sin®z, donc Q; = 1 —2X
et : deg(Q1) = 1 = 2171 La propriété est donc vérifiée pour k = 1.

e Hérédité : Supposons que la propriété soit vérifiée pour un entier k£ donné. Alors :
2
Vz € R, cos(2¥M1z) = cos(2 x 2¥x) = 2cos?(2Fx) — 1 i 2[Qk(sin2 :C)] —1 = Qpy1(sin’z),

avec : Q11 = 2Q? — 1 et donc : deg(Qr11) = 2 x deg(Qx) = 2 x 281 = 2(k+1)—1,

D’aprés le principe de récurrence :

Vk € IN*,3Q, € R[X], Va € R,cos(2"z) = Qi(sin® x) avec : deg(Qy) = 2",

(c) Soient n > 2 et t € R\ 2" 1nZ. Alors, 27"t € R\ gZ et : sin(27"t) cos(27"t) # 0. Alors :

27 "sint 27" x 2" sin(27"¢) [T, cos(277¢)
: = : 2 d’aprés 11.(a)
sin(27"t) cos(2"t) sin(27"t) cos(2"t)
n—1 n—1
— —J4) — n—j -n
= H cos(277t) = H cos(2"77 x 27")
=1 =1 M
n—1
-1I Qn,j(sirﬂ(z*"t)) dapres 11.(b)
j=1
n—1 n—1
= Q(sin2(27"t)) avec : Q = H Qn—j = H Qr
j=1 k=1
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Or:degQr = 2k=1 ot donc :

n—- 1—29n-1
degQ =) 2T =1x ———=2""—1
k=1

Ainsi :

il existe Q = H Q. € R[X] de degré 2! — 1 tel que :

27 "sint

vt e R\ 2" 'nZ
€RA e sin(2-"t) cos(27"¢)

= Q(sin2(2_"t)) .

(d) Pour p € [1,2"~! — 1], posons : o, = sin?(pr2~"). Alors, en utilisant 11.(b) :

n—1 n—1 n—1
: —n —n 7T
= H Qk(s1n2(p7r2 )) = H cos(2F x pr27") = H cos (2€7k) .
k=1 k=1 k=1

Ecrivons p sous la forme : p = 2™q avec ¢ impair (écriture qui découle de la décomposition de
p en produits de facteurs premiers). On adonc: 0 <K m<n—2etdonc: 1<n—m—-1<n—1,et:

n—1
2™mqm qm
H cos (2n k) _ kU cos (527,

Or, le facteur pour k = n—m—1 (qui appartient bien a [1,n— 1]) est égal & : cos (q%r) =0 car

q est impair. Ainsi, Q(a,) = 0, c’est-d-dire que o, est racine de Q. Or, il y a 2"~! — 1 valeurs de ay,
deux & deux distinctes. Comme @ est de degré 2"~ — 1, on en déduit qu’il posséde au plus 2"~ ! — 1
racines, et donc que :

les racines de @ sont (exactement) les o, = sin®(pr2™"), avec : p € [1,2"' —1].

On a vu en 11.(b) que : Vk 6 ]N* Vz € R, Q(sin?z) = cos(2Fz). On en déduit donc que :

Vk € IN*, Q1 (0) = 1, et donc : Q(0 H Qr(0) = 1. Si on écrit Q sous forme factorisée, on obtient :
2”7171 2n7171
Q=q H (X —ap) et donc : QO)=1=q H (—ap).
p=1 p=1

On peut donc écrire :

2n—1l_q

qo H (X_ap) gn—1_1

-T2 ()T (- 3)

o [] (—ow) "

p=1

En évaluant @ en sin?(2-"t), on obtient donc, d’aprés 11.(c) :

o P | s 26—
_ 27 "sint sin®(27"t)
Vte R\ 2" 57, — - e vy
\ i sin(27"t) cos(27"t) 101;[1 ( sin2(p7r2"))
sin?(27Nt)

(e) Pour k, N € N, on considére les réels uy, y définis par : upny = — si N >2

sin?(km2-N)
et 1 <k <2V71 —1; et upn = 0 sinon, avec t € ]0,2k[. Vérifions les hypothéses du 8.(b), ce qui
nous permettra alors de conclure.
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2-N¢ \* 2
e Avec les équivalents : upny ~ @ — = — . Ainsi, V& € N, la suite
" No+too (km)?

t2

(uk=N)N61N est convergente, de limite v, = — )

s 2
e Utilisons ’encadrement de concavité du sinus : Vx € }O, 5 [, —x < sinz < x, ce qui nous
o
donne : Vk, N € N*,Vt € 0,2V — 2],

2
Zkr27V < sin(kn27V) < km2VN
™

d ! < 71 < 71
onc :
kr2—N sin(km2—N) 2k.2—N
2 5N (9—N -N
et : —27% < sin(27Vt) < 277t
T
2t sin(27Nt) t

par produit :

S s S 2%
2

t
Dou:VEk,N e N, |ugn]|< e W ou la série Y ay, converge d’aprés le critére de Riemann.

sin(27N¢)

° Enﬁn, d’aprés ce qul préCéde . Vk, N e N, W

<1letdonc:0>upn>—1.

On peut donc appliquer la question 8.(b) :

o2N—=1_1 - 2/0_N +00 5
. sin®(27V¢t) t
la suite 1 — ———2) converge, lorsque N — 400, vers 1- .
kli[ ( sin2(k7r2—N)> & a U ( (]W)2>
=0 k=0
De plus, d’apreés 11.(d) :
T on—1l_q . 2o
_ 27 "sint sin“(27"t) )
Vte R\ 2" nZ, — = 1———= 7
\ sin(2—"t) cos(27"t) 1)1;[1 < sin?(pr2—")
et :
27"sint . 27"sint  sint
im  — = lim ———=—
n—+oo sin(27"t) cos(27"t) n—to0 27ME X 1 t
int
Cette égalité étant aussi vérifiée pour ¢ = 0, car %ir% Sl% =1let,sit=2""tmr avec m € Z*,
—
alors : sint =0 et :
2 92(n—1) 22
- ——=1-"—"——"=0 ck=2"""
o )2 o2 pour m,

too 2
t
et donc le produit infini klzll <1 — —( kw)2) est nul. Ainsi :

sint % 2
VteR, — = 1- .
=T H( <kw>2>

k=0

nln’

12. D’aprés 2.(f), on a : Vs € ]0,+o0[, T'(s) = ngrfoo GTD) . G

. Donc, si s € 10, 1] alors

1—s€]0,1[ et on peut écrire :

nlnt—*
F(l‘s):nﬁrfoo(1_5)(2_1')...(n+1_s)'
Or:
ss+ 15 +2) (st m) =s(+5)2 (14 5)on (14 2) —smt(149) (14 2) . (14 2),
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et de méme :

(1_5)(2_5)...(n_s):(1_3).2(1_5)...n(

Donc :

I(s)I'(1—s) = lim

n!n® x nln

1—s

notoo [snl(1+s)(1+5)...(1+2)] [nl1—-5)(1-%)...(1-2) (n+1—5)]

= lim

n

notoo gn 11— ) (1 — 52) (1 - (;)2) (1 - (%)2) . (1 - (5)2)

= lim

"_>+003(1—|—1—;5)X(1—S2)(1—

Or, d’aprés 11.(e) :

(1 s?) (1 - (§)2> <1 - (2)2)

On en déduit donc que :

Vs €]0,1],

L(s)T'(1 —s)

13. (a) Pour tout > 0 et tout n > 1, on peut écrire :

fu@) = (14 2) et =exp 2~

donc :

fn(x) —

—+oo

démontrées & la question 7. :

()]

2

T 1
14 g +o( ).

- ~ . P :I: ~ 2 .
Or, d’aprés le critére de Riemann, la série E o2 converge donc, d’apres les équivalences
n

—+o0

n=1

le produit infini H fn(z) converge.

Considérons maintenant un compact [a, b] de ]0, +oo[. Alors :
e les fonctions f,, — 1 sont continues, donc bornées, sur [a, b] ;

e les fonctions f, — 1 sont dérivables

(fae1Y(z) = — 2 (1 N %)26% N (1 . g)flx

n

et :

(

14+ =

) e (142)) -

n

Dong, les fonctions f,, — 1 sont croissantes sur [a,b] et donc, sachant que 1111%J folx) =1:Vx €
T—

2

[a,0], 0< fo(z)—1< fr(b) —1. Or, fr(b) —1 et %, donc : > (fn(b) - 1) converge. On en

déduit que la série Z‘ fulz) — 1‘ converge normalement, donc uniformément, sur [a, b]. D’aprés 10, on

en déduit que

—+oo

n=1

le produit infini H fn converge uniformément sur tout compact de |0, 4+o0].
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(b) On a les égalités : Va > 0,

N N A N\ N
e -] - [ C) ][
n=1 n=1 n=1 n=1
N Ny N 1 ( )
_ e — N! ) z|luny+ln N
N! T TUu
= N7Tet™N
[[n+2)
n=1
. NIN® i
Or, d'une part, d’aprés 2.(f) : ——— - aI'(z) et, d’autre part, d’aprés 1.(b) :
(n+ )
n=1
uy —> 7, donc e*™N — €7*. Donc :
n—-4o0o n—-4o0o
N
. _ .
NLH}rloo”li[ fa(a) = al (),
et finalement :
400 sy —1
Vs >0, I(s)=-e77° H (1 + —) en
n=1
Partie IV

—+oo

14. D’aprés 2.(c), lintégrale / Inzaz'™

e~ dz converge absolument pour tout ¢ > 0. La

0
fonction In : R} — R étant continue, le théoréme de transfert implique :

+o0 +oo
E(In(Xy)) 2/0 Inz fi(z)dx = ﬁ/o Inzz'™te ™ du,
donc :
B(1n(X,) = 10

De la méme maniére, on a :

Var(In(X,)) = E(In*(X,)) — [E(ln(xt))} :

+o00 +oo "
E(In®(X,)) = / 2 fy(r) do = ﬁ / In*z o~ e dr = 2(55
Donc :
DY) (TN "I -T2
Vm‘(ln(Xt)) = I'(t) - (F(t) ) T2(¢) )
soit, :

Var(n(X,)) = (%’)l@.

Enfin, puisqu’une variance est toujours positive, on a : (InoT')” > 0, c’est-a-dire que :

‘ InoI est convexe sur R . ‘
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15. (a) D’aprés 2.(h) : Vs > 0, U =—y+ +ZOO (l - #>

T'(s) —\n s+n-1
Donc : ,
I'(n+1) 1 1
v N —F=-— li - — .
ne ’ P(?’L—f—l) 7+p~1$100k 1(k TL+]€>

Mais, on a aussi :

E n+k) k k’
k=1 k=1 k=p+1
n+p ntp 1
ou la somme kZH — contient n termes inférieurs a , donc kZH E <n X D1 poiho 0
=p =p

On obtient donc :

I'(n+1) |
VnelN, —— L =_ -
"EN a0 7+;k

+oo
Enfin, puisque I'(1) = / e ?dx =1, la formule du 2.(h) donne : I'/(1) = —~, et donc :
0

/ n
¥n € N, F’(l):M—Z%

(b) Considérons la fonction ¢y, : x € [n,n+ 1] — InT'(z) — (Inn)z. Alors ¢, est dérivable sur
[n,n+1] et :

en(n+1)=InT(n+1)— (n+1)Inn =In(nl(n)) —nlnn —Inn =Inl(n) — nlnn = ¢, (n).

D’aprés le théoréme de Rolle, il existe au, € |n,n+ 1] tel que : ¢}, (o) = 0, c’est-a-dire tel que :
()

) —Inn =0. Ainsi :

VY > 1,3a, € n,n+ 1], lnn=

(c) Puisque InoI est convexe d’aprés 14., la fonction T est croissante. Donc, en utilisant la

question précédente, on obtient :

D) _T'an) _T'(+1) _ o)

Vn > 1, < < )
! T(n) = T(an) ~Tom+1)  Tlan)
et donc :
I'(n+1)
>1, 1 —\nr 1.
vn n Tt 1) <In(n+1)

(d) On a déja montré ce résultat a la question 15.(a), mais on peut aussi faire comme suit,
avec le résultat précédent :



soit :

I'(n+1) | n+1
—Up, E - < —u,+1 .
Un S Tt 1) F(n+1) 1k< u—i—n( n )

n=
+1
Comme u,, —> v et que ln( ) —+> 0, d’aprés le théoréeme d’encadrement et en
oo

16. (a) e L’inégalité Inx < z —1 est connue et se démontre, par exemple, en étudiant la fonction
a1 :x+—x—1—Inzx, et en montrant que son minimum est 0.

utilisant 15.(a), on en dedu1t que :

1 1
e En remplagant « par — dans l'inégalité précédente (— reste strictement positif), on obtient :
x x
1 1
In—=—-Inz<——1,etdonc: Inz>1—-—.
X X x

En réunissant les deux inégalités, on obtient I’encadrement :

1
Vr>0, 1——<lnhex<<z—1.
T

eSiz>1,alors 0 < Inz <z — 1. Ainsi, en appliquant la fonction : x — 2% qui est croissante
sur R4, on obtient :

1\ 2
1n2x§(x—1)2§(:17—1)2+<1——> .
x

1
e De méme, si 0 <z < 1,alors: 1 — = <Inz <0, et en appliquant la fonction : z — 2% qui
x

est décroissante sur R_, on obtient :

On peut donc conclure :

2
Vo >0, Inz< <1—l) + (z —1)2

(b) De méme qu’en 14., le théoréme de transfert donne :

o(w(¥)) - [T

e On a donc d’une part, pour ¢t > 0 et d’aprés 16.(a) :

E(ln (%)) S‘/(J+w(%_lg,($d$=ﬁ/o—wo(x—t)xt_le_mdx

Donc :

E(ln <&> ) < 0.
t
e D’autre part, pour ¢ > 1 alors I'(t — 1) existe et, toujours d’aprés 16.(a) :
X +oo 1— t t—1 ,—x +oo t—1 —t t +oco
E 1n<_t> 2/ de:/ udt__/ 26~ 4
t 0 I'(t) 0 I'(t) I'(t) Jo

t 3 tr(t—1) t
Fglt-n=1- 1-—,

si- t—1)IC(t—1) = t—1
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Donc :

(c) De la méme maniére, pour t > 2 alors I'(t — 2) existe et, toujours d’aprés 16.(a) :

() -2

1 Foo 2 T 2
« LG @ )]

I‘(t/o [( ) + . ]w e x
<L/Jroo ——2 +2—2 —|— 2 e da
S I(t) Jo

1 2 1
gr— T(t—2) = 2tT(t = 1)+ 20(t) = ST(t+ 1) + 5Tt +2)] .

Or:D(t) = (t— WOt —1) = (t — 1)(t — 2)D(t — 2)

et : D(t41) = tT(t), T(t+2) = (t + 1)T(t + 1) = t(t + 1)I'(t). Donc :

X t2 2t 2t t(tl) 202 —t+2
ElIn*( =) | < - 2- = = :
(n (t)) (—Di—2 -1 T e Twi-ne-2
; 2 2 L L
Enfin, puisque t > 2,2t —t+2 < 2t° et : 0 < < . On peut donc conclure :

t-1@Et-2)  (t—2)2
X 2t
E<1n2 <T>> < i=2e

17. (a) Considérons la variable aléatoire Y = f o Z, et on note I = |a,b[ (avec a,b € R).
Puisque f est un difféomorphisme de classe €, f est strictement monotone. Supposons f strictement
croissante (l'autre cas se traitant de maniére analogue), de sorte que J = f(I) = |f(a), f(b)], avec
fla) = lim f(z) et f(b) = 91613) f(x). Alors, f~! est aussi strictement croissante.

r>a <b

e Bien sir, si y < f(a) alors P(Y <y)=0et siy > f(b), alors P(Y <y) =1.

e Soit y € J. Alors :

=) y ,
P <y =P(fez <y =PE<f )= [ e = [ gertw (Y war

f~! étant strictement croissante, on a donc : (f’l)/ > 0, et alors :

Y /

P(foZ<y)=/

f(a)

go f70)|(F7) @) ar

On peut donc conclure :

La variable aléatoire f o Z a pour densité de probabilité la fonction : g o f~! ‘(f_l)/

1;.

(b) C’est une généralisation de la question précédente : notons X = (Xy,...,X,) le vecteur
aléatoire sur 2 dans R", admettant une densité f. Puisque ¢ est un diffeomorphisme de classe € sur 4,
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alors le jacobien Jy,(x) = det (dg™!) est non nul pour tout = € ©. Alors, si h est une fonction continue
et & support dans U, le théoréme de transfert et la formule du changement de variable donnent :

/Q h(Y)dP

/ﬂ ho o(z) dPX (z)
:/uhogp(x)f(x)dx

:/ho
(4

Le vecteur Y = (X)) a donc pour densité : }det (de™) } fop 1.

Joy)| foe '(y)dy

‘71

18. (a) e Remarquons que : f1(x) = e™* 19 4oo[ et donc qu’une variable aléatoire de loi expo-
nontielle de paramétre 1 est aussi une variable aléatoire de loi Gamma de densité f;. Les variables

aléatoires X, et Y; étant indépendantes, la densité du vecteur aléatoire (X, Y7,...,Y},) est :
$t_1 e T
he(zyn, .o yn) = fe(@) fi(yn) - fiyn) = W]IR’;(ZU) xe M Igs (y1) x ... x e " IRy (yn).

Nous allons utiliser la formule démontrée en 17.(b) : considérons ¢ : (]RjL)nJrl

définie par :

L’application ¢ est bien un diffeomorphisme de classe 4! qui admet pour bijection réciproque
e (J0,1)" x R — (R3)™" définie par -

= (10,1)" xR}

x T+

rtn Tty

Tyt FYn
THYyr+- -+ Yn

90(5573/17-- 7yn)

,$+y1+"'+yn)-

n n n

0 N z0, 215y 2n) = H zj, (1 — zo) H zj, (1 —z1) H Zjyooo, (L= 2n—1)2n
j=0 j=1 j=2
Le jacobien de ¢! est :
Z1%22 ...2p Z0%2 ... 2n ZOR123 ... Zn Z0.--2n—1
—z129...2n, (1 —20)z2...2n, (L —20)2125...2n (1—20)21...2n-1
0 —29...2p (1 —21)23...2, (1—21)22...2n-1
Jo-1(20,- -y 20)| = 0 0 —Z3...%p (1 —29)23...2n-1
0 0 —Zn 1- Zn—1
1 z2p29...2, 202123 ... 2n 20+ Zn—1
0 20...2, 2123 ...%n 21+ Zp_1
0 —20...2p, (1—21)23...20 (1—=21)22...2n-1
= (2122..-2n) |0 0 —23...2%n (1 —29)23...2n-1
0 0 —Zn 1— 2,1

On obtient donc la formule de récurrence : Dy ,, = 2122 ... 2, D1 . Et donc, on obtient aisément :

3

Doy = z1z§z3 Rl

n-

Xy

Xt + Sl Xt + Snfl

Une densité de Z = <

X +5 X +57777 X+ S,

, X + Sn> est donc définie par :

20...2y) T LemR0 20 Ve
9(z0y .y 2n) = ( 0 ﬂR;(Zo---Zn) x g~ (1=20)21-.. " Igs ((1—20)21...zn)
X ... x e (I7#n-1)zn Lg: (1= zn—1)2n) X 2125 ... 250
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Le produit des exponentielles donne simplement : e*" et les fonctions indicatrices donnent :
Vj e [0,n—1],2; €]0,1] et z, € R%. On obtient ainsi :

(zo coozp)tTheT 222 2 nt
9(205 -+, 2n) = 0 g (20) [ Doar())-
j=0

Finalement, en regroupant les facteurs "par indice" :

X X+ 5 X+ Snoa
Xe+ 51" X +87 7 Xi+Sh

Une densité de Z = ( , Xt + Sn) est définie par :

(Zn)tflJrn e %n ]l]R* (Zn) n—1 B )
9(z0, .- -5 2n) = T(t) - H Zj 1+J]1]0=1[(Z.7')'
3=0
n—1
(b) Puisque I'(t + n) = H (t+7) | I'(t), on peut donc écrire g sous la forme :
Jj=0

(Zn)t—l-i-n e~ %n ]llRi (Zn)

I'(t+mn)

n—1
g(Zo,...,Zn) = [ ‘| H(t-i-j)z;ipr]]l]o)l[(zj').
7=0

Ainsi, on reconnait le premier facteur comme étant une densité de X;1,, :

(Zn)tflJrn e %n ﬂRj (Zn)

L(t+n)

fran(zn) =

La loi de la variable aléatoire X; 4+ .5, est la méme que celle de Xy, donc de densité : fii,. ‘

De méme, dans chacun des autres facteurs, on reconnait que :

X -
La loi de la variable aléatoire — + 551

Xt S5t o pour densité : 25 = (¢ + )4 11 5 (2):
X+ 5, a pour densité : z; — (t + j)z; 10.17(%5)

(c) La densité g du (n+ 1)-uple Z étant le produit des densités marginales, on en déduit que :

Xt Xt+Sl Xt"'Snfl
Xe+ 51" Xe+87 77 X+ S,

Les variables aléatoires du (n + 1)-uple ( , Xt + Sn> sont indépendantes.

(d) e Pour j € [0,n — 1], soit le ¢*-diffeomorphisme ¢, : y € R’ — % € R* . Sa bijection
| J

réciproque est 30]71 :z € RE = —(t+j)z € RY. Puisque Y; admet pour densité fi, on déduit de

—Y;

17.(a) qu'une densité g; de p;(Y;) = " est définie par : g;(z) = ‘(go;l)’(z)‘(fl o gpj_l)(z), et donc :
J

—Y, _
t—i—J' admet pour densité g; : z > (t + 5) e 1g- (2)..
j -

la variable aléatoire

X:+ S

e D’apreés 18.(b), la variable aléatoire s I admet pour densité : Zj (t+j)z;_l+‘j]l]071[(z.j).
t + 9541
En considérant le ¢!-diffeomorphisme f = In de réciproque f~! = exp, on en déduit, d’aprés 17.(a),
X+ 9,
que la variable aléatoire In (L> admet pour densité :
X+ S

t—1+j

zj = (t —l—j)(ezf ) Lyo,1((e*) x €% = (t + j) eltt)z) 1) o,01(25)-

Donc :

Y, X:+S;
les variables aléatoires L et In g admettent la méme densité.
t —+ J Xt =+ Sj+1
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(e) ePourt>0etn>1,0na:

t 1 1
dn+1,t—dn,t=1n( tnt ) -

t+n n+1
) ) 1 .
Or, on a démontré en 16.(a) que : Vo >0, 1 — — <Ilnz < = — 1, et donc on obtient :
T
1 o t+n <hn t+n+1 <t+n+1_1: 1 7
t+n+1 t+n+1 t+n t+n t+n
et donc :
—t _ 1 1 1 1 1—-t

< dn—i—l,t - dn,t < -

(t+n+1)n+1) t+n+1 n+l t+n n+l  (t+n)(n+1)

On distingue alors deux cas :

—t ‘ 1+t

sit > 1, alors on obtient : |d, —dp| <
0 [ = dne] ‘(t—l—n—i—l)(n—f—l)

n(n—i—l);
. max(t,1 —t) 1+t
si0<t<1,alors: |d, —dpt| < < .
¢ N eree ey
1 1 1
e Comme d,, ; n_)—+>000et que m: E_n——l—l’on en déduit que, par télescopie :
+oo +oo +00 +oo
t+1 1 1
i = |3 dern de| € 3 ldeona —ded € 3 i = >z(k 1)
et donc :
t+1
o] < 02
n

(f) On peut effectivement écrire :

3

X+ S
In Hﬁ (X +S,) ;(m Xi+S;1)— ln(Xt—i-Sj))—l—ln(Xt—}—Sn)zln(Xt—i—SO):ln(Xt).

De plus, on a vu en 18.(c) que les variables aléatoires du (n + 1)-uple Z sont indépendantes
. . . Xy Xt + Sn-1
et donc il en est de méme des variables aléatoires 1 y ooy In | ——— |, In(X; + Sy)-
n n meém var r H(Xt+51) H(Xt+sn n(Xy + Sp)
Ainsi, comme In(X;) s’écrit comme la somme de ces variables aléatoires , elle admet comme densité le
produit de convolution des densités des variables aléatoires précédentes.

X+ S5
X+ S
de méme des variables aléatoires X; + S, et X¢ip, et donc de In(X; + S,,) et In(X¢4p,). On en déduit

Y
Or, les variables aléatoires In < ) et ; +J, ont la méme loi d’aprés 18.(d), et il en est
J

n—1
_Y;
que la variable aléatoire In(X;) a la méme loi que Z t—|—Jj + In(X¢4p). Or
j=0
n—l< ) n—1 1 : n—1 1
+ ln(Xt+n) = (— - J ) + ln(Xt+n) - Z 1
o o j+1 t+3 j:Oj-l-l
n—1 1
= — - In(Xyqn) +dne — In(t +
> (57 = 125 ) +(Xekn) + o =7 = I+ )
7=0
et donc :
=1 Y X
In(X;) a la méme loi que la variable aléatoire : — — In | =2 ) 4 dy,s.
n(X:) a la méme loi que la variable aléatoire v+ 271 i+ +n(t+n + dnt
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(g) D’aprés 16.(c), pour ¢ > 0 et n > 2 on peut écrire :

E(ln2 Xt*") < At

t+n (t+n—2)2
2
1n<Xt+") -0 >_0,
t+n

X
la variable aléatoire In (t t+") tend vers 0 en moyenne quadratique.
n

On peut donc écrire :

lim IE(
n—-+oo

ce qui signifie que :

n—1

1 Y; Xiin
(h) D’apres 18.(f), In(X;) a la méme loi que —y+ 2 Trl t—:j (A_—Jrn) +dnt,

X
pour tout n > 1. Or, lorsque n tend vers +o0, In (#) et dy,,; tendent vers 0. Donc :
n

—+o0
1 Y;
In(X;) a la méme loi que la variable aléatoire ’

s X :
Foj—i—l t+7

19. (a) D’apres 18.(f), pour toutn > 1,m > letp >

1, les variables aléatoires 2 In(Xa;), In(X%)
et In(X, +§) ont respectivement les mémes 101s que :

n—1
1 Y; Xotyn
—2 2 - J 21 2y, 21
T 1 2+ * n< T ) T2
m—1 p—1
1 Y Xt-‘,—m 1 Y Xt-l—l-‘,-p

—v+ —— 9 |4ln +d,, ;o =+ : _ J +1n 3 d .
v j:0]+1 t+7 (t—l—m) it Y ;]"’1 t—l—%—‘,—j (t—l—%—l—p ptt+d

On en déduit donc que : 2In(X2) — In(Xy) —In(X,, 1) —2In ()gfr;) a la méme loi que :

n—1

1 Y. — Y Xitm
Ay, =2 D 2y, 0 — —1 s —
' jz::ojﬂ 2ty | Z ' n<t+m) t

p—1

T Z . ! - Y} —1In (_XtJr%er
J

—d, .1,
—~j+1 t+1+j t+§+p> Ptta

avec

1 1 "1
2dp.2t — Ayt — dpt+1 =2In(2t +n) —22——lnt+m)+23—ln(t+§+p>—|—Z—,

Jj=1 Jj=1

. CED WIS RS SR |
_1n<(t+m)(t+%+p)> 2¥_+4Z.+‘; :
Donc :

n—1

Y; Y; Xitm Xiriip (2t +n)?
A, I _ I _ -1 E 1 :
T Zt+§ Zt+] ZH I+ ( ) n( 3 TP e (

=0 =0 t+m)(t+3+p)

Nous allons déterminer m et p afin d’annuler les trois sommes de A, ;
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-Y Y,
Dans la premiére somme, les termes vont de TO a . 7;711 . Ainsi :

2
. . . _Ynfl
e si n est pair, le dernier terme est :

2

2
. ¢ imbair. lo dernier £ ¢ —Yn1 hoisit n ¢ n—1
e si n est impair, le dernier terme est : ————————: on choisit m = et p= .
pair, Tl 5 etp=
. n+1 n .
Ainsi, avec m = {TJ et p= LEJ, on obtient :

t+m)(t+1+p)
Enfin, puisque |z]

~

2 on en déduit que :
r——+00

Xitm X1 2t + n)?
An,t__ln( & )—ln(%)—kln 2t+n) .
t+m t+s5+p (

= (2t +n)? W (2t + n)? (Y
Tn_ln<(t+m)(t+%+p)>na+ool ((t+%)(t+%+%)> . <( )—21 2.

n—-+oo n 2
2
On peut donc conclure que :

La variable aléatoire 21n(Xs;) a la méme loi que la variable aléatoire :

X X
S (Bl ) (Kl
) + Ky + 20 (325) - | oy | - | S )+

avec: lim r, =2In2.
n—-+oo

(b) Comme en 18.(g) et d’aprés 18.(f), lorsqu’on fait tendre n vers 400, on déduit de 19.(a)
que la variable aléatoire 21n(Xy;) admet la méme loi que In(X;) +In(X,, 1) +2In2.

L’espérance de la variable aléatoire 2 In(Xs;) est :

o0 2t—1 ,—x T/ (2t
E(21n(Xa)) :/ P (20)
0

I'(t) S T(2t)
car : u:x— 22 T = =T 5 hour dérivée : v : x s 2Ing e ne,

De la méme maniére, on a aussi les espérances :

]E(ln(Xt))zl;l((tt)) ot : E(1n(Xt+%))=w.

On a donc 'égalité :

(Inol')'(2t) = (Inol')’(¢) + (Inol')’ <t + %) +1n(2?).

En intégrant, on obtient donc :

(Inol")(2t) = (Inol')(¢) 4+ (Inol") (t + %) +tln(2*) +k, oukeR

En passant & ’exponentielle :

1
L(2t) =22 T ()T (t + 5) .
On détermine la constante e¥ avec la valeur particuliére ¢t = 37 ce qui donne :

(1) =2éeT (%) (1) soit: &* L

2r (3)
Finalement, on obtient bien la formule de duplication de Legendre :

1

I'(2s)T (5) =2%7IP(s)I (s + %) .
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n n
——————: on doit donc choisir m = — et p =
t+(2-1)+37 g

2



