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4.(a)

Agrégation Interne 2012

Corrigé de la premiere épreuve

Partie A

On a det M x det Mt = det I,, = 1 avec det M, det M1 € Z (ces deux matrices sont & coefficients dans Z).
Les seuls éléments inversibles de Z sont 1 et -1, donc det M = +1.

Comme det M # 0, M est inversible dans M, (R) et M~! = L *Com(M). Or Com(M) € M, (Z) et
det M = +1, donc M~ € M, (Z), i.e. M € GL,(Z).

e GL,(Z) Cc GL,(R);

o I, € GL,(Z) donc GL,(Z) # 0;

esi M,N € GL,(Z), MN et (MN_l)_1 = NM~! sont & coefficients entiers (car M, M~!, N et N=! le
sont) donc MN~t € GL,

donc GL,,(Z) est un sous-groupe de GL, (R).

A est un sous-groupe de E car c’est I'image du morphisme de groupe 2" — FE

n
()} +— Z Tie;
i=1

Notons A et A’ les réseaux définis par B et B'.

Si A’ C A, les vecteurs de B’ sont éléments de A et sont donc combinaisons linéaires & coefficients entiers de
B : la matrice P est donc a coefficients dans Z. Par symétrie, si A C A/, P~ € M,,(Z). Ainsi, P € GL,(Z)
quand B et B’ engendrent le méme réseau.

Supposons que P € GL,(Z). Soit © € E et notons X et X' les vecteurs coordonnés associés & x dans les
bases B et B’. Comme P et P~! sont & coefficients entiers, nous avons :

reEN =X cZ"—=X=PX' e€Z"=zc A
reEA=Xe7" = X'=PlXeZ"=—=2xcA

Deux bases engendrent donc le méme réseau si et seulement si leur matrice de passage est élément de GL,,(Z).

D’apres le théoréme de Bézout, il existe u,v € Z tels que au + bv = 1. Soit alors y = —ve; + uea. (x,y) est
a —v
b

son déterminant vaut; on en déduit que P € GL2(Z) (question 1.b) et que (z,y) est une Z-base du réseau
Z? (question 3).

une base de R? et la matrice de passage de (£1,¢2) & (2,y) est P = : P est a coefficients entiers et



4.(b)

4.(c)

4.(d)

Appliquons l'algorithme d’Euclide : 101 =2 x 49+ 3 et 49 =16 x 3+ 1, donc
1=49—-16x3=49—16 x (101 —2 x 49) = —16 x 101 + 33 x 49

et (101ey + 49e2, —33e1 — 16¢2) est une Z-base de Z2.

On peut écrire un algorithme récursif qui, appliqué & un couple (a,b) d’entiers premiers entre eux, renvoie
un couple d’entiers (¢, d) tels que ad — bc = £1 :

e si |a| < |b|, on applique la fonction au couple (b, a) et on échange les deux éléments ainsi obtenus ;

e sinon, si b = 0, on envoie (0,1) (on a nécessairement a = +1); si b # 0, on effectue la division
euclidienne de a par b : a = bg + r et on applique la fonction au couple (b, r), obtenant ainsi un couple
(¢, d') tel que bd' —rc’ = £1. On a alors —ac’ +b(d’ 4 g¢’) = %1 et on renvoie le couple (—d' —gc’, —').

En Maple, cela donne :

> calcul := proc(a,b)
local r,q,L;
if abs(a)<abs(b)then
L := calcul(b,a);
[L[2],L[1]]

else
if b=0 then
[0,1]
else
r := a mod b;
q := (a-r)/b;
L := calcul(b,r);
[-L[2]-g*L[1],-L[11];
fi;
fi;
end:

> calcul(101,49);
[-33,-16]

> calcul(-13645,2364553);
[-2218, 384359]

Nous avons A = {ae1+ (a+3p8)ea, o, f € Z} = {161+ 22e2,21, 22 € Z}, en posant e = £1 42 et ea = 3e,.
Comme (e, e3) est libre, A est un réseau de R? associé a la base (g1 + €2, 3¢2).
Soit B’ une autre Z-base de A et Q' une autre base orthonormale de E. Nous avons :

detq/ B’ = detq Q) x detqB x detgBB’ = + deto,, B

car deto Q2 € O, (R) et detgB’ € GL,(Z). La valeur absolue de deto8 ne dépend donc pas des deux bases
choisis. Cette valeur est 'aire des pavés associés au réseau A (un réseau est associé a une infinité de pavages
du plan, mais l'aire du pavé élémentaire de chacun de ces pavages ne dépend que du réseau).



6.(a)

6.(b)

6.(c)

6.(d)

Notons || ||e la norme 7" | x;e; — sup;<;<,, |#;|. Comme E est de dimension finie, les norme || || et || |[oo
sont équivalentes, d’ou 'existence de la constante A > 0.

Soit x € A tel que ||z]|] < R : z s’écrit donc Y ., z,e; avec z; € Z et ;| < R/A pour tout i. Les x; ne
peuvent donc prendre qu’'un nombre fini de valeurs et la boule fermée de centre 0 et de rayon R ne contient
qu’un nombre fini de vecteurs de A.

Posons R = ||e1||. On a clairement : inf ||z|| = inf [|z|| et cette borne inférieure est atteinte,
z€A,z#0 z€A,0<||z||<R

puisque {z € A,0 < ||z|| < R} est fini (et non vide). On en déduit que m(A) est strictement positif et qu’il
existe zp € A tel que m(A) = ||zo]]-

S(A) est non vide (il contient zg), fini (il est contenu dans {x € A, ||z|| < m(A)}) et les parties de la forme
{z,—z}, pour x € S(A), sont de cardinal 2 et partitionnent S(A) : le cardinal de S(A) est donc pair.

Comme conseillé par 1"énoncé, travaillons dans le Q-espace vectoriel F' engendré par les e;.

Chaque vecteur e; est élément de A, donc combinaison linéaire a coefficients dans Z (et donc dans Q), des

vecteurs (ug, ..., u). On en déduit que (u1,...,ux) est une famille génératrice de F.
Si aq,...,qr sont des rationnels tels que aju; + -+ + agur = 0, il existe un entier non nul 8 tel que
Baq, ..., Bayg soient tous entiers. Nous avons alors

(Bai)uy + -+ (Bag)ur =0

ce qui impose Sa; = ... = Bai = 0 car 0 € A admet une unique décomposition de la forme ziuy + - - -+ xxug
avec I, ..., T, € Z. Ainsi, les «; sont tous nuls et (uq,...,ux) est une famille libre, donc une base de F', ce
qui prouve que k = n.

On en déduit que la matrice de passage de (e1,...,en) & (u1,...,u,) est élément de GL,(Q), donc de
GL,(R) : (u,...,up) est une base de E.

On peut dés & présent remarquer que (uq, ..., u,) est une Z-base de A, puisque cette propriété sera utilisée
a la question 10 (d) : le réseau engendré par les u; est contenu dans A car les u; sont éléments de A, et tout
élément de A est par hypothése combinaison a coefficients entiers des vecteurs u;, ce qui donne bien

Zei+ -+ Zep =2Zus + -+ + Zuy,.

Soit « € A : x s’écrit de maniére unique x = x1e1 + - - - + xn €, avec x1,. .., 2, € Z. Comme (e1,...,e,) est
libre, nous avons alors :
re€ED <= x=...=2,=0
ce qui prouve que D1 N A = Ze;.
Comme E; = Vect(eg, ..., e,) est un supplémentaire de Ker p, la restriction de p & E; est un isomorphisme

de Eq sur Imp, i.e. sur F. On en déduit que (p(e1),...,p(e,)) est une base de F'. On a ensuite :
N = {p(zie1 + -+ Tpen), T1,...,0, € Z} = {xap(e2) + -+ + zpuplen), T2,..., 0, € L}

donc A’ est un réseau de F, de Z-base (p(e2),...,p(en)).



9.(a)

9.(b)

9.(c)

9.(d)

9.(e)

Soit # € A. Comme p(x) € A, il existe xa,..., 2, € Z tels que p(x) = xoubh + -+ + z,u,. Le vecteur
T — ToUg — - -+ — TpUy est alors élément de Kerp, i.e. de Dy, et de A : il existe donc z1 € Z tel que

r=x1€1 +ToU2 + -+ + TplUnp.
Soit x = y1e1 + yous + - - - + Ypen, avec yi, ..., Y, € Z, une autre décomposition. Nous avons alors
55211'/2 +eee znu;z = p(:C) = y2u/2 +eee ynu;m

donc x; = y; pour tout i > 2 (les uj forment une base de F'), puis z1e; = yjeq, soit z; = y;. La question 7
prouve donc que (e, usg, ..., u,) est une Z-base de A.

(1 est un morphisme de groupe, donc l'image du sous-groupe G est un sous-groupe de R, contenu dans

©1(A) = Z. Le théoréme de caractérisation des sous-groupes de Z prouve qu'’il existe un entier a1 tel que
©1(G) = a1 Z.

Quand n = 1, ¢; est un isomorphisme d’espace vectoriel de E sur R : sa restriction & G est alors un
isomorphisme de groupe de G sur a; Z (elle est surjective par définition de a; et injective comme restriction
d’une injection). Comme a17 est engendré par a; (qui est non nul car G # {0}), G est engendré par
£1 = @7 ' (a1) : G est ainsi le réseau de E de Z-base (¢1).

On a clairement Ay = ANF;,donc H=GNF, =GNANF, =GNA; H est donc un sous-groupe de FE
(intersection de deux sous-groupes de E) et il est contenu dans A’ : ¢’est donc un sous-groupe de A’.

Soit x € G; ¢1(x) € a1Z, donc il existe m € Z tel que p1(x) = ma; = @1(mbd). Posons v = x — mb :
veEMNG=Hetx=v+mb.

Supposons que x = v’ +m’b avec v' € H et m’ € Z. Alors ma; = p(x) = m’ a1, donc m = m’ (a; est non
nul), puis v = v’ : écriture est donc unique.

Prouvons le résultat par récurrence sur n.
e sin =1, le résultat a été prouvé a la question (b);

e soit n > 2 et supposons que le résultat ait été démontré pour tout réseau d’un espace de dimension
n — 1. Soit G un sous-groupe non réduit & {0} d’un réseau A d’un espace E de dimension n. En
reprenant les notations précédentes, trois cas se présentent :

— si G C Fiy, 'hypothése de récurrence s’applique : G est un sous-groupe non réduit & {0} du réseau
I'; : il existe un sous-espace vectoriel F' de Fy (donc de E) tel que G soit un réseau de F';

— s8i G C Zey, G est un réseau de Vect(ey) d’apres (b) ;

— sinon, H = G N F; est un sous-groupe non réduit & {0} de A; : il existe donc un sous-espace F
de Fy tel que H soit un réseau de Fy. En fixant une Z-base (ea,...,cr) de ce réseau, la famille
(byea,...,ex) est libre (car b € Fy et (eq,...,ex) est un famille libre de F}) : soit F' le sous-espace
qu’elle engendre. D’apres le (d), tout élément de G s’écrit sous la forme mb + xoeq + -+ + kg
avec m, Ta,...,Tr € Z. Réciproquement, pour tout m, xs,...,xx € Z, mb+ xaeo + --- + myer € G
car G est un sous-groupe contenant b, o, ..., . Ceci prouve que G est un réseau de F', admettant
(b,ea, ..., &) pour Z-base.

1 1
10.(a) Eb&A car 0 < HEbH <|o|l = inf ||zl

€N, x#0



1
10.(b) Les r; ne sont pas tous nuls, donc leur P.G.C.D. d est strictement positif. Comme Eb € A, la question

précédente prouve que d = 1, i.e. que mZ + - -+ + r,Z = Z, d’ou 'existence de la famille cherchée.

10.(c)  f est un morphisme de groupe, donc f(A) est un sous-groupe de Z : comme ce sous-groupe contient f(b) =1,
on a nécessairement f(A) = Z.

H = AnZXKer(f) est un sous-groupe (intersection de sous-groupes) contenu A : c’est un sous-groupe de A.

Soit z € A.

e Analyse : supposons que = ab+ u avec a € Z et uw € H. Alors f(z) = f(ab) + f(u) = af(b) = a et
u = x — ab, ce qui prouve 'unicité de la décomposition cherchée.

e Synthese: posonsa = f(x) € Z et u=x—ab. Comme 2,0 € A,u € Aet f(u) = f(x)—af(b) =a—a=0:
u est bien élément de H, ce qui prouve l'existence de la décomposition.

10.(d) Comme H est un sous-groupe de A, on peut appliquer le 9.(e) : il existe une sous-espace vectoriel F' de E
et une base (us,...,u;) de F tels que H soit un réseau de f de Z-base (uz,...,ux). Le (c) et la définition
d’une Z-base prouve que tout élément x de A s’écrit de fagon unique sous la forme

x = ab+ zous + - - + LUK

avec a,xsa, ..., T € Z : comme b, us, ..., ux sont des éléments de A, la question 7 prouve que k = n et que
(b,ua,...,uy) est une Z-base de A (avec le complément démontré a la question 7).

10.(e)  Travaillons dans la Z-base (b, us,...,u,) de A. En notant D; = Rb et F = Di", la question 8 prouve que
p(A) est un réseau de F admettant (p(us),...,p(u,)) pour Z-base.

Partie B : Réseaux et matrices de Gram

1. Pour tous 4,7 € {1,...,n}, Gij = ej.e; = > o mpimp; = > p_y MpiMy; donc G = "M M. Si € est une
base de E, M est la matrice de passage de Q a &, donc det G = (det M)? # 0.

2. Notons P la matrice de passage de & £ : par définition, det A = |det P|, donc det G = (det P)? = (det A).

3. D’apres la question A.3., nous avons :

B est une Z —base de A <= |detgB| =1

< |detgQ x detoB| =1
< |detQB| = |detQE|
—

|detoB| = detA

4.(a) Supposons qu'’il existe une telle isométrie, fixons une Z-base B = (eq, ..., ey) de A et posons B’ = (u(ey),...,u(en));
u réalise alors un isomorphisme de groupe de A sur A’, donc B’ est une Z-base de A’, et

G = (u(es)-u(€j),<; j<p = (€i-€j)1<ij<n = G.

ot



4.(b)

4.(c)

2.(a)

2.(b)

Supposons qu’il existe deux Z-bases B = (e1,...,e,) et B’ = (e},...,el) de A et A’ telles que G = G’. Soit
u 1'isomorphisme de E qui envoie la base B sur la base B’. Nous avons alors :

Va,y € E, u(x).uy) = Z ziyjule;).ulej) = Z riy; Gy = Z ziy;Gij = Z Tiyjei.e; =Ty

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
u est ainsi une isométrie de E et u(A) = A'.
Supposons que A et A’ sont semblables : il existe alors une similitude f, de rapport k& > 0, tel que f(T') =T".

Fixons une Z-base B = (e1,...,e,) de A et posons B’ = (f(e1),..., f(en)). f est encore un isomorphisme
de groupe de A sur A’, donc B’ est une Z-base de A’ et

G = (f(ei)'f(ej)hgi,jgn = (k2 ei-ej)lgi,jgn =k*G.

Supposons qu'il existe deux Z-bases B = (eq,...,e,) et B/ = (e),...,el) de A et A’ et un réel u > 0 tels
que G = p G’. L’isomorphisme f qui envoie B sur B’ vérifie alors :

Va,y € E, f(2)fy) = Y wwyife)fleg) = Y myplee;) =pay

1<i,j<n 1<i,j<n
C’est donc une similitude qui envoie A sur A’.

Comme A et A’ sont semblables, il existe deux Z-bases B et B’ de A et A’ et un réel i > 0 tels que G’ = uG.
On en déduit que (det A')%/™ = (det G')Y/™ = (u™ det G)*/™ = pu (det A)?/™.

D’autre part, notons f une similitude qui envoie ' sur I'V. Nous avons :
A)= inf = inf = A
m\) = it @I = Vit [lell = viAm(s)

donc
T, (A) = m(A)?(det A) =2/ = m(A)%(det A)\ — 2/n) = T,y (A).

Nous avons d’autre part, pour tout x € E, z € S(A) si et seulement si f(z) € S(A'); f étant bijective,
Card(S(A)) = Card(S(A)).

Partie C : Quelques exemples de réseaux

On peut choisir 2 = &,, donc det Z" = |det I,,| = 1. On a clairement :

m(Z™) =1, S(Z") ={(1,0),(0,1),(-1,0),(0,-1)} et Card(S(Z")) = 4.

L’application (Z",+) — (Z/2Z,4+) , ou 0 désigne la classe de n modulo 2, est un morphisme de

groupe : son noyau D,, est donc un sous-groupe de (Z",+).

La famille B = (e;) est une base de R", puisque la matrice de passage de £ & B a un déterminant égal & 2.
Soit A le réseau de R™ engendré par B. Comme les e; sont éléments du sous-groupe D,,, A C D,,.



Soit ¢ € D,,. x s’écrit donc sous les formes :

T =211+ -+ TpEp = Y11 + -+ Ynén

avec x1,...,Tn € Z, x1 + -+ x, = 0 mod 2, les z; et y; étant liés par les relations :
T = Yr — Y2
T2 = Y1t+y2—ys3
r3 = Y3 — Ya
In-1 = Yn—-1—"UYn
Ln = Yn

Ce systeme s’inverse facilement :

1
Yy = §(ZE1+ZE2+"'+SCn)
1
Y2 = 5(—$1+$2+"'+9€n)
ys = T3+ -+ Tn
Yn—1 = Tp—1+ Tn
Yn = Tn

Comme —x1 +xo+ -+ xp =21 + 22+ -+ 2, =0 mod 2, tous les y; sont entiers et x € A. D,, = A est
donc le réseau de R™ engendré par la Z-base B.

2.(c) Soit = z161+ -+ Tnen € Dy \{0}. Si tous les x; sont nuls sauf x;,, ;, est pair et ||z||? > 4 ; sinon, au moins
deux valeurs z; sont nulles et ||z||> > 2, avec égalité par exemple pour 2 = &1 + &3 : on a donc m(D,,) = /2.

Le méme argument prouve que ||z||? = 2 si et seulement si z = ag; +bej avec 1 <i < j<net |a] = b =1,
soit :

S(Dy) ={ag; +bej, 1<i<j<n,abe{-11}} et Card(S(D,)) =4 x ( ; > =2n(n—1).

2.(d) & est une base orthonormale, donc :

det D,, = |detgB| = |det R




2.(e) On obtient facilement :

2.(f) Quand n = 2, B = (e, e2) est 'image de £ = (e1,€2) par la similitude directe (vectorielle) d’angle 7/4 et de

rapport V2
€9 €1
¢ =v= ¢
w 0 61 w

2.(g) Pour n > 3, on a I',(Z") =1 et Ty(D,,) = 2 x 272/" = 21=2/" oL | donc Z" et D,, ne sont pas semblables,
par contraposée du résultat B.4.(c).

3.(a) Ona:

Ay = {:L'1€1 + X969 + X363, T1,T2,23 € Z,x1 + To + T3 = 0}

{:L'1€1 — ($1 + IL'3):L'2€2 + x3€3, T1,x3 € Z}
= {yi(e2 —e1) +y2(e2 —€3), y1,92 € Z}

Comme (g5 — £1,62 — €3) est une base de H, Ay est bien le réseau de H associé a la Z-base B.

3.(b) G(B)G ;)



3.(c)

3.(d)

Pour © = —y1e1 + (y1 + y2)e2 — y3es € A2\ {0}, on peut écrire :

Nz|> =y7 + (1 +v2)> + 93 =25 + v1y2 +43) > 2,
—_—

EN*
avec égalité pour y; = 1 et o = 0 : on a donc m(Ay) = V2.

Pour avoir ||z[|?> = 2, il faut et il suffit que Pon ait y? +y1ya +y3 =1, i.e. 3(y1 +v2)? + (11 —y2)? = 4. lln'y
a que deux facons d’écrire 4 = 3a+ b avec a,b € N, a savoir 4 =3 x 141 et 4 = 3 x 0+ 4. Nous avons donc :

T€S8(A) = ((m+y)’=1Tet (y1—y2)*=1) ou ((y1+y2)> =0et (y1 —y2)° =4)

1+y=lety;—y2=1
ou

y1+y2=—-letys —y2 = -1
ou

= y1+y2=1lety; —ya2 = —1
ou

ynt+y2=—-lety —y2=1
ou

yo=—yrety; =1

= (y1,92) € {(1,0),(—1,0), (0,1),(0,-1),(1, 1), (_Ll)}

soit S(Ag) = {751 + &9,61 — €9,69 — €3, —E2 + €3, —€1 + 3,61 — 53}, qui est de cardinal 6.

_ 2
(i) T2(A2) = 2 x (det G(B)) 12 = 7 # 1 =T42(D3) donc Dy et Az ne sont pas semblables.

(i) G(uy,u2) = <1}2 1{2> = pnG(B) avec p=1/4> 0 : les réseaux A et Az sont donc semblables d’aprés
la question B.4.(b).

(iii) Voici le dessin du réseau A :

Chaque élément du réseau a m(A) = 6 voisins, sommets d’un hexagone régulier, d’ott la qualification de
“réseau hexagonal”.



1.(a)

1.(b)

2.(a)

Partie D

Soit Q = (eq, ..., en) une base orthonormale telle que e; = b1/|]b1]| (€ est par exemple la base orthonormale
obtenue en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & B = (by,us,...,uy)). Nous
pouvons écrire :

Vie {2, ey TL}, U; = A15€1 + A24€2 + -+ + Ap i€n

=p(u;)

ce qui donne :

||b1|| a12 ... Q1n
@22 . a2.n
0 az 2 e azn
det(A) = |det = ||b1]] |det [ : : = ||b1|| det A
an, 2 .. Qpn
0 Gn2 ... GQpmn
car (ea,...,e,) est une base orthonormale de (Rb)*.

Soit m l'entier (ou I'un des deux entiers) le plus proche de v : on a |m — a| < 1/2, donc (m — «)? < 1/4.
Comme zg,b1 € Aet m € Z, x = x9 +mby € A et p(x) = p(xo) = 2'.

Siz =0, 2" =0 et 'inégalité demandée est vérifiée. Sinon, ||b1]| < ||z|| car z est un élément non nul de A,
et comme by et 2’ sont orthogonaux :

162

[ll[* = [1(e = m)by + 2|2 = (& — m)?[[ba|* + [|2/[]* <
4

2
X
e < BE e
d’ou l'inégalité demandée.

Procédons par récurrence sur n.

esin=1T=127Zb et Q= (g1) = (b1/||b1]|) est une base orthonormale de E; le vecteur u; = by est
alors solution du probléme :

0
(5) (e = @eta(inllen)” = Il

e supposons que n > 2 et que le résultat ait été démontré pour tout réseau de dimension n — 1. Soit A
un réseau de E ou F est de dimension n. En reprenant les notations précédentes, il existe donc une
Z-base (wa, ..., wy) du réseau A’ telle que

(n—1)(n—2)

[Dile<(3) ey
1=2

En appliquant le (b) aux vecteurs w;, on construit des vecteurs v; de A tels que

) 4
Vie{2,...,n}||v]* < §||wl|| et p(v;) = w;.

10



2.(b)

3.(a)

3.(b)

1.(a)

1.(b)

D’aprés la question A.8, (b1, ve,...,v,) est une Z-base de A qui vérifie 'inégalité (1) :

n 4 n—1 n 4
ot T el < el () TLhl® < (5)
1=2 1=2

ce qui achéve la preuve par récurrence.

n—1)(n—2 n(n—1
(n=1)n=2) g (n-1)

(Ibal] det A)? = (g) (det A)?

Fixons donc une Z-base (u;) de A vérifiant (1). Comme les u; sont des vecteurs non nuls de A, ||u;|| > m(A),
d’otr :
n(n—1) l/n

m(A)2(m(A)Q")l/né(f[llluz-HQ)l/nS (3)  wenr) =(3) 7 @enpr

n—1

2 N 2
Ona—=T3(42) <y <|= = —, donc vy =
AT s (3) = e

2
7

(i) L’image de A pat I’homothétie z — ﬁx est un réseau A’; semblable & A, tel que m(A’) = 1 et
Ta(A) = Ta(A) = % I suffit donc de montrer que A’ est semblable & As pour démontrer que A l'est
également : cela revient & supposer que m(A) = 1.

2 4

. 4
(if) [lual [ = 1, [Jual* = 1 et [fur|* [lus]|* < 3 (det A) = 3 (

m(\)?
[a(A)

2
> =1, donc ||u1|] = [Juz|| = 1.

m
D’autre part, le déterminant de (u1, uz) dans une base orthonormale est, au signe prés, det A = =

1
Quitte & changer us en —ug, nous pouvons supposer que @ = 1/2 : (u1,u2) a la méme matrice de Gram que
la Z-base qui définit A,, donc A est semblable a As d’apres B.4.a.

(iii) G(u1,us2) est donc de la forme <i a> avec 1 — a? = det G(ug,us) = (det A)?2 = 3/4, i.e. a = +1/2.

Partie E

Soit y € fn(K*). Il existe donc z € K* tel que y = 2™. On a donc yP~D/™ = zP=1 — 1. En effet, = est
élément du groupe multiplicatif K*, qui est de cardinal p — 1 et le théoreme de Lagrange prouve que 'ordre
de x divise ce cardinal.

fm(K*) est donc contenu dans l’ensemble des racines du polynoéme X (p=1)/m _ 1 : comme K est un corps
-1
commutatif, ce polynéme posseéde au plus (p — 1)/m racines, d’ot Card(f,,,(K*)) < L
m
Pour chaque y = fi,(2) € fm(K*), £, ({y}) = {zu, u € ker f,,,} est de méme cardinal que ker f,,,. Comme
K* est la réunion disjointe de ces images réciproques, on obtient :

p—1
m

p—1=Card(K") = Z Card(f,,* ({y}) = Card(f,,(K*)) x Card(ker f,,,) <

x Card(ker fp,)
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1.(c)

2.(a)

2.(b)

2.(c)

2.(d)

3.(a)

3.(b)

4.(a)

soit Card(ker f,,) > m.

Ceci prouve que le polynéme X" — 1 admet au moins m racines dans K* : comme il est de degré m et que
K est un corps commutatif, il est scindé (et méme a racines simples) dans K[X].

Sim=4, X™—-1=(X%2-1)(X?+1) est scindé sur K ; il existe donc 2 € K tel que 22 +1 = 0. Si u est un
entier représentant x, nous avons alors u? + 1 = 0 mod p.

Soit « € A. En écrivant = = ape; + b(ue; + e2) avec a, b € Z, nous avouns :

|z[[* = (ap+bu)® +0° € Z
= b (u*+1)b* mod p

0 mod p

donc ||z||? est un entier divisible par p.

1l existe xg € A tel que ||zg|| = m(A). D’apres (2), nous avons alors :

2
0 <Jzol* =m(A)* < —=p<2p

V3

Comme ||z||? est un multiple de p, ceci impose ||zo||*> = p.

Si p est premier congru a 1 modulo 4, la construction précédente s’applique puisque 4 divise p — 1; on peut
alors écrire xo = ape; + B(uer + e3) avec «, 8 € Z, ce qui donne :

p=|lzo|> = (ap+Bu)*+ 8% =a*+ b

aveca=ap+pfu€Zetb=p¢cZ.

On a cette fois X™ — 1 = (X* —1)(X*+ 1) donc X* + 1 est scindé dans K[X]. Soit donc z € K une racine
de X*+1letz=2—-1/2.0na:

9 24—222+17

T° = 5 —2

z

En choisissant un entier u représentant z, nous avons donc u? 4+ 2 = 0 mod p.

Si p est un nombre premier congru a 1 modulo 8, on peut définir v comme a la question précédente et
considérer le réseau A = Z(pey) + Z(ue; + V3ez). En choisissant o = a pe; + Bluer + V2e3) € A tel que
[|zo|| = m(A), on a comme dans la partie 2 :

[|zo||* = (ap + Bu)? +28% = (v? =0 mod p

2
<2p

0<||$0||2:m(A2)<idetAf QP%

V3

doncp=a?+2b% aveca=ap+BucZetb=p¢cZ.

+2)32
2
V3

p U
0 V2

La preuve est encore identique : quand m =3, X™ —1 = (X — 1)(X%2+ X + 1) donc X2 + X + 1 est scindé
dans K[X].
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4.(b)

4.(c)

Le lien existant entre les racines de X2 + X + 1 et de X2 + 3 ne semble pas évident. On peut le deviner
expérimentalement, en utilisant Maple : I'instruction ci-dessous calcule et affiche, pour les premieres valeurs
possibles de p, les listes des racines des deux polynémes :

> for q from 2 to 30 do
p := 1+3xq;
if isprime(p) then
L1 := NULL; L2 := NULL;
for x to p-1 do
if x"2+x+1 mod p = O then L1 := L1,x fi;
if x"2+3 mod p = 0 then L2 := L2,x fi;

od;
print (p, [L1], [L2])
fi;
od:
7,12,4],[2, 5]
13,[3,9],[6, 7]
19, [7, 11], [4, 15]

31, [5,25],[11, 20]
37,110, 26], [16, 21]
43,6, 36], [13, 30]
61, [13,47],[27, 34]
67,[29, 37], 8, 59]
73,8, 64],[17,56]
79, [23, 55], [32, 47]
On peut conjecturer que les racines de X243 sont z—y et y —x, ot = et y sont les deux racines de X2+ X +1,

ce qui se vérifie facilement. En effet, les relations entre racines et coefficients donnent x +y = —1 et zy = 1,

donc

(x—y)P=2>-2ay+y’=—2-1-2-y—1=-3

En choisissant un entier u représentant = — y, nous avons donc u? + 3 = 0 mod p.
Soit = apey + B(uey + \/geg) € A. Nous avons
l|z]]*> = (ap + Bu)? +36% = (u? +3) B2 = 0 mod p
D’autre part, pour a € Z/4Z, a*> = 0 ou 1, donc pour a,b € Z/47Z, a® + 3b*> # 2; on en déduit que ||z||> n’est

pas congru a 2 modulo 4, ce qui revient a dire qu’il est ou impair, ou divisible par 4.

Comme 3 divise p— 1, on peut appliquer les résultats (a) et (b). En choisissant g = a pe; +B(ue; +v/3ez) € A
tel que ||zo|| = m(A), ||zo|]? est un multiple de p qui est soit pair, soit divisible par 4. Or :

=2p

2 2 U
0 < ||lzol|? = m(As) < —= det A = — |?

donc [|zo]]? = p, puisque 2p n’est ni impair, ni multiple de 4, ce qui donne p = a? +3b? avec a = ap+ Pu € Z
et b= € Z.
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