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Feuille d’exercices 5 :

Normes

! » Exercice 1 : Meilleures équivalences sur R?
On se place sur R? muni des normes || - ||, classiques. On note B,(0,7) la boule fermée de
centre 0 et de rayon r > 0 pour la norme || - ||,

1. Pour d = 2, trouver les rayons r_ et r, optimaux tels que
B1(0,7_) C Bs(0,1) C By(0,r) .
En déduire des constantes C™ et C’}r’oo optimales telles que
Vo eR?, Ozl < ol < Ol -

2. Pour tout d > 1, trouver par des estimations les constantes C°*(d) et C>%(d)
optimales telles que

Vo eR?, CZ(d) |lolle < lall: < CT(d) |2l -

Exercice 2 : Le pourquoi du nom < infini > pour la norme du sup
Soit z € RY, montrer que

d
1/p
zll, = (Zl B9 EPE—— [7]lec = sup [z .
1=

i=1...d

! » Exercice 3 : Une norme sur les polynémes
Soit R,[X], I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & n € N. On choisit
To, T1, Ta, ... ,Tn, (n+ 1) réels distincts. Montrer que

IPIl = sup |P(z:)|
définit une norme sur R, [X].

Pour n = 1, zg = 0 et x; = 1, déterminer et dessiner 'ensemble des (a,b) € R? tels
que les polynomes aX + b forment la boule unité B(0, 1) de R, [X] relativement a la norme
ci-dessus.

Exercice 4 : L’expression || f|| = fol |f(x)| dz définit-elle une norme

1. sur I’ensemble des fonctions réelles continues sur R 7
2. sur l'ensemble des fonctions réelles continues sur [0, 1] ?
3. sur I'ensemble des polynomes réels d’'une variable réelle définis sur R ?

Exercice 5 : Norme sur les matrices

Soit £ = M,,(R) I'ensemble des matrices A de taille n x n a coefficients réels. On munit
E de la norme ||A|| = max; j|a;;|. Justifier qu’il s’agit bien d'une norme et qu’il existe
des constantes C' et C” telles que, pour tous A, B dans E et pour tout z € R", on a

[Az]le < ClA[- Izl et [[AB]| < C'IA]-|IB]| .



! » Exercice 6 : Un fermé borné non compact
Soit £ = (*°(N) I'ensemble des suites bornées réelles U = (u,)nen. On munit F de la
norme ||U|s = sup,ey [tn]. On définit la suite (U*)peny C E avec uf = 1 si k = n et
uf = 0 si k # n. Montrer que la suite (U*) est une suite bornée de E' dont on ne peut pas
extraire de sous-suite convergente.

Exercice 7 : La topologie des fonctions lipschitziennes
Soit Lip(R) ’ensemble des fonctions lipschitziennes de R dans R. Pour tout f € Lip(R),

on pose
f(z) = fv)]
Il = [f(O)] + sup
ary 2=l
Montrer que || - || est bien une norme sur Lip(R).

Exercice 8 : Equivalence de normes en dimension finie
On considere E = Ry[X]| = {aX?+bX +c¢, (a,b,c) € R*} 'ensemble des polynomes réels
de degré au plus 2. On considere les normes

1
1P|l = / P(@)|de et [P = max {lal, bl c]} -

1. Montrer qu’il existe C' tel que ||P||; < C||P|| et donner la meilleure constante C
possible.

2. Montrons par I'absurde Iexistence d’une constante C’ > 0 telle que ||P|| < C'||P]};.

Montrer que si une telle constante n’existe pas, il existerait une suite (P, )nen de

polynomes non nuls telle que ||B,|| > nl||P,||:-

On pose @, = P, /|| P.||, montrer que 'on a ||@Q,| =1 et ||Qn]1 — O.

4. Montrer que I'on peut extraire une sous-suite (Q,@)) telle que les suites des coeffi-
cients (ap(n)), (bpm)) €t (cpm)) convergent. Montrer que leur limite est forcément 0
et obtenir une contradiction.

&

! » Exercice 9 : Non-équivalence de normes en dimension infinie
On considere £ = C°([0, 1], R) que 'on munit des normes classiques

1
1l = / f@lde  ou  [flle = max | f(2)

z€(0,1]

1. Montrer qu’il existe une constante C' telle que pour tout f dans E, on a || f]|; <
C||flls (on cherchera la meilleure constante C' possible).
2. Montrer qu’il n’existe pas de constante C” telle que || fle < C'||f]l1-

Exercice 10 : Normes euclidiennes ou non
On considere un espace vectoriel normé (E, | - ||) et 'on suppose que sa norme est issue
d’un produit scalaire (-|-), c’est-a-dire que l'on a ||z|| = \/{(x|z).

1. Montrer que 'on a l'identité
Vo,y € E, |z +yl* + [l — ylI* = 2l|=* + 2ly|* .
En sachant qu’elle s’appelle identité du parallélogramme, lui trouver une interprétation
géométrique.

2. Montrer que la norme || - ||; sur R™ n’est pas issue d'un produit scalaire.
3. Montrer que la norme || - ||o sur C°([0, 1], R) n’est pas issue d’un produit scalaire.



