
Corrig�e de e3a 2006 PC �Epreuve Apartie I1. (a) Tn : R[X℄ �! R[X℄ est �a l'�evidene lin�eaire et v�eri�e Tn Æ Tn = Tn; don Tn est un projeteur de R[X℄:1. (b) Comme : 8P 2 R[X℄; Tn(P ) 2 Rn (X℄ et que : 8P 2 Rn [X℄; Tn(P ) = P; il est lair que :Im (Tn) = Rn [X℄:1. () On a, pour tout P =Xk>0 pkXk 2 R[X℄; puisque Tn est un projeteur :P 2 Im (Tn) () Tn(P ) = P () �8 k > n+ 1; pk = 0� () Xn+1 j P() �9Q 2 R[X℄; P = Xn+1Q� () P (x) = ox �! 0(xn):2. (a) Soit P 2 R[X℄:� Si P 6= 0; notons N = deg (P ) 2 N; P = NXk=0 pkXk; pN 6= 0:On a : '(P ) = NXk=0 pk(X + X2)k: Il est lair alors que deg �'(P )� = 2N = 2deg (P ):� Si P = 0; alors '(P ) = 0; don deg �'(P )� = �1 = 2deg (P ):On onlut : 8P 2 R[X℄; deg �'(P )� = 2deg (P )2. (b) � Il est imm�ediat que ' est lin�eaire.Soit P 2 Ker ('): Si P 6= 0; alors, d'apr�es (a), deg �'(P )� = 2deg (P ) 2 N; don '(P ) 6= 0:Cei montre : Ker (') = f0g; et on onlut :' est injetive� D'apr�es (a), pour tout P 2 R[X℄; le degr�e de P est �1 ou un nombre pair, don ' n'atteint pas lespolynômes de degr�e impair. Par exemple, X n'a pas d'ant�e�edent par ': On onlut :' n'est pas surjetive3. (a) On alule les '4(Xj); 0 6 j 6 4 :'4(1) = T4�'(1)� = T4(1) = 1;'4(X) = T4�'(X)� = T4(X + X2) = X+X2'4(X2) = T4�'(X2)� = T4�(X + X2)2� = X2 + 2X3 +X4'4(X3) = T4�'(X3)� = T4�(X + X2)3� = X3 + 3X4'4(X4) = T4�'(X4)� = X4:On en d�eduit, la matrie M4 de '4 dans la base anonique de R4 [X℄ :M4 = 0BBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 1 1 0 00 0 2 1 00 0 1 3 11CCCA :1



3. (b) Soit n 2 N tel que n > 2:Soit j 2 f0; :::; ng: On a, en utilisant la formule du binôme de Newton :'n(Xj) = Tn�'n(Xj)� = Tn�(X + X2)j� = Tn� jXk=0CkjXj�k(X2)k�= Tn� jXk=0CkjXj+k� =[i=j+k℄ Tn� 2jXi=j Cj�ij Xi� = Min (2j;n)Xi=j Ci�jj Xi:On a don : 8 (i; j) 2 f0; :::; ng; mij = 8><>: 0 si i < j� i� jj � si i > jCei montre que Mn est triangulaire inf�erieure.4. (a) La matrie arr�ee M4 est triangulaire inf�erieure et �a termes diagonaux tous non nuls, don M4 estinversible.On a, pour tout X = t(x0; :::x4) 2 R5 et tout Y = t(y0; :::; y4) 2 R5 :MX = Y () 0BBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 1 1 0 00 0 2 1 00 0 1 3 11CCCA0BBB�x0x1x2x3x41CCCA = 0BBB� y0y1y2y3y41CCCA() 8>>>>>><>>>>>>:x0 = y0x1 = y1x1 + x2 = y22x2 + x3 = y3x2 + 3x3 + x4 = y4 () 8>>>>>><>>>>>>:x0 = y0x1 = y1x2 = y2 � y1x3 = y3 � 2(y2 � y1) = y3 � 2y2 + 2y1x4 = y4 � (y2 � y1)� 3(y3 � 2y2 + 2y1) = y4 � 3y3 + 5y2 � 5y1:On onlut : M�14 = 0BBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 �1 1 0 00 2 �2 1 00 �5 5 �3 11CCCAOn peut ontrôler M4M�14 = I5 en e�etuant le produit matriiel.4. (b) Soit n 2 N tel que n > 2: Puisque la matrie arr�ee Mn est triangulaire (inf�erieure) �a termes diagonauxtous non nuls, Mn est inversible.Il en r�esulte que 'n est bijetif.4. () Puisque Mn est triangulaire inf�erieure �a termes diagonaux tous non nuls, d'apr�es le Cours, sa matrieinverse est aussi triangulaire inf�erieure .5. (a) � On a : 8 i 2 f0; :::; ng; Tn�(X + X2)j� = Tn�'(Xi)� = 'n(Xi):Comme 'n est un endomorphisme bijetif de Rn [X℄ et que B = (Xi)06i6n est une base de Rn [X℄;B0 = �'n(Xi)�06i6n est aussi une base de Rn [X℄:� Comme Mn = MatB('n) et que B0 = 'n(B), la matrie de passage de B �a B0 est Mn:D'apr�es le Cours, la matrie de passage de B0 �a B est don Qn =M�1n :2



5. (b) D'apr�es la d�e�nition de Qn; on a :8 j 2 f0; :::; ng; Xj = nXi=0 qijTn�(X + X2)i�;d'o�u, d'apr�es 1. () :8 j 2 f0; :::; ng; xj = nXi=0 qij�(x+ x2)i + o(xn)� = nXi=0 qij(x + x2)i + o(xn):5. () Soit j 2 f0; :::; ng:On a : nXi=0 qi;j(x+ x2)i + o(xn) = xj = (x+ x2)xj�1 � xj+1= (x+ x2)� nXi=0 qi;j�1(x+ x2)i + o(xn)�� � nXi=0 qi;j+1(x+ x2)i + o(xn)�= nXi=0 qi;j�1(x+ x2)i+1 � nXi=0 qi;j+1(x + x2)i + o(xn)= n+1Xi=1 qi�1;j�1(x+ x2)i � nXi=0 qi;j+1(x + x2)i + o(xn)= �q0;j+1 + nXi=1(qi�1;j�1 � qi;j+1)(x + x2)i + o(xn);le terme qn;j�1(x+ x2)n+1 rentrant dans le o(xn):Ainsi : (q0;j + q0;j+1) + nXi=1(qi;j � qi�1;j�1 + qi;j+1)(x+ x2)i + o(xn) = 0:On en d�eduit q0;j + q0;j+1 = 0; puis 8 i 2 f1; :::; ng; qi;j � qi�1;j�1 + qi;j+1 = 0; ar sinon, le premiermembre aurait un �equivalent en �x�; � 6= 0; ontradition ave le seond membre.On onlut :Pour tout (i; j) 2 N2 tel que 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 n� 1; on a : qi;j = qi�1;j�1 � qi;j+15. (d) La premi�ere olonne et la diagonale de Q5 sont onnues :Q5 = 0BBB� 10 10 10 10 11CCCA :
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On obtient suessivement :q2;1 = q1;0 � q2;2 = 0� 1 = �1q3;2 = q2;1 � q3;3 = �1� 1 = �2q3;1 = q2;0 � q3;2 = 0� (�2) = 2q4;3 = q3;2 � q4;4 = �2� 1 = �3q4;2 = q3;1 � q4;3 = 2� (�3) = 5q4;1 = q3;0 � q4;2 = 0� 5 = �5q5;4 = q4;3 � q5;5 = �3� 1 = �4q5;3 = q4;2 � q5;4 = 5� (�4) = 9q5;2 = q4;1 � q5;3 = �5� 9 = �14q5;1 = q4;0 � q5;2 = 0� (�14) = 14:On onlut : M5 = 0BBBBB� 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 00 1 1 0 0 00 0 2 1 0 00 0 1 3 1 00 0 0 3 4 1
1CCCCCA et Q5 = 0BBBBB� 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 00 �1 1 0 0 00 2 �2 1 0 00 �5 5 �3 1 00 14 �14 9 �4 1

1CCCCCA :On peut d'ailleurs ontrôler que le produit de M5 par Q5 est bien l'identit�e.5. (e) La v�eri�ation, dans le as n = 5, de la formule propos�ee est imm�ediate.Nous allons prolonger l'�enon�e en d�emontrant ette formule pour tout (i; j):La formule envisag�ee s'�erit :qi;j = (�1)i+j ji � 2i� j � 1i� j � = (�1)i+j ji (2i� j � 1)!(i� j)!(i� 1)! = (�1)i+j j (2i� j � 1)!(i� j)!i! :La formule est vraie lorsque j = 0 et i > 1; puisqu'alors : qi;0 = 0:La formule est vraie pour j = i, puisqu'alors : qii = C0i�1 = 1:Supposons la formule vraie pour (i� 1; j � 1) et pour (i; j + 1):On a alors :qi;j = qi�1;j�1 � qi;j+1= (�1)i+j�2(j � 1)�2(i� 1)� (j � 1)� 1�!(i� j)!(i� 1)! � (�1)i+j+1(j + 1)�2i� (j + 1)� 1�!(i� j � 1)!i!= (�1)i+j(j � 1) (2i� j � 2)!(i� j)!(i� 1)! + (�1)i+j(j + 1) (2i� j � 2)!(i� j � 1)!i!= (�1)i+j (2ij � 2)!(i� j)!i! �(j � 1)i+ (j + 1)(i� j)�= (�1)i+j (2i� j � 2)!(i� j)!i! j(2i� j � 1) =( �1)i+jj (2i� j � 1)!(i� j)!i! ;e qui montre la formule pour (i; j): 4



partie II1. (a) Puisque x+ x2 �!x �! 0 0; on peut omposer les d�eveloppements limit�es en 0, don :f(x+ x2) = P (x+ x2) + o(xn) = �Tn�P (x+ x2)�+ o(xn)�+ o(xn) = Tn�P (x+ x2)�+ o(xn):1. (b) Notons P = nXk=0 pkXk: On a alors, par produit de matries :f(x+ x2) = nXi=0 nXj=0mijpjxi + o(xn) = nXi=0 � jXi=0 � ji� j� pj�xi + o(xn):2. (a) Ii, g(x) = 11 + x+ x2 ; f(x) = 11 + x = 1� x+ x2 � x3 + x4 + o(x4):On e�etue : M40BBB� 1�11�11 1CCCA = 0BBB� 1�101�11CCCA ; don : g(x) = 1� x+ x3 � x4 + o(x4):2. (b) Diretement :g(x) = 11 + (x+ x2) = 1� (x+ x2) + (x+ x2)2 � (x+ x2)3 + (x+ x2)4 + o(x4)= 1� (x+ x2) + (x2 + 2x3 + x4)� (x3 + 3x4) + x4 + o(x4) = 1� x+ x3 � x4 + o(x4):Ou bien, enore plus simplement :g(x) = 11 + x+ x2 = 1� x1� x3 = (1� x)�1 + x3 + o(x3)� = 1� x+ x3 � x4 + o(x4):3. (a) Soit f d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0, somme d'une s�erie enti�ere de rayon de onvergene R > 0 :8x 2 ℄�R ;R[; f(x) = +1Xn=0�nxn:� Si R = +1; alors, pour tout x 2 R; la s�erie num�erique Xn>0�n(x+ x2)n onverge, don 
 = R:� Supposons R 2 ℄0 ; +1[:L'�etude des variations de la fontion � : x 2 R 7�! �(x) = x+ x2 est imm�ediate.
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On en d�eduit les variations de la fontion j� j :
L'ouvert 
 est l'ensemble �x 2 R ; j�(x)j < R	:� Si 0 < R < 1=4; alors l'�equation j�(x)j = R; d'inonnue x 2 R; admet quatre solutions a; b; ; d tellesque a < b <  < d; et on a : 
 =℄a ; b[[ ℄ ; d[:Le alul de a; b; ; d est imm�ediat :a = �1�p1 + 4R2 ; b = �1�p1� 4R2 ;  = �1 +p1� 4R2 ; d = �1 +p1 + 4R2 :� Si R = 1=4; alors l'�equation j�(x)j = R; d'inonnue x 2 R; admet trois solutions a; b = ; d telles quea < b < d et on a : 
 =℄a ; b[[ ℄b ; d[:Le alul de a; b; d est imm�ediat :a = �1�p22 ; b =  = �12 ; d = �1 +p22 :� Si R > 1=4; alors l'�equation j�(x)j = R; d'inonnue x 2 R; admet deux solutions a; d telles que a < d,et on a : 
 =℄a[:Le alul de a; d est imm�ediat :a = �1�p1 + 4R2 ; d = �1 +p1 + 4R2 :3. (b) D'apr�es la formule du binôme de Newton, on a :gN (x) = NXn=0�n(x+ x2)n = NXn=0�nxn(1 + x)n= NXn=0�nxn nXj=0�nj �xj = NXn=0�n nXj=0�nj �xn+j =[k=n+j℄ NXn=0�n� 2nXk=n� nk � n�xk�:En �ehangeant l'ordre des deux sommations par le th�eor�eme de Fubini, on obtient :gN(x) = 2NXk=0 �Min (k;N)Xn=k=2 �n� nk � n��xk :
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3. () On note �k = kXn=k=2 �n� nn� k� et hN (x) = NXk=0�kxk :On a alors :��hN (x) � gN(x)�� = ��� NXk=0 kXn=k=2�kxk � 2NXk=0Min (k;N)Xn=k=2 �n � nk � n�xk���= ��� 2NXk=N+1 NXn=k=2 �n � nk � n�xk���6 2NXk=N+1 NXn=k=2 j�nj� nn� k� jxjk =j=k�n NXn=N+12 j�nj� nXj=0�nj � jxjj�jxjn= NXn=N+12 j�nj�1 + jxj�njxjnr = NXn=N+12 j�nj�jxj+ x2)n 6 NXn=N=2 j�nj�jxj+ x2�n:3. (d) � Si jxj+ x2 < R; alors la s�erie num�erique Xn>0 j�nj(jxj+ x2)n onverge, don hN (x) � gN(x) �!N1 0:Mais gN (x) �!N1 f(x+ x2): Don : hN (x) �!N1 f(x+ x2):Cei montre que x 7�! f(x+ x2) est d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0, de rayon > �1 +p1 + 4R2 :� On retrouve ainsi le d�eveloppement limit�e de x 7�! f(x+ x2) d�ej�a obtenu en II 1. (b), par tronaturedu polynôme ompos�e P (x+ x2):4. (a) On a, pour tout x 2 ℄� 1 ; 1[ :g(x) = 11 + x+ x2 = 1� x1� x3 = (1� x) +1Xn=0(x3)n = +1Xn=0x3n � +1Xn=0x3n+1 = +1Xk=0 akxk ;en notant : ak = 8><>: 1 si k = 3n; n 2 N�1 si k = 3n+ 1; n 2 N0 si k = 3n+ 2; n 2 N:4. (b) D'apr�es 3. (d) : f(x) = 11 + x; �n = (�1)n; �k = kXn=k=2�n � nk � n� = Sk:On a don : Sk = 8><>: 1 si k = 3n; n 2 N�1 si k = 3n+ 1; n 2 N0 si k = 3n+ 2; n 2 N:
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partie III1. (a) � L'�etude des variations de a : x 2 R 7�! u = a(x) = x+ x2 est imm�ediate :
Il est lair que les intervalles ouverts I et J , ontenant 0 et aussi grands que possible, tels que a d�e�nisseune bijetion de I sur J sont : I = ℄� 1=2 ;+1[; J =℄� 1=4 ;+1[:� On a, pour tout (x; u) 2 ℄� 1=2 ;+1[�℄� 1=4 ;+1[ :u = a(x) () x2 + x� u = 0 () x = �1 +p1 + 4u2 ;ar l'autre solution, �1�p1 + 4u2 n'est pas dans ℄� 1=2 ;+1[:Il en r�esulte : 8u 2 i� 14 ;+1h; a�1(u) = �1 +p1 + 4u21. (b) D'apr�es le Cours, la fontion v 7�! (1 + v)1=2 est d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0, de rayon 1 et, pourtout v 2 ℄� 1 ; 1[ :(1 + v)1=2 = 1 + +1Xn=1 12�12 � 1� � � ��12 � n+ 1�n! vn = 1 + +1Xn=1 1(�1)(�3) � � � (�2n+ 3)2nn! vn= 1++1Xn=1(�1)n�1 1 � 3 � � � (2n� 3)2nn! vn = 1++1Xn=1(�1)n�1 (2n� 2)!2n2n�1(n� 1)!n!vn = 1++1Xn=1(�1)n�1 (2n)!(2n� 1)22n(n!)2 vn:D'o�u, pour tout u 2℄� 1=2 ;+1[; en rempla�ant v par 4u : a�1(u) = +1Xn=0 (�1)n�1(2n)!(2n� 1)(n!)2 un:Cei montre que a�1 est d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0 et que le rayon de onvergene est 1=4:8u 2 i� 14 ; 14h; a�1(u) = +1Xk=0 (�1)k�1(2k)!(2k � 1)(k!)2 uk; R = 141. () On a : x = a�1(u) = +1Xk=0 bkuk = +1Xk=0 bk(x+ x2)k = nXk=0 bk(x + x2)k + ox �! 0(xn);don, pour tout n 2 N, d'apr�es I 1. () :X = Tn�+1Xk=0 bk(X + X2)k� = nXk=0 bkTn(X + X2)k = nXk=0 bkTn�'(Xk)� = nXk=0 bk'n(Xk);don les bk sont les oeÆients de la 2�eme olonne de Qn =M�1n :8



1. (d) On a obtenu en 1. : bk = (�1)k�1(2k)!(2k � 1)(k!)2 = (�1)k+1 1k � 2k � 2k � 1 � = qk;1;et on retrouve ainsi un r�esultat de I 5. (e).2. (a) � Pour tout w 2 C �x�e, l'�equation z + z2 = w; d'inonnue z 2 C ; admet deux solutions z1; z2 et on a :z1 + z2 = �1 don es deux solutions restent sym�etriques par rapport au point d'aÆxe �1=2:� Soient (x; y) 2 R2 ; z = x+ i y: On a :�(z) = z + z2 = (x+ i y) + (x+ i y)2 = x+ i y + x2 + 2 ixy � y2;d'o�u, en s�eparant partie r�eelle et partie imaginaire, et en notant w = �(z) = u+ i v; (u; v) 2 R2 :u = x+ x2 � y2 et v = y + 2xy:Si y = 0; alors u = x+ x2 2 R et x+ x2 2 ℄� 1=4 ;+1[:Il en r�esulte que �(�) � U; o�u U est le plan priv�e de la demi-droite ferm�ee r�eelle ℄�1 ;�1=4[:R�eiproquement, soit w = u+ i v 2 U:L'�equation z + z2 = w, d'inonnue z 2 C ; admet deux solutions z1; z2: En notant z1 = x1 + i y1; z2 =x2 + i y2; x1; x2; y1; y2 2 R; on a v = (2x1 + 1)y1 = (2x2 + 1)y2: Si v 6= 0; alors x1 6= �1=2; et, ommex1 + x2 = Re (z1 + z2) = �1=2; l'un des deux points z1 ou z2 est dans � et l'autre n'y est pas.On onlut : � : � �! U est bijetive.� L'appliation � : (x; y) 7�! (x + x2 � y2; y + 2xy) est de lasse C1 par les th�eor�emes g�en�eraux.On alule, pour tout (x; y) 2 �, le d�eterminant jaobien de � en (x; y) :det �J�(x; y)� = ���� 1 + 2x 2y�2y 1 + 2x ���� = (1 + 2x)2 + (2y)2 > 0:Ainsi, le jaobien de � en tout point de � est non nul.D'apr�es un th�eor�eme du Cours, on onlut :� est un C1-di��eomorphisme de � sur U
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2. (b) Soient k 2 ℄� 1=2 ;+1[; Dk la droite d'�equation x = k.Une repr�esentation param�etrique de �(�) est don, ave les notations pr�e�edentes :u = k + k2 � y2 et v = y + 2ky = (1 + 2k)y; y 2 R:En �eliminant y, on obtient une �equation art�esienne de �(�) :u = k + k2 � � v1 + 2k�2 () (1 + 2k)2u = (k + k2)(1 + 2k)2 � v2 () v2 = (1 + 2k)2�� u+ (k + k2)�:On onlut que l'image de Dk par � est la parabole d'axe Ou, de sommet O, de foyer F (�p=2; 0�; o�u :p2 = k + k2 � (1 + 2k)24 = �14 :3. D'apr�es III 1. (b), le rayon de onvergene de la s�erie enti�ere Xk bkwk est 1=4:L'appliation � : w 7�! �(w) = +1Xk=0 bkwk est don d�e�nie sur le disque ouvert jzj < 1=4: Sur e disque,par op�erations sur les s�eries enti�eres, l'appliation  : w 7�! (w) = ��(w)�2+�(w)�w est d�eveloppableen s�erie enti�ere, not�ee +1Xk=0 kwk :Dans le as partiulier o�u w est r�eel, en notant w = u 2℄� 1=4 ; 1=4[; on a : (u) = 0; ar �(u) = a�1(u):Par uniit�e du d�eveloppement en s�erie enti�ere de la fontion nulle, on a don : 8 k 2 N; k = 0:Il en r�esulte alors que  est la fontion nulle sur le disque jzj < 1=4: On obtient ainsi ���(w)� = w:Montrons en�n que, pour tout w dans le disque jwj < 1=4; on a �(w) 2 �:Soit w 2 C tel que jwj < 1=4: Mettons w sous forme trigonom�etrique : w = � e i �; � 2 R+ ; � 2 R:On a :Re ��(w)� = Re�+1Xk=0 bkwk� = Re�+1Xk=0 bk�k e i k��= +1Xk=0 bk�k os(k�) > �+1Xk=0 jbkj�k = +1Xk=0 bk(��)k = a�1(��) > �12 :Cei montre que �(w) 2 �; et don �(w) = ��1(w):Finalement : 8w 2 C ; jwj < 1=4 =) �(w) = ��1(w)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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