
Corrig�e de l'�epreuve d'Analyse du Conours 2006Jean-Marie MonierPartie I1) On a : 8 t 2 R; u0(t) = �u01(t); u02(t)� = �u2(t); �u1(t)� qu1(t)3�;don u est solution de l'�equation di��erentielle (E) x0 = f(t; x); o�u :f : R � R2 �! R2 ; (t ;x1; x2) 7�! (x2; �x1 � qx31):2) En notant z = u1 + iu2; on a, pour tout t 2 R :z0(t) = u01(t) + iu02(t) = u2(t)� iu1(t) = �i�u1(t) + iu2(t)� = �iz(t):Par r�esolution d'une �equation di��erentielle lin�eaire du premier ordre, �a oeÆients onstants etsans seond membre, il existe don C 2 C tel que :8 t 2 R; z(t) = Ce�it:En notant C = a+ ib; (a; b) 2 R2 ; on obtient :8 t 2 R; u1(t)+iu2(t) = z(t) = Ce�it = (a+ib)(os t�i sin t) = (a os t+b sin t)+i(�a sin t+b os t);don : 8 t 2 R; (u1(t) = a os t+ b sin tu2(t) = �a sin t+ b os t:On onlut : 9 (a; b) 2 R2 ; 8 t 2 R; u(t) = (a os t+ b sin t; �a sin t+ b os t):L'ar param�etr�e u est le erle de entre O(0; 0), de rayon pa2 + b2; parouru dans le sens indiret.3) a) On a :�x21 + q2x41 + x22�0 = 2x1x01 + 2qx31x01 + 2x2x02 = 2(x1 + qx31)x01 + 2x2x02= 2(x1 + qx31)x2 + 2x2(�x1 � qx31) = 0:Il existe don p 2 R tel que : x21 + q2x41 + x22 = p:Autrement dit, l'image de u est inluse dans la ourbeCp = n(x1; x2) 2 R2 ; x21 + q2x41 + x22 = po:3) b) Il est lair que : p = x21 + q2x41 + x22 > 0:De plus, si p = 0; alors x1 = x2 = 0; don u est onstante �egale �a (0; 0):1



3) ) La ourbe Cp est sym�etrique par rapport aux deux axes de oordonn�ees et par rapport �al'origine, elle ressemble �a un erle ovalis�e.En notant F : R2 �! R; (x1; x2) 7�! F (x1; x2) = x21 + q2x41 + x22;la tangente en un point de Cp est normale au gradient ����������!gradF (x1; x2):En partiulier, en haque point d'intersetion de Cp ave un axe de oordonn�ees, la tangente �a Cpen e point est parall�ele �a l'autre axe de oordonn�ees.3) d) L'appliation z : t 2 R 7�! u1(t) + iu2(t) 2 C est de lasse C1 sur R ar u1 et u2 sontd�erivables et, d'apr�es le syst�eme di��erentiel, u01 et u02 sont aussi d�erivables, don ontinues.De plus, omme p > 0; on a, pour tout t 2 R; �u1(t); u2(t)� 6= (0; 0), don z(t) 6= 0:Ainsi, l'appliation Z : t 2 R 7�! Z(t) = z(t)jz(t)j est de lasse C1 sur l'intervalle R:D'apr�es le th�eor�eme de rel�evement, il existe � : R �! R de lasse C1 sur R telle que :8 t 2 R; Z(t) = ei�(t):En notant � : t 2 R 7�! jz(t)j 2 R; � est de lasse C1 sur R; �a valeurs > 0 et on a :8 t 2 R; z(t) = �(t) ei�(t);d'o�u : 8 t 2 R; (u1(t) = �(t) os �(t)u2(t) = �(t) sin �(t):3) e) � On a :(u01 = u2u02 = �u1 � qu31 () � �0 os � � � �0 sin � = � sin ��0 sin � + � �0 os � = �� os � � q�3 os3 � ���� os �sin � ����� � sin �os � :En ombinant es deux �equations ave les oeÆients indiqu�es, de fa�on �a �eliminer � dans lespremiers membres, on d�eduit : ( �0 = �q�3 os3 � sin �� �0 = ��� q�3 os4 �;d'o�u, puisque � ne s'annule en auun point :�0 = �1� q�2 os4 �:� Il en r�esulte : 8 t 2 R; �0(t) 6 �1; d'o�u :8 t 2 R; �(t) = �(0) + Z t0 �0(t) dt 6 �(0)� tet don : �(t) �!t �! +1�1:D'apr�es le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires, �(R) est un intervalle ommen�ant en �1:En partiulier, �(R) ontient au moins un intervalle de longueur > 2�, don Cp est d�erite enentier ; 'est-�a-dire que la trajetoire de u est exatement Cp:
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Partie II1) L'appliation g : [a ; b℄ �! R; t 7�! g(t) = e�Kth(t) est d�erivable sur [a ; b℄ et :8 t 2 [a ; b℄; g0(t) = e�Kt�h0(t)�Kh(t)� 6 0:Il en r�esulte que g est d�eroissante, don :8 t 2 [a ; b℄; e�Kth(t) = g(t) 6 g(a) = e�Kah(a) = 0;d'o�u : 8 t 2 [a ; b℄; h(t) 6 0:2) a) Puisqu'on raisonne ii par l'absurde, on suppose qu'il existe t� > t0 tel que : t� 2 I \ J et�(t�) > u(t�):Consid�erons F = �t 2 [t0 ; t�℄ ; u(t) = �(t)	:Comme �(t0) 6 u(t0) et �(t�) > u(t�) et que � et u sont ontinues sur l'intervalle [t0 ; t�℄; d'apr�esle th�eor�eme des valeurs interm�ediaires, appliqu�e �a �� u; il existe t2 2 [t0 ; t�℄ tel que�(t2) = u(t2): Cei montre : F 6= ?:D'autre part, F = (� � u)�1(f0g) est l'image r�eiproque du ferm�e f0g par l'appliation ontinue�� u; don F est ferm�e dans R:Ainsi, F est une partie ferm�ee born�ee non vide de R; don F est un ompat non vide de R:Il en r�esulte que F admet une borne sup�erieure t1 dans R et que t1 2 F:On a alors :� t1 6= t� ar u(t1) = �(t1) et u(t�) < �(t�)� u(t1) = �(t1)� 8 t 2 ℄t1 ; t�℄; t =2 F; don 8 t 2 ℄t1 ; t�℄; u(t) < �(t):2) b) Puisque f est loalement lipshitzienne en x, il existe " > 0 et C > 0 tels que :8 t 2 [t1 � " ; t1 + "℄; 8x1; x2 2 [u(t1)� " ; u(t1) + "℄; ��f(t; x1)� f(t; x2)�� 6 Cjx1 � x2j:Puisque � et u sont ontinues en t1; il existe � > 0 tel que :8>><>>: � 6 " et � 6 t� � t18 t 2 [t1 � � ; t1 + �℄; ( ju(t)� u(t1)j 6 "j�(t)� �(t1)j 6 ":En notant t2 = t1 + �; on a alors : t2 2 ℄t1 ; t�℄ et, pour tout t 2 [t1 t2℄ :8><>: jt� t1j 6 t2 � t1 = � 6 "ju(t)� u(t1)j 6 "j�(t) � �(t1)j 6 ";d'o�u : ��f�t; �(t)�� f�t; u(t)��� 6 Cj�(t) � u(t)j:
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2) ) � On a, pour tout t 2 [t1 ; t2℄ :�0(t)� u0(t) 6 j�0(t)� u0(t)j = ��f�t; �(t)�� f�t; u(t)��� 6 C���(t)� u(t)�� = C��(t)� u(t)�:D'apr�es 1), il en r�esulte : 8 t 2 [t1 ; t2℄; �(t) � u(t) 6 0;e qui ontredit : 8 t 2 [t1 ; t�℄; u(t) < �(t)obtenu en 2) a).� Ce raisonnement par l'absurde montre :8 t > t0; t 2 I \ J =) �(t) 6 u(t):3) a) L'appliation � : I =℄�1 ;�[ �! R; t 7�! �(t) = 1�� t est d�erivable sur I et, pour toutt 2 I; �t; �(t)� 2 U = R2 : En�n :8 t 2 I; �0(t) = 1(�� t)2 = ��(t)�2 6 ��(t)�2 + � sin �t�(t)��2 = f�t; �(t)�:On onlut : � est une barri�ere inf�erieure de (E).3) b) Soit u : I �! R une solution de (E) et t0 2 I tel que u(t0) > 0: Il existe � 2 R tel que :� 6= t0 et �(t0) = 1�� t0 = u(t0): En e�et, il suÆt de prendre � = t0 + 1u(t0) : Alors, d'apr�es a),� est une barri�ere inf�erieure de (E), don, d'apr�es 2), si I n'est pas major�e :8 t > t0; u(t) > �(t) = 1�� t :Mais alors u(t) �!t �! ��+1; ontradition ave u ontinue sur [t0 ; +1[:Il en r�esulte, par raisonnement par l'absurde, que I est major�e.4) � D�e�nition d'une barri�ere sup�erieureOn suppose que I est un intervalle r�eel non trivial et � : I �! R une appliation d�erivable telleque, pour tout t 2 I; le point �t; �(t)� appartient �a U et que l'on, ait l'in�egalit�e �0(t) > f�t; �(t)�:On dit alors que � est une barri�ere sup�erieure de l'�equation (E) sur l'intervalle I:�Enon�e du lemme de la barri�ere sup�erieureSoit u : I �! R une solution de (E), � une barri�ere sup�erieure de (E) sur I; t0 2 I \ J tel que�(t0) > u(t0): On a alors : 8 t 2 I \ J; t > t0 =) �(t) > u(t):D�emonstration du lemme de la barri�ere sup�erieureAnalogue �a la d�emonstration du lemme de la barri�ere inf�erieure, en hangeant de sens ertainesin�egalit�es.Ou bien enore, appliquer le lemme de la barri�ere inf�erieure �a g : (t; x) 7�! � f(t;�x):
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5) a) Soient u1 : J1 �! R; u2 : J2 �! R deux solutions de (E) telles qu'il existe t0 2 J1 \ J2 telque u1(t0) = u2(t0):� D'apr�es le lemme de la barri�ere inf�erieure, ave � = u1 et u = u2; on d�eduit :8 t > t0; t 2 J1 \ J2 =) u1(t) 6 u2(t);puis, par rôles sym�etriques :8 t > t0; t 2 J1 \ J2 =) u1(t) = u2(t):� Comme on le verra plus loin en III 5) a), l'appliation v : �J �! R; t 7�! u(�t); o�u �J =ft 2 J ; �t 2 Jg; est solution de x0 = �f(�t; x): On peut appliquer le r�esultat pr�e�edent �a ettenouvelle �equation di��erentielle, puis revenir �a �t pour t 2 �J; et on d�eduit :8 t 6 t0; t 2 J1 \ J2 =) u1(t) = u2(t):Finalement : u1 = u2:5) b) i) D'apr�es les th�eor�emes g�en�eraux, f est ontinue sur R2 :Mais f n'est pas loalement lipshitzienne en x. En e�et, si f l'�etait, il existerait " > 0 et C > 0tels que : 8 t; x 2 [�" ; "℄; ��f(t; x)� f(t; 0)�� 6 Cjxj:Mais : ��f(t; x)� f(t; 0)��jxj = pjxjjxj = 1pjxj �!x �! 0 +1;ontradition.5) b) ii) On suppose ii u > 0: Alors :u0 =pjuj () u0pu = 1 () (2pu)0 = 1() 9C 2 R; 2pu = t+ C () 9C 2 R; u = � t+ C2 �2:Comme u > 0; la valeur t = �C est exlue.De plus, u0 = pu > 0; don u est stritement roissante.On onlut que les solutions stritement positives de (E) sont les appliations :t 2 I � ℄� C ; +1[ �! R; t 7�! � t+ C2 �2; C 2 R:5) b) iii) Les appliations u1 : R �! R; t 7�! u1(t) =8<: 0 si t 6 0t24 si t > 0u2 : R �! R; t 7�! u2(t) =8<: 0 si t 6 1� t� 12 �2 si t > 1sont solutions de (E), o��nident en 0, mais ne sont pas �egales.5



Partie III1) Par hypoth�ese, il existe M 2 R+ tel que : 8 t 2 ℄p ; q[; jg0(t)j 6M:D'apr�es l'in�egalit�e des aroissements �nis, on a alors :8 (u; v) 2 ℄p ; q[2; ��g(u)� g(v)�� 6M ju� vj:Soit " > 0: En notant � = "M + 1 ; on a :8 (u; v) 2 ℄p ; q[2; �ju� vj 6 � =) jg(u)� g(v)j 6 "�:En partiulier :8 (u; v) 2 ℄p ; q[2; ( ju� qj 6 �jv � qj 6 � =) � q � � 6 u < qq � � 6 v < q =) ju� vj 6 � =) jg(u)� g(v)j 6 ":Cei montre que g satisfait la CNS de Cauhy d'existene d'une limite (�nie) en q, don gadmet une limite �nie en q:2) a) Soit t > t0; t 2 I \ J: On peut appliquer le lemme de la barri�ere inf�erieure au ouple (�; u)et le lemme de la barri�ere sup�erieure au ouple (�; u); puisque �(t0) 6 u(t0) 6 �(t0): On a don,pour tout t > t0 tel que t 2 I \ J : �(t) 6 u(t) et u(t) 6 �(t); 'est-�a-dire �t; u(t)� 2 �:2) b) Raisonnons par l'absurde : supposons que I \ [t0 ; +1[ n'est pas inlus dans J:Il existe alors t1 2 I tel que I \ J \ [t0 ; +1[= [t0 ; t1j; intervalle ouvert ou ferm�e en t1:D'apr�es a) : 8 t 2 [t0 ; t1j; �(t) 6 u(t) 6 �(t):Comme � et � sont ontinues en t1; � et � sont born�ees au voisinage de t1; puis u est born�eeau voisinage de t1: Comme f est ontinue sur U; l'appliation ompos�ee t 7�! f�t; u(t)� est alorsborn�ee au voisinage de t1; don u0 est born�ee au voisinage de t1: D'apr�es 1), il en r�esulte que uadmet une limite �nie ` en t1:L'appliation eu : t�u(t) si t 2 [t0 ; t1[` si t = t1 est d�erivable en tout point de [t0 ; t1[; v�eri�e (E) sur[t0 ; t1[; est d�erivable en t1 grâe au th�eor�eme limit�e de la d�eriv�ee, et, toujours par le th�eor�emelimite de la d�eriv�ee, v�eri�e l'�equation di��erentielle (E) sur [t0 ; t1℄; e qui ontredit la maximalit�ede u, f. la d�e�nition de J .On onlut : I \ [t0 ; +1[� J:3) a) Les appliations �; � sont d�erivables sur R et, pour tout t 2 R :�(t) = t� �e�t 6 t+ �e�t = �(t)�0(t) = �e�t + 1 = �t� �(t)�+ 1 6 f�t; �(t)� ar �(t) 6 t�0(t) = 1� �e�t = �t� �(t)� + 1 > f�t; �(t)� ar �(t) > t:Cei montre que � et � d�e�nissent un entonnoir sur R:3) b) Soit (t0; x0) 2 R2 ; u : J �! R une solution maximale de (E) telle que u(t0) = x0:Soit � > 0 �a hoisir ult�erieurement. On a :�(t0) 6 u(t0) 6 �(t0) () t0 � � e�t0 6 x0 6 t0 + � e�t0 () � � e�t0 6 x0 � t0 6 � e�t0() � � 6 (x0 � t0) et0 6 � () � > jx0 � t0j et0 :Il existe don un tel � > 0; par exemple � = jx0 � t0j et0 + 1:6



D'apr�es le th�eor�eme de l'entonnoir, on a alors I \ [t0 ; +1[� J; 'est-�a-dire, puisque I = R :[t0 ; +1[� J:Cei montre que toute solution maximale de (E) est d�e�nie sur un intervalle non major�e.De plus, pour t > t0 : t� � e�t 6 u(t) 6 t+ � e�t; don u(t)� t �!t �! +1 0:Cei montre que la repr�esentation graphique de toute solution maximale de (E) admet la premi�erebissetrie pour asymptote, lorsque t �! +1:4) Raisonnons par l'absurde : supposons que (E) admette au moins deux solutions u1; u2 sur I;di��erentes, telles que : 8 t 2 I; �t; u1(t)� 2 A et �t; u2(t)� 2 A:S'il existe t0 2 I tel que u(t0) = v(t0); alors d'apr�es l'uniit�e dans le th�eor�eme de Cauhy etLipshitz, u = v; ontradition.Don : 8 t 2 I; u(t) 6= v(t):L'appliation u � v est ontinue sur l'intervalle I et ne s'annule pas, don, d'apr�es le th�eor�emedes valeurs interm�ediaires, u� v garde un signe strit �xe sur I: Quitte �a �ehanger u et v, onpeut supposer : 8 t 2 I; v(t) > u(t):Soit t 2 I: Puisque �f�x > 0; en partiulier, �f�x (t; �) > 0; don f(t; �) est roissante sur ℄u(t) ; v(t)[,d'o�u : f�t; v(t)�� f�t; u(t)� = f(t; �)�v(t)� � f(t; �)�u(t)� > 0:Cei montre v0 � u0 > 0; don v � u est roissante sur I:Mais 0 6 v(t)� u(t) 6 �(t)� �(t) �!t �! t�0 0; don v(t)� u(t) �!t �! t�0 0:On d�eduit, sur un voisinage �a gauhe de t0 : v(t)� u(t) = 0; ontradition.On onlut : il existe au plus une solution u de (E) sur I telle que : 8 t 2 I; �t; u(t)� 2 A:5) a) Il est lair que u est d�erivable sur J si et seulement si bu est d�erivable sur �J et qu'alors :8 t 2 �J; bu 0(t) = �u0(�t):Supposons que u satisfait (E) : 8 t 2 J; u0(t) = f�t; u(t)�: Alors :8 t 2 �J; bu 0(t) = �u0(�t) = �f�� t; u(�t)� = �f�� t; bu(t)�:En notant bU = �(t; x) 2 R2 ; (�t; x) 2 U	 et bf : bU �! R; (t; x) 7�! � f(�t; x); on voit alors quebu satisfait (bE) : x0 = bf(t; x):De même pour la r�eiproque, ou bien enore, on remarque que (J; u; f) 7�! (�J; bu; bf) est invo-lutive.5) b) On a, pour tout t 2 �I : b�(t) = �(�t) 6 �(�t) = b�(t)b� 0(t) = ��0(�t) 6 �f�� t; �(�t)� = bf�t; b�(t)�b� 0(t) = ��0(�t) > �f�� t; �(�t)� = bf�t; b�(t)�:Ainsi, b� et b� d�e�nissent un entonnoir de (bE) sur l'intervalle �I:
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5) ) L'�equation (E) admet au moins une solution maximale u : J �! R. Il existe t0 2 J tel que�t0; u(t0)� 2 A: L'appliation bu est alors solution maximale de (bE) et �t0 2 �J; ��t0; bu(�t0)� 2 bA;o�u bA est l'entonnoir de (bE) d�e�ni par b� et b�: D'apr�es 3), ℄�1 ;�t0℄ \ (�I) � �J et :8 t 6 �t0; t 2 �I =) �t; bu(t)� 2 bA;don [t0 ; +1[\ I � J et : 8 t > t0; t 2 I =) �t; u(t)� 2 A:Pour haque n 2 N; il existe deux solutions maximales Un; Vn de (bE) telles que : Un(�tn) = �(tn)et Vn(�tn) = �(tn) et Un et Vn sont d�e�nies sur [�tn ; +1[\ I; don un = bUn et vn = bVn sontdeux solutions de (E) telles que : un(tn) = �(tn) et vn(tn) = �(tn); d�e�nies sur [t0 ; tn℄ au moins.5) d) � Soit n 2 N: Il se peut que un+1 = un: Supposons un+1 6= un:Comme un et un+1 sont solutions de (E), d'apr�es le th�eor�eme de Cauhy et Lipshitz, on aalors : 8 t 2 I; un+1(t) 6= un(t); et en partiulier : un+1(t0) 6= un(t0):Supposons un+1(t0) > un(t0): Comme un+1 � un est ontinue sur l'intervalle I et ne s'annule pas,d'apr�es le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires, on a : 8 t 2 I; un+1(t) > un(t):En partiulier : un+1(tn) > un(tn) = �(tn);en ontradition ave : 8 t 2 I; �(t) 6 un+1(t) 6 �(t):Ce raisonnement par l'absurde montre : un+1(t0) 6 un(t0):On onlut : la suite �un(t0)�n est d�eroissante.� Par la même m�ethode, on montre que la suite �vn(t0)�n est roissante.� Soit n 2 N: On a : un(tn) = �(tn) > �(tn) = vn(tn):Comme un et vn sont deux solutions de (E), omme plus haut, un�vn est de signe strit �xe sur I;don, omme (un � vn)(t0) > 0; on d�eduit : un � vn > 0; et, en partiulier : (un � vn)(t0) > 0;'est-�a-dire : vn(t0) 6 un(t0):5) e) La suite �un(t0)�n est d�eroissante et minor�ee par v0(t0); don onverge vers une limite �:La suite �vn(t0)�n est roissante et major�ee par u0(t0); don onverge vers une limite �:Comme : 8n 2 N; vn(t0) 6 un(t0); on d�eduit, par passage �a la limite : � 6 �:Il existe x0 2 [� ;�℄; par exemple x0 = �+ �2 : On a alors, puisque la suite �un(t0)�n est d�eroissanteet minor�ee par x0 : 8n 2 N; un(t0) > x0; et, puisque la suite �vn(t0)�n est roissante et major�eepar x0 : 8n 2 N; vn(t0) 6 x0:On onlut : 9x0 2 R; 8n 2 N; un(t0) 6 x0 6 vn(t0):5) f) D'apr�es le th�eor�eme de Cauhy et Lipshitz, (E) admet une unique solution maximale utelle que u(t0) = x0:Comme en 5) ), on a : 8 t 2℄�1 ; t0℄ \ I; �(t) 6 u(t) 6 �(t):Pour haque n 2 N; un et vn forment un entonnoir de (E) sur [t0 ; tn℄; don [t0 ; tn℄ � J et :8 t 2 [t0 ; tn℄; �(t) 6 u(t) 6 �(t):Comme tn �!n1 b; il s'ensuit : 8 t 2 [t0 ; b[; �(t) 6 u(t) 6 �(t):
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Partie IV1) Consid�erons U = R2 ; f : U �! R; (t; x) 7�! 1:Il est lair que f est ontinue, loalement lipshitzienne en x, et que :8 (t; x) 2 U; f(t; x) = f(t+ 1; x);don f onvient.Et : (E) () x0 = f(t; x) () x0 = 1 () 9C 2 R; 8 t 2 R; x(t) = t+ C;don auune solution de (E) n'est p�eriodique.2) a) L'appliation v : J � T �! R; t 7�! v(t) = u(t+ T ) est d�erivable sur J � T et :8 t 2 J � T; v0(t) = u0(t+ T ) = f�t+ T; u(t+ T )� = f�t; v(t)�;don v est aussi solution de (E), sur l'intervalle J � T .De plus, il est imm�ediat que v est alors solution maximale de (E) sur J � T:2) b) Supposons qu'il existe t0 2 J tel que : t0 + T 2 J et u(t0 + T ) = u(t0):Alors, u est solution de (E) sur J; v est solution de (E) sur J � T; J \ (J � T ) 6= ? ar t0 2 J ett0 + T 2 J; et u(t0) = v(t0):D'apr�es le th�eor�eme de Cauhy et Lipshitz, omme u et v sont solutions maximales de (E),on a : J � T = J et 8 t 2 J; v(t) = u(t); d'o�u J = R et : 8 t 2 R; u(t+ T ) = v(t) = u(t); don uest T -p�eriodique.3) Soit z 2 ℄ ; d[:� Supposons que z est T -p�eriodique.Alors, omme 0 2 Iz; on a T 2 Iz ; 'est-�a-dire z 2 D; et on a P (z) = z(T ) = z(0) = z:� R�eiproquement, supposons z 2 D et P (z) = z:Alors z(T ) = P (z) = z = z(0); don, d'apr�es 2) b), z est T -p�eriodique.4) a) Soient z1; z2 2 D tels que z1 < z2: On a don T 2 Iz1 et T 2 Iz2 :Soit z 2 ℄z1 ; z2[:D'apr�es le th�eor�eme de l'entonnoir, omme z1(0) = z1 6 z 6 z2 = z2(t0); on a :8 t 2 Iz1 \ Iz2 ; z1(t0) 6 z(t0) 6 z2(t0);don T 2 Iz ; z 2 D:Cei montre que D est un intervalle de R:4) b) D'apr�es a), ave les mêmes notations et d'apr�es le th�eor�eme de Cauhy et Lipshitz :8 t 2 Iz1 \ Iz2 ; z1(t0) < z2(t0);don en partiulier : P (z1) = z1(t0) < z2(t0) = P (z2);don P est stritement roissante.4) ) Soient z1; z2 2 D tels que, par exemple, z1 < z2: On a alors P (z1) < P (z2):Soit y 2 ℄P (z1) ;P (z2)[: L'ensemble � est un entonnoir et un anti-entonnoir, don, pour toutz 2 ℄z1 ; z2[; la solution maximale u de (E) telle que u(z) = T est aussi d�e�nie en 0. On a alors, ennotant z = u(0); P (z) = y; don y 2 P (D):On onlut que P (D) est un intervalle de R: 9



4) d) Puisque D est un intervalle de R; que P : D �! R est stritement roissante et que P (D)est un intervalle de R, l'appliation P est ontinue. En e�et, si P �etait disontinue en un pointz 2 D; alors on aurait P (z�) < P (z+); et P n'atteindrait pas toutes les valeurs entre P (z�) etP (z+); P (D) ne serait pas un intervalle.On onlut que P est ontinue sur D:5) a) L'appliation � : t 2 [0 ; +1[ 7�! 3t 2 R est d�erivable sur R et :(8 t 2 [0 ; +1[; �0(t) = 3 > sin t+ 2 os�(t) = f�t; �(t)��(0) = 0 > ��et l'appliation � : t 2 [0 ; +1[ 7�! �(t) = �3t� � 2 R est d�erivable sur [0 ;+1[ et :(8 t 2 [0 ; +1[; �0(t) = �3 6 sin t+ 2 os�(t) = f�t; �(t)��(0) = �� 6 0:Ainsi, � et � d�e�nissent un entonnoir de (E) sur [0 ;+1[:D'apr�es le th�eor�eme de l'entonnoir, les solutions maximales u; v de (E) sont d�e�nies sur [0 ;+1[,don au moins sur [0 ; 2�℄:5) b) � L'appliation � : t 2 [0 ; 2�℄ 7�! 0 2 R est d�erivable sur [0 ; 2�℄ et, pour tout t 2 [0 ; 2�℄;on a : �0(t) 6 f�t; �(t)�; ar �0(t) = 0 et f�t; �(t)� = sin t+ 2 os0 = 2 + sin t = f(t; 0):D'apr�es le lemme de la barri�ere inf�erieure, on a don u(2�) > 0:� L'appliation � : t 2 [0 ; 2�℄ 7�! �(t) = �� 2 R est d�erivable sur [0 ; 2�℄ et, pour tout t 2 [0 ; 2�℄,on a : �0(t) > f�t; �(t)�; ar �0(t) = 0 et f�t; �(t)� = sin t+ 2 os�(t) > sin t� 2 = f(t;��):D'apr�es le lemme de la barri�ere sup�erieure, on a don v(2�) 6 ��:5) ) On a : P (0) = 0(T ) = u(T ) = u(2�) > 0 et P (��) = ��(T ) = v(T ) = v(2�) 6 ��:L'appliation Q : t 2 [�� ; 0℄ 7�! Q(t) = P (t) � t 2 R est ontinue sur l'intervalle [0 ; 2�℄ etQ(0) = P (0) > 0; Q(��) = P (��) + � 6 0: D'apr�es le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires,il existe z 2 [�� ; 0℄ tel que Q(z) = 0; 'est-�a-dire tel que P (z) = z:5) d) D'apr�es 3), omme z 2 D et P (z) = z; z est T -p�eriodique.Ainsi, (E) admet au moins une solution T -p�eriodique.5) e) D'apr�es d), (E) admet au moins une solution w 2�-p�eriodique, d�e�nie sur R:Consid�erons, pour tout n 2 Z :wn : R �! R; t 7�! wn(t) = w(t) + 2n�:Les appliations wn sont deux �a deux di��erentes.Pour tout n 2 Z; wn est solution de (E), ar wn est d�erivable sur R et, pour tout t 2 R :w0n(t) = w0(t) = sin t+ 2 os �w(t)� = sin t+ 2 os �w(t) + 2n�� = sin t+ 2 os �wn(t)�:On onlut : (E) admet une in�nit�e de solutions 2�-p�eriodiques.
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Partie V1) L'appliation F : B �! R; (x1; x2) 7�! < f(x1; x2); (�x2; x1) > est ontinue sur B et B estonnexe par ars, don F (B) est onnexe par ars, don est un intervalle de R:D'apr�es (H2) : 0 =2 F (B):Ainsi, F (B) �℄0 ; +1[ ou F (B) �℄ �1 ; 0[: Quitte �a remplaer f par �f , on peut se ramener �aF (B) �℄0 ; +1[; 'est-�a-dire (H3).2) On a : (u1 = (h Æ �) os �u2 = (h Æ �) sin � don (u01 = (h0 Æ �)�0 os � � (h Æ �) sin ��0u02 = (h0 Æ �)�0 sin � + (h Æ �) os ��0:Ainsi :u est solution de (E) () ( (h0 Æ �)�0 os � � (h Æ �) sin � �0 = f1 Æ u(h0 Æ �)�0 sin � + (h Æ �) os � �0 = f2 Æ u ����� os �sin � ����� � sin �os �() ( (h0 Æ �) �0 = (f1 Æ u) os � + (f2 Æ u) sin �h Æ � = �(f1 Æ u) sin � + (f2 Æ u) os �() 8 t 2 I; (h0��(t)��0(t) = g1��(t); h��(t)���0(t) = g2��(t); h��(t)��;en notant g1; g2 : R�℄0 ; +1[ les appliations d�e�nies par :8<: g1(�; h) = f1(h os �; h sin �) os � + f2(h os �; h sin �) sin �g2(�; h) = 1h�� f1(h os �; h sin �) sin � + f2(h os �; h sin �) os ��:3) On a, d'apr�es (H3) :8 (t; h) 2 R � [a1 ; a2℄; hg2(�; h) = �f1(h os �; h sin �) + f2(h os �; h sin �)= < �f1(h os �; h sin �); f2(h os �; h sin �)� ; �� sin �; os �)� > > 0;d'o�u : 8 (�; h) 2 R � [a1 ; a2℄; g2(�; h) > 0:L'appliation g2 est ontinue et > 0 sur le ompat [0 ; 2�℄� [a1 ; a2℄; don g2 admet un minimumm > 0:Il existe 1; 2 2 R tels que : 0 < 1 < a1 < a2 < 2:Puisque g2 est ontinue sur le ompat [0 ; 2�℄ � [1 ; 2℄; d'apr�es le th�eor�eme de Heine, pourtout " > 0, il existe � > 0 tel que :8 (�1; �1); (�2; �2) 2 [0 ; 2�℄� [1 ; 2℄; ( j�2 � �1j 6 �j�2 � �1j 6 � =) ��g2(�2; �2)� g2(�1; �1)�� 6 ":En partiulier, en prenant " = m2 et �1 = �2; il existe � > 0 tel que :8 � 2 [0 ; 2�℄; 8 �1; �2 2 [1 ; 2℄; j�2 � �1j 6 � =) ��g2(�; �2)� g2(�; �1)�� 6 m2 :11



Notons b1 = Max (1; a1 � �); b2 = Min (2; a1 + �): On a alors 0 < b1 < a1 < a2 < b2:Pour tout (�; �) 2 [0 ; 2�℄�℄b1 ; b2[; il existe �1 2 [a1 ; a2℄ tel que j� � �1j 6 �: On a alors��g2(�; �)� g2(�; �1)�� 6 m2 ; d'o�u, en utilisant la d�e�nition de m :g2(�; �) > g2(�; �1)� m2 > 0:On onlut : il existe des r�eels b1; b2, ave 0 < b1 < a1 < a2 < b2, tels que g2 soit > 0 sur R�℄b1 ; b2[:4) a) D'apr�es 3), g2 ne s'annulle pas sur R�℄b1 ; b2[, et on peut don d�e�nirG : R�℄b1 ; b2[ �! R; (�; �) 7�! G(�; �) = g1(�; �)g2(�; �) :Consid�erons les appliations suivantes, qui sont onstantes :�1 : R �! R; � 7�! a1; �2 : R �! R; � 7�! a2:Les appliations �1 et �2 sont d�erivables sur R et, pour tout t 2 R :�01(�) = 0; G��; �1(�)� = g1(�; a1)g2(�; a1) > 0; �02(�) = 0; G��; �2(�)� = g1(�; a2)g2(�; a2) 6 0;d'o�u : 8 � 2 R; ( �01(�) 6 G��; �1(�)��02(�) > G��; �2(�)�:Cei montre que [0 ; 2�℄� [a1 ; a2℄ est un entonnoir de (E'), pour le ouple (�1; �2):4) b) D'apr�es le th�eor�eme de l'entonnoir, si � est solution de (E') et si �(0) 2 [a1 ; a2℄; alors � estd�e�nie sur [0 ; 2�℄ au moins et �(2�) 2 [a1 ; a2℄; don P �[a1 ; a2℄� � [a1 ; a2℄:4) ) � L'appliation Q : [a1 ; a2℄ �! R; t 7�! Q(t) = P (t)� t est ontinue sur l'intervalle [a1 ; a2℄et Q(a1) = P (a1) � a1 > 0; Q(a2) = P (a2) � a2 6 0; don, d'apr�es le th�eor�eme des valeursinterm�ediaires, il existe  2 [a1 ; a2℄ tel que Q() = 0; don tel que P () = :Cei montre que P admet au moins un point �xe dans [a1 ; a2℄:� D'apr�es IV 3), il en r�esulte que (E') admet au moins une solution 2�-p�eriodique h et que h est�a valeurs dans [a1 ; a2℄:5) a) L'appliation  est ontinue et 2�-p�eriodique. La restrition  j[0 ;2�℄ est ontinue sur lesegment [0 ; 2�℄, don, d'aprs le theor�eme fondamental, admet un minimum m > 0 et unmaximum M > 0: On a alors : 8 � 2 R; 0 < m 6  (�) 6M:5) b) � L'ensemble R� [m ;M ℄ est un entonnoir de (E"), don les solutions maximales de (E") sontd�e�nies sur des intervalles non major�es. Par la même m�ethode qu'en IV 5) ), on montre que esintervalles sont aussi non minor�es. Ainsi, les solutions maximales de (E") sont d�e�nies sur R:
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� Soit � une solution maximale de (E") sur R:On a, pour t > 0 : �(t) = �(0) + Z t0 �0(u) du > �(0) +mt �!t �! +1 +1et, pour t 6 0 :�(t) = �(0) + Z t0 �0(u) du = �(0)� Z 0t �0(u) du 6 �(0) +mt �!t �! �1 �1:Ainsi, � : R �! R est ontinue, stritement roissante (ar � est d�erivable et �0 > m > 0) et delimites �1 et +1 en �1 et +1, don, d'apr�es le th�eor�eme de la bijetion monotone, � estune bijetion de R sur R:6) � Notons � l'unique solution maximale de (E") telle que �(0) = 0:Puisque � est une bijetion stritement roissante de R sur R et que �(0) = 0; il existe T > 0unique tel que �(T ) = 2�:Notons :�1 : R �! R; t 7�! �1(t) = �(t+ T ) et �2 : R �! R; t 7�! �2(t) = �(t) + 2�:D'une part, �1 est solution de (E") ar :8 t 2 R; �01(t) = �0(t+ T ) =  ��(t+ T )� =  ��1(t)�et �1(0) = �(T ) = 2�:D'autre part, �2 est solution de (E") ar :8 t 2 R; �02(t) = �0(t) =  ��(t)� =  ��(t) + 2��;et �2(0) = �(0) + 2� = 2�:D'apr�es l'uniit�e dans le th�eor�eme de Cauhy et Lipshitz, on a alors �1 = �2: Ainsi :8 t 2 R; �(t+ T ) = �(t) + 2�:D'apr�es 2), u est alors solution de (E).De plus, omme h est 2�-periodique, u est alors T -p�eriodique.� Montrons en�n que u ne peut pas être onstante.Raisonnons par l'absurde : supposons u onstante.Alors, u1 et u2 sont onstantes, don, d'apr�es 2), omme u21+u22 = (hÆ�)2 et que h est �a valeurs > 0;h Æ � est onstante > 0:Comme : 8 t 2 R; os �(t) = u1(t)h��(t)� et sin �(t) = u2(t)h��(t)� ;os Æ � et sin Æ � sont onstantes, ontradition ave � bijetion de R sur R:On onlut : il existe une solution maximale p�eriodique non onstante, �a valeurs dans B; del'�equation di��erentielle (E) x0 = f(t; x):� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �13


