
Pr�eparation �a l'agr�egation interne de math�ematiquesJean-Marie Monierpour mer
redi 20 septembre 2006Probl�emeTh�eme : Suites, int�egrales, s�eriesOn note, sous r�eserve d'existen
e, pour n 2 N � f0; 1g : In = Z +10 11 + xn dx:Le but du probl�eme est d'obtenir un d�eveloppement asymptotique de In �a la pr�e
ision o� 1n2� lorsquel'entier n tend vers l'in�ni.1 Montrer que, pour tout n 2 N � f0; 1g; In existe.2 �Etablir que, pour tout n 2 N � f0; 1g, In = 1� An +Bn; o�u :An = Z 10 xn1 + xn dx; Bn = Z +11 11 + xn dx:3 Montrer, pour tout n 2 N � f0; 1g : Bn = Z 10 xn�21 + xn dx:4 �Etablir, pour tout n 2 N � f0; 1g : 0 6 Bn � An 6 1n� 1 � 1n+ 1 ;et en d�eduire : In = 1 +O� 1n2�:5 a Montrer, pour tout n 2 N � f0; 1g : n(Bn � An) = Z 10 � 1x2 + 1� ln(1 + xn) dx;puis : n2(Bn � An) = Z 10 ln(1 + t)t (t1=n + t�1=n) dt:5 b En d�eduire, en notant C = 2 Z 10 ln(1 + t)t dt : Bn � An �n1 Cn2 :5 
 Con
lure : In = 1 + Cn2 + o� 1n2�:6 a Montrer : Z 10 ln(1 + t)t dt = +1Xn=1 (�1)n�1n2 :6 b On admet +1Xn=1 1n2 = �26 : D�eterminer la valeur de C:� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


