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Exercice 1 Quand il y en a pour un, il y en a pour deut...

Sur N2, on consideére I'ordre < défini par

(a,b) < (c,d) ssi
at+b<c+d ou
at+b=c+d et a<ec

Montrer qu'il existe un unique isomorphisme x de (N2, <) sur (N, <) et qu’il
s’exprime par un polynome.

On note (IIy,IIy) la bijection réciproque de x. Montrer que II;(z) < .
Etudier les cas d’égalité.

Exercice 2 ...et méme pour beaucoup plus!

On définit par induction sur p > 2 des fonctions x;, : N* — N

X2 =X
Xp+1(T15 0 Tpr1) = X2 (Xp(T1, 0, Tp), Tpy1)

On note seq(N) 'ensemble des suites finies d’entiers, A la suite vide. On définit
une fonction o : Seq(N) — N :

o(A) =0
o(<x>)=x200,2) +1
o(< 1, xp >) = x2(p— L, xp(21, ..y xp)) +18ip > 2

Montrer que o est une bijection de Seq(N) sur N et que o(x1, ..., z,) s’exprime
par un polynome de degré 2P.

Exercice 3

Soit p > 2. On note N(p, s) le nombre de p-uplets (z1, ..., x,) tels que
1+ ... +xp =s.

Montrez que N(p,s) = C’f_:;_l. En déduire que

s—1

> N(pi)=C?, .

=0

Exercice 4

Par induction sur p > 2, on définit des relations d’ordre <, sur N? :

<5 est < défini dans 'exercice 1
(@1, ooy Tpt1 <p+1 (Y1, .-, Yp+1) Sl et seulement si
T+ ...+ Tpr1 <Y1+ ...+ Ypt1 OU
Tl 4 o+ Tpr1 = Y1+ oo+ Ypt1 et (@1, o 2p) <p (Y1, Yp)

Montrer que (NP, <,) est isomorphe & (N, <) et que I'unique isomorphisme
L, s’exprime par un polynome de degré p.
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Exercice 5
Soit P un polynome de degré ¢, & p variables et a coefficients réels. Montrer
que si P établit une bijection de NP sur N, alors ¢ > p.
Exercice 6
a/ Vérifier que la fonction
(i,§) — 2"(2j + 1) — 1

Etablit une bijection de N2 sur N
b/ On définit une fonction L : Seq(N) — N :

L\ =0
L(< 21,y >) = 207120, (21, .oy mp) + 1) sip > 1

Montrer que L est une bijection et que L s’exprime par un polynome.

Exercice 7

On note II, 1, ..., II,, , la bijection réciproque de L,
Montrer que I, ;(z) < Vi € {1, ..., p}.
En quel cas a-t-on I'égalité ?



