
Séance du 21/01/09 avec M. Laffont 

 

 
Soit I un intervalle d’intérieur non vide ]a ; b[  (fermé ou non, borné ou non ) et soit ω  une fonction de classe 

C
∞

, strictement positive sur I ;  On note F l’ensemble des fonctions polynômes de I vers R , Fn  l’ensemble 

des fonctions polynômes de degrés inférieur ou égal à n , E l’espace vectoriel des fonctions continues  f , de I 

vers R, telles que  f ²ω  est intégrable sur I , muni du produit scalaire       ( f / g ) = ∫
b

a
dtttgtf )()()( ω                                        

et  on suppose que l’espace vectoriel F des fonctions polynômes est inclus dans E. 

 

 

A) Polynômes orthogonaux de E . 
 

 

1. Démontrer qu’il existe une suite orthonormale (Rn) de fonctions polynômes, telle que :  

         pour tout n∈N,  deg Rn = n . 

2. Démontrer qu’une suite (Pn) de fonctions polynômes telle que, pour tout n∈N, deg Pn = n , est 

orthogonale si et seulement si , pour tout n∈N, il existe an∈R*  tel que  Pn = anRn . 
 

3. Soit (Pn) une telle suite orthogonale, montrer que pour tout n,  Pn admet n racines distinctes dans ] a ; b [. 
 

4. On suppose que I est le segment [-1 ; 1] ; soit nπ  la projection orthogonale sur Fn . 
 

a. Démontrer que pour tout  f ∈  E,  la suite ( nπ ( f ) ) converge vers  f .                                                                                   

( on pourra utiliser le théorème de Stone-Weirstrass) . 
 

b. Démontrer que  E  n’est pas complet . 

 

 

B)   Polynômes orthogonaux classiques 
 

On suppose de plus que : 

- il existe σ  et ρ  fonctions polynômes telles que  deg ≤σ  2 , deg ρ  = 1 et  (σ ω )’ = ρ ω . 

- Pour tout  n∈N*  et tout P∈F , 
ax→

lim P(x) (σ (x))
nω (x) = 0 , 

bx→
lim P(x) (σ (x))

nω (x) = 0. 
 

1. Montrer que pour tout  (n ; k )∈N²  tel que k ≤  n , il existe  Qk ∈  Fk  telle que :  (σ nω )
(k)

 = Qkω σ n-k
. 

 

On note Pn  la fonction polynôme vérifiant l’égalité : (σ nω )
(n)

 = Pn ω   
 

2. Montrer que pour tout  n∈N* et toute fonction    P ∈  Fn-1 ,     ∫
b

a
n dtttPtP )()()( ω = 0 . 

3. On suppose que pour tout n∈N ,   Pn est non nulle ; démontrer que  (Pn) une suite orthogonale de 

fonctions polynômes telle que, pour tout n,  deg Pn = n   . 

4. Démontrer que pour tout  n∈N :   σ Pn’’ + ρ  Pn’ – ( n ρ ’ + 
2

)1( −nn
σ ’’ ) Pn = 0 .  

5. Quelques exemples : Montrer que  les fonctions ω , σ , ρ  suivantes, vérifient toutes les hypothèses des 

questions précédentes. 
 

a. Polynômes de Legendre :  I = [-1 ; 1] ; pour tout x de I,  ω (x) = 1 , σ (x) = x² - 1 , ρ (x) = 2x . 

b. Polynômes de Hermite :  I = R ; pour tout x de I ,  ω (x) = e
-x²

 , σ (x) =  1 , ρ (x) = -2x . 

c. Polynômes de Jacobi : I = ]-1 ;1[ , α  > -1, β  > -1 ; ω (x) = (1-x)α (x +1) β , σ (x) = 1- x²  ,                             

ρ (x) = )2( βααβ ++−− x  . 

d. Polynômes de Laguerre :  I = ] 0 ;+ ∞ [ , α  > -1 ; ω (x) = x α e
-x

 , σ (x) = x , ρ (x) = (-x +1+α ). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C)  Application : Quadrature de Gauss  
 

Soit (Pn) une suite orthogonale de fonctions polynômes telle que, pour tout n, deg Pn = n . 
 

 

1. Pour tout entier n ≥  2 et tout entier j tel que 1 ≤  j ≤  n, soit  Ln,j  le j
 ième

  polynôme de Lagrange relatif 

aux racines rn,1 , rn,2 , ….rn,n de Pn ; démontrer que pour toute fonction  polynôme Q ∈  F2n -1 ,                      

∫
b

a
dtttQ )()( ω  = ∑

=

n

j 1

λ n,j Q(rn,j)   où   λ n,j = ∫
b

a
jn dtttL )()(, ω . 

2. Démontrer que pour tout (n , j)   λ n,j > 0  et que ∑
=

n

j 1

λ n,j  = ∫
b

a
dtt)(ω . 

3. On suppose que I est le segment [a ; b] ; soit  f ∈E ,  montrer que  ∑
=

n

j 1

λ n,j f (rn,j) →+∞→n ∫
b

a
dtttf )()( ω                               

( on pourra utiliser le théorème de Stone-Weirstrass) . 
 

 

4. On suppose que  I = [-1 ; 1] et que ω  = 1 ;  soit  f  de classe C
6
 sur I.  

 

a. déterminer les racines r1, r2 et r3  de P3 . 
 

b. démontrer qu’il existe une unique fonction polynôme Q ∈F5 telle que :                                           

pour tout j ∈  {1 ;2 ;3 } Q(rj) = f (rj) et Q’(rj) = f ’(rj) . 
 

c. démontrer que pour tout x ∈  [-1 ; 1] , )()( xQxf − ≤  
!6

M x² ( x²- 0,6)²  où  M = sup )()6( xf . 

d. en déduire que ∫ −

1

1
)( dxxf  - 

9
1 ( 5  f (- 6,0 ) + 8f (0) + 5  f 6,0  ) ≤  

15750
M  

5. Soit g ∈  C
6
( [a ; b] ) et soit     h : t 

2
ab−→  t + 

2
ab+  ; démontrer que :                                    

∫
b

a
dxxg )(  - 

18
ab− ( 5  g ( h (- 6,0 )) + 8g( h (0)) + 5  g (h (- 6,0 )) ≤  

2016000

)( 7abM −
  

                     où                          M = sup )()6( xg . 


