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Question Préliminaire

Soit S ∈ Sn(R).
• 1). Supposons S ∈ S+

n .

Soit λ ∈ Sp (S). Il existe X ∈ Mn,1(R) tel que : SX = λX et X 6= 0. On a :

λ||X||22 = λtXX =t X(λX) =t XSX ¿ 0,

donc λ ¿ 0.

Ceci montre : Sp (S) ⊂ R+.

2). Réciproquement, supposons Sp (S) ⊂ R+.

D’après le théorème spectral, il existe U ∈ On(R), D ∈ Dn(R) telles que : S = UDU−1.

Notons D = diag (λ1, ..., λn) où, par hypothèse : ∀ i ∈ {1, ..., n}, λi ¿ 0.

Soit X ∈ Mn,1(R). On a : tXSX =t XUDU−1X =t (U−1X)D(U−1X),
car U−1 =t U.

Notons Y = U−1X =

 y1
...

yn

 . On a alors : tXSX =t Y DY =
n∑

i=1

λiy
2
i ¿ 0.

Ceci montre : S ∈ S+
n .

On conclut :
∀S ∈ Sn(R), S ∈ S+

n ⇐⇒ Sp (S) ⊂ R+

• 1). Supposons S ∈ S++
n .

En raisonnant comme ci-dessus, on déduit : Sp (S) ⊂ R∗+.

2). Réciproquement, supposons Sp (S) ⊂ R∗+.

On a déjà, d’après le résultat précédent, S ∈ S+
n .

De plus, pour toute X ∈ Mn,1(R), avec les notations précédentes :

tXSX = 0 ⇐⇒ tY DY = 0 ⇐⇒
n∑

i=1

λiy
2
i = 0

⇐⇒ ∀ i ∈ {1, ..., n}, yi = 0 ⇐⇒ Y = 0 ⇐⇒ X = 0,

car les λi sont tous > 0.

Ceci montre : S ∈ S++
n .

On conclut :
∀S ∈ Sn(R), S ∈ S++

n ⇐⇒ Sp (S) ⊂ R∗+



PARTIE I

I.1.a. Soit σ ∈ Sn. Par définition de fσ, on a, pour tout j ∈ {1, ..., n} :

fσ(Ej) =
n∑

i=1

δi,σ(j)Ei = Eσ(j).

I.1.b. Soient σ, τ ∈ Sn. On a, pour tout j ∈ {1, ..., n} :

(fσ ◦ fτ )(Ej) = fσ

(
fτ (Ej)

)
= fσ(Eτ(j)) = Eσ(τ(j)) = Eσ◦τ(j) = fσ◦τ (Ej).

Ceci montre que les endomorphismes fσ ◦ fτ et fσ◦τ cöıncident sur la base canonique, donc sont
égaux, d’où, en passant aux matrices, le résultat voulu :

∀σ, τ ∈ Sn, MσMτ = Mσ◦τ

I.2. Considérons l’application M : Sn −→ Pn, σ 7−→ M(σ) = Mσ.

Par définition, M est surjective.
D’autre part, soient σ, τ ∈ Sn telles que Mσ = Mτ . On a :

∀ (i, j) ∈ {1, ..., n}2, δi,σ(j) = δi,τ(j),

d’où, en prenant i = σ(j) : ∀ j ∈ {1, ..., n}, δσ(j),τ(j) = 1, et donc σ = τ.

Ceci montre que M est injective.
D’après 1.b., M est donc un isomorphisme d’ensembles munis de lois internes. Par transport de
structure, comme (Sn, ◦) est un groupe, Pn est aussi un groupe et il lui est isomorphe.
Et Pn est un sous-groupe de GLn(R) car, de plus, en notant e l’identité de {1, ..., n}, on a :
In = Me ∈ Pn.

On conclut : Pn est un sous-groupe de GLn(R) et l’application σ 7−→ Mσ est un isomorphisme
du groupe (Sn, ◦) sur le groupe (Pn, ·).

I.3.a. Soit σ ∈ Sn. On a, pour tout (i, j) ∈ {1, ..., n}2 :(t(Mσ)
)
ij

= (δj,σ(i))ij = (δi,σ−1(j))ij =
(
Mσ−1

)
ij

,

et donc :
tMσ = Mσ−1 .

I.3.b. Soit σ ∈ Sn. On a, en notant e l’identité de {1, ..., n} :

Mσ ∈ Sn(R) ⇐⇒ t(Mσ) = Mσ ⇐⇒ Mσ−1 = Mσ ⇐⇒ σ−1 = σ ⇐⇒ σ2 = e.

On conclut : Mσ est symétrique si et seulement si σ est une involution.

I.4. • On appelle cycle de Sn toute permutation c de {1, ..., n} telle qu’il existe p ∈ N∗, i1, ..., ip ∈
{1, ..., n} deux à deux distincts, tels que :{

c(i1) = i2, c(i2) = i3, ... , c(ip−1) = ip, c(ip) = i1

∀ j ∈ {1, ..., n} − {i1, ..., ip}, c(j) = j.

• Avec les notations précedentes, le support de c est, par définition, l’ensemble {i1, ..., ip}.



• Énoncé du théorème de décomposition en cycles disjoints : toute permutation de {1, ..., n} est
décomposable en un produit de cycles à supports deux à deux disjoints, de façon unique à l’ordre
près des cycles.

I.5.a. Soient N ∈ N∗, p1, ..., pN ∈ N∗ tels que p1 + · · ·+ pN = n, A1 ∈ Mp1(R), ..., AN ∈ MpN
(R),

B =

 A1 (0)
. . .

(0) AN

 ∈ Mn(R) diagonale par blocs.

1) Étude du polynôme minimal

Une récurrence immédiate montre que : ∀ k ∈ N, Bk =

 Ak
1 (0)

. . .
(0) Ak

N

 ,

puis, par linéarité : ∀P ∈ R[X], P (B) =

 P (A1) (0)
. . .

(0) P (AN )

 .

On a alors, pour tout P ∈ R[X] :

P (B) = 0 ⇐⇒
(
∀ k ∈ {1, ..., N}, P (Ak) = 0

)
.

En notant π. les polynômes minimaux, on a donc :

πBR(X] =
{
P ∈ R(X] ; P (B) = 0

}
=

N⋂
k=1

{
P ∈ R(X] ; P (Ak) = 0

}
=

N⋂
i=1

πAk
R[X] =

(
ppcm
16k6N

πAk

)
R(X].

On conclut : le polynôme minimal d’une matrice carrée diagonale par blocs est le ppcm des
polynômes minimaux des blocs diagonaux.

2) Étude du polynôme caractéristique

En notant χ. les polynômes caractéristiques, on a :

χB(λ) = det (B−λIn) = det

 A1 − λIp1 (0)
. . .

(0) AN − λIpN

 =
N∏

k=1

det (Ak−λIpk
) =

N∏
k=1

χAk
(λ).

On conclut : le polynôme caractéristique d’une matrice carrée diagonale par blocs est le produit
des polynômes caractéristiques de chacun des blocs diagonaux.

I.5.b. Soit σ ∈ Sn, σ = c1 ◦ · · · ◦ cN sa décomposition en produit de cycles disjoints.
Considérons la famille F1 =

(
E1, fσ(E1), fσ2(E1), . . .

)
.

Si f(E1) = E1, alors F1 = (E1).
Si f(E1) 6= E1, il existe i1 ∈ {1, ..., N} tel que 1 soit dans le support de ci1 . On a alors, en notant
p1 la longueur de ci1 :

F1 =
(
E1, fc1(E1), ..., f

c
p1−1
1

(E1)
)
.

En réitérant, on construit une base B de Mn,1(R) telle que la matrice Nσ de fσ dans B soit de la

forme : Nσ =


C1 (0) . . . (0)

(0)
. . . (0)

...
... (0) CN (0)

(0) . . . (0) I

 , où, pour tout k ∈ {1, ..., N}, Ck =


0 0 0 1

1
. . . 0 0

0
. . . . . .

...
0 0 1 0

 ∈ Mpk
(R).



Il est clair que, pour tout k ∈ {1, ..., N}, on a :

πCk
= Xpk − 1 et χCk

= (−1)pk(Xpk − 1).

D’après 5.a., on conclut : le polynôme minimal de Mσ est le ppcm des Xpk − 1, où les pk,
k ∈ {1, ..., N} sont les longueurs des cycles de la décomposition de σ en produit de cycles disjoints,
et le polynôme caractéristique de Mσ est le produit des Xpk − 1, au signe près.

I.6.a. Avec les notations précédentes, en notant µ = ppcm (p1, ..., pn), on a : πMσ
= Xµ−1. Comme

le polynôme Xµ−1 est scindé sur C et à zéros tous simples, d’après le Cours, Mσ est diagonalisable
dans Mn(C).

I.6.b. • Supposons Mσ diagonalisable dans Mn(R). Alors, χMσ
est scindé sur R.

Comme χMσ
= (−1)n

N∏
k=1

(Xpk − 1), il en résulte que, pour tout k ∈ {1, ..., p}, Xpk − 1 est scindé

sur R, donc pk = 2 (ou 1). Ceci montre que σ est un produit de cycles disjoints de longueur 2, et
donc, comme ces cycles commutent deux à deux, on a : σ2 = e.

• Réciproquement, si σ2 = e, alors tous les cycles de la décomposition de σ sont de longueur 2 (ou
1), donc πMσ

= X2 − 1 ou πMσ
= X − 1, et donc πMσ

est scindé sur R. D’après le Cours, il en
résulte que Mσ est diagonalisable dans Mn(R).

On conclut : Mσ est diagonalisable dans Mn(R) si et seulement si σ2 = e.

I.7.a. On suppose ici 2 6 k 6 n. Considérons, par exemple, le cycle σ = [1, 2, ..., k]. Alors Mk
σ = In,

et Mσ 6= In. donc l’équation Mk = In, d’inconnue M ∈ Pn, admet au moins une solution autre
que In.

I.7.b. Pour n = 2 et k = 3, l’équation M3 = I2, d’inconnue M ∈ P2, n’a pour solution que I2, car

P2 = {I2, V }, où V =
(

0 1
1 0

)
, et V 3 = V 6= I2.

Ainsi, pour k > n, il se peut que l’équation Mk = In, d’inconnue M ∈ Pn, n’admette pas d’autre
solution que In.

I.7.c. (i) Soit σ ∈ S4. Considérons la décomposition de σ en produit de cycles deux à deux disjoints.

• Si l’un des cycles c de la décomposition de σ est de longueur 3, alors σ est égale à ce cycle c,
donc σ3 = c3 = e, puis σ4 = c 6= e, donc M4 6= I4.

• Sinon, comme σ ne porte que sur quatre éléments, tous les cycles de la décompostion de σ sont
de longueur 2 (ou 1), donc σ2 = e, σ4 = e, M4 = I4.

Ceci montre que Mσ est solution de M4 = I4 si et seulement si σ n’est pas un cycle de longueur 3.
Comme S4 a 4! = 24 éléments et qu’il y a exactement 8 cycles de longueur 3 :

[1, 2, 3], [1, 3, 2], [1, 2, 4], [1, 4, 2], [1, 3, 4], [1, 4, 3], [2, 3, 4], [2, 4, 3],

on conclut que le nombre de solutions demandé est égal à 24− 8− 1 = 15.

(ii) Soit σ ∈ S7. Considérons la décomposition de σ en produit de cycles deux à deux disjoints.

• Si M5
σ = I7, alors X5 − 1 est annulateur de Mσ, donc le polynôme minimal de Mσ divise X5 − 1.

Mais ce polynôme minimal est de la forme Xµ − 1, µ ∈ N∗. Il est clair qu’alors µ = 1 ou µ = 5. Si
µ = 1, alors Mσ = In, exclu. Si µ = 5, alors σ contient un cycle de longueur 5. Comme σ porte sur
7 éléments, et que X2−1 ne divise pas X5−1, σ est nécessairement égale à un cycle de longueur 5.

• Réciproquement, pour tout cycle σ de longueur 5, on a M5
σ = I7.



Ceci montre que Mσ est solution de M5 = I7 autre que I7 si et seulement si σ est un cycle de
longueur 5. Il y a exactement C5

7 parties à 5 éléments de {1, ..., 7}. D’autre part, pour toute partie
de {1, ..., 7} à cinq éléments, il y a exactement 4! cycles de longueur 5 ayant cette partie pour
support.



On conclut que le nombre de solutions de l’équation proposée est :

4! · C5
7 − 1 = 4! · C2

7 − 1 = 24 · 21− 1 = 503.

(iii) Soit σ ∈ S7 − {e} telle que M7
σ = I6. Avec les notations précédentes, le ppcm des longueurs

des cycles d’une décompostion de σ en produit de cycles deux à deux disjoints est égal à 7, ce qui
est impossible.

On conclut que le nombre de solution(s) de l’équation proposée est 0.

I.8. Soit σ ∈ Sn. Avec les notations précédentes, on a Mµ
σ = In, donc la suite (Mk

σ )k∈N est
périodique. Il est clair qu’une suite périodique est convergente si et seulement si elle est constante.
La suite (Mk

σ )k∈N est constante si et seulement si Mσ = In c’est-à-dire si et seulement si σ = e.

PARTIE II

II.1. • On a D++
n ⊂ GLn(R), car, si D = diag (d1, ..., dn) ∈ D++

n , alors det (D) =
n∏

k=1

dkk 6= 0,

donc D est inversible.

• In = diag (1, ..., 1) ∈ D++
n .

• Si D = diag(d1, ..., dn) ∈ D++
n , et ∆ = diag(δ1, ..., δn) ∈ D++

n , alors D∆ = diag (d1δ1, ..., dnδn) ∈
D++

n .

• Si D = diag (d1, ..., dn) ∈ D++
n , alors D ∈ GLn(R) et D−1 = diag (d−1

1 , ..., d−1
n ) ∈ D++

n .

On conclut :

D++
n est un sous-groupe de GLn(R)

II.2. • Par définition de Gn, l’application ϕ : (σ,D) 7−→ MσD est une surjection de Sn ×D++
n

sur Gn.

• Soient (σ,D), (τ, E) ∈ Sn ×D++
n tels que ϕ(σ,D) = ϕ(τ, E), c’est-à-dire MσD = MτE.

Notons D = diag (d1, ..., dn), E = diag (e1, ..., en).
On a, pour tout (i, j) ∈ {1, ..., n}2 :

(MσD)ij =
n∑

k=1

(Mσ)ik(D)kj =
n∑

k=1

δi,σ(k)dkj = dσ−1(i),j = δσ−1(i),jdj

et, de même : (MτE)ij = δτ−1(i),jej .

On a donc :

MσD = MτE ⇐⇒ ∀ (i, j) ∈ {1, ..., n}2, δσ−1(i),jdj = δτ−1(i),jej

⇐⇒ ∀ i ∈ {1, ..., n}, dσ−1(i) = δτ−1(i),σ−1(i)eσ−1(i)

⇐⇒ ∀ i ∈ {1, ..., n},

{
τ−1(i) = σ−1(i)

eσ−1(i) = dσ−1(i)

⇐⇒
{

σ = τ

D = E.

On conclut que ϕ est injective.

Finalement :

L’application (σ,D) 7−→ MσD est une bijection de Sn ×D++
n sur Gn



II.3. On a, pour tout (i, j) ∈ {1, ..., n}2, d’après les calculs précédents : (MσD)ij = δσ−1(i),jdj , et :

(
D(σ)Mσ

)
ij

=
n∑

k=1

(D(σ))ik(Mσ)kj =
n∑

k=1

(D(σ))ikδk,σ(j) = (D(σ))i,σ(j) = δi,σ(j)dσ−1(i) = δσ−1(i),jdj ,

et on conclut :
MσD = D(σ)Mσ.

II.4. • On a Gn ⊂ GLn(R) car, si σ ∈ Sn et D ∈ D++
n , alors Mσ est inversible et D est inversible,

donc MσD est inversible.

• In ∈ Gn, car In = MeIn et In ∈ D++
n .

• Soient σ, τ ∈ Sn, D,∆ ∈ D++
n . On a :

(MσD)(Mτ∆) = Mσ(DMσ)∆ = Mσ(MτD(τ−1))∆ = (MσMτ )(D(τ−1)∆) = Mσ◦τ (D(τ−1)∆),

et σ ◦ τ ∈ Sn et D(τ−1)∆ ∈ D++
n . Il en résulte : (MσD)(Mτ∆) ∈ Gn.

• Soient σ ∈ Sn, D ∈ D++
n . On a :

(MσD)−1 = D−1(Mσ)−1 = D−1Mσ−1 = Mσ−1(D−1)(σ) ∈ Gn.

On conclut :

Gn est un sous-groupe de GLn(R)

II.5. Supposons quer l’application ϕ : (σ,D) 7−→ MσD soit un isomorphisme du groupe-produit
Sn ×D++

n sur le groupe Gn. On a alors :

∀ (σ,D), (τ,∆) ∈ Sn ×D++
n , ϕ

(
(σ,D), (τ,∆)

)
= ϕ(σ,D)ϕ(τ,∆).

Mais :
ϕ
(
(σ,D), (τ,∆)

)
= ϕ(σ,D)ϕ(τ,∆) ⇐⇒ ϕ(σ ◦ τ,D∆) = ϕ(σ,D)ϕ(τ,∆)

⇐⇒ Mσ◦τ (D∆) = (MσD)(Mτ∆) ⇐⇒ MσMτD∆ = MσDMτ∆ ⇐⇒ MτD = DMτ .

En choisissant : n = 2, σ = [1, 2] = τ1,2, D =
(

1 0
0 2

)
, on a :

MτD =
(

0 1
1 0

) (
1 0
0 2

)
=

(
0 2
1 0

)
et DMτ =

(
1 0
0 2

) (
0 1
1 0

)
=

(
0 1
2 0

)
,

qui sont différents.

On conclut que, pour n ¿ 2, l’application (σ,D) 7−→ MσD n’est pas un isomorphisme du groupe-
produit Sn ×D++

n sur le groupe Gn.

II.6.a. Le groupe Gn contient toutes les matrices diag (a, 1, ..., 1), a ∈ ]0 ; +∞[, qui sont deux à
deux distinctes et en nombre infini, donc Gn est infini.

II.6.b. Notons, pour tout k ∈ {1, ..., N}, Dk la matrice diagonale ayant pour éléments diagonaux
les dr lorsque r est dans le support de ck, et 1 sinon. On a alors :

MσD = Mc1 · · ·McN
D1 · · ·DN .



Il est clair que les Mck
et les Dl commutent lorsque k 6= l. On a donc :

MσD = (Mc1D1) · · · (McN
DN ).

De plus, il est clair que les Mck
Dk commutent deux à deux. Il en résulte que le sous-groupe

engendré par MσD est fini si et seulement si, pour tout k ∈ {1, ..., N}, le sous-groupe engendré
par Mck

Dk est fini.

En notant {i1, ..., ipk
} le support de ck, Mck

Dk est semblable à
(

Cpk
0

0 In−pk

) (
∆k 0
0 In−pk

)
,

où Cpk
=


0 . . . 0 1
1 0 0

. . . . . .
...

0 1 0

 et ∆k est Dk à l’ordre près des termes diagonaux.

On a :
(Mck

Dk)pk =
∏

r∈Supp (ck)

drIn.

Si
∏

r∈Supp (ck)

dr = 1, alors le sous-groupe engendré par Mck
Dk est fini.

Sinon, ce produit étant > 0, le sous-groupe engendré par Mck
Dk est infini.

On conclut que le sous-groupe engendré par MσD est fini si et seulement si :

∀ k ∈ {1, ..., N},
∏

r∈Supp (ck)

dr = 1.

II.6.c. On a :

A(a) =


0 0 0 a
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0

 =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 a

 = MσD,

en notant σ = [1, 2, 3, 4] et D = diag (1, 2, 3, a). On a donc : A(a) ∈ G4.

D’après 6.b., le sous-groupe de G4 engendré par A(a) est fini si et seulement si le produit 1 ·2 ·3 ·a
est égal à 1. On conclut :

Le sous-groupe de G4 engendré par A(a) est fini si et seulement si a =
1
6

II.7. Il est clair que H = S2 est un sous-groupe de S2 et que L =
{(

1 0
0 2k

)
; k ∈ Z

}
est un

sous-groupe de D++
2 .

Notons E =
{
MσD ; σ ∈ H, D ∈ L

}
et montrons que E n’est pas un sous-groupe de G2.

Comme S2 = {e, τ}, où τ = [1, 2], on a :

E =
{(

1 0
0 2k

)
; k ∈ Z

}
∪

{(
0 2k

1 0

)
; k ∈ Z

}
.

Mais : (
1 0
0 2

)
∈ E,

(
0 2
1 0

)
∈ E,

(
1 0
0 2

) (
0 2
1 0

)
=

(
0 2
2 0

)
/∈ E.

On conclut que E n’est pas un sous-groupe de G2.



II.8. Soient σ ∈ Sn, D = diag (d1, ..., dn) ∈ D++
n telle que : ∀ i ∈ {1, ..., n}, di < 1. Notons µ le

ppcm des longueurs des cycles de la décompostion de σ en produit de cycles deux à deux disjoints.
On a vu plus haut que (MσD)µ ∈ D++

n et que les termes diagonaux de cette matrice sont des
produits de µ éléments de la diagonale de D. Il en résulte

(
(MσD)

)µp −→
p∞

0.

Puis, comme, pour tout k ∈ N∗, il existe p ∈ N tel que µp 6 k 6 µ(p + 1) (par division euclidienne
de k par µ), on a (MσD)k −→

k∞
0.

PARTIE III

III.1. a) A =
(

1 3
3 1

)
• A est positive (évident).

• A est symétrique. On a, en notant X =
(

1
−1

)
:

tXAX = ( 1 −1 )
(

1 3
3 1

) (
1
−1

)
= (−2 2 )

(
1
−1

)
= −4 < 0,

donc A n’est pas symétrique positive.

b) A =
(

3 −1
−1 3

)
• A n’est pas positive (évident)

• A est symétrique.

On a, pour tout X =
(

x
y

)
∈ M2,1(R) :

tXAX = 3x2 − 2xy + 3y2 = 3
(
x2 − 2

3
xy + y2

)
= 3

((
x− 1

3
y
)2

+
8
9
y2

)
¿ 0,

donc A est symétrique positive.

III.2. Les propriétés a), b), c), d) sont évidentes en revenant aux éléments, puisque la somme
et le produit de deux réels ¿ 0 est ¿ 0.

On a aussi facilement les propriétés suivantes :

a’) ∀A ∈ M+
n,p, ∀B ∈ M++

n,p , A + B ∈ M++
n,p

b’) ∀α ∈ R∗+, ∀A ∈ M++
n,p , αA ∈ M++

n,p

c’) ∀A ∈ M++
n,p , ∀B ∈ M++

p,q , AB ∈ M++
n,q

d’) ∀A ∈ M++
n,p , tA ∈ M++

p,n .

III.3. 1) Soit A ∈ M++
n,p . On a, d’après 2.c. : ∀X ∈ M+

p,1, AX ∈ M+
n,1.

2) Réciproquement, soit A ∈ Mn,p(R) telle que : ∀X ∈ M+
p,1, AX ∈ M+

n,1.

En particulier, en utilisant la base canonique de Mn,1(R), on a : ∀ j ∈ {1, ..., p}, AEj ∈ M+
n,1.

Et AEj est la colonne numéro j de A. Ainsi, toutes les colonnes de A sont à termes ¿ 0, et donc
A ∈ M+

n,p.



III.4. Considérons l’exemple : n = 2, A =
(

2 1
1 2

)
∈ M+

2 .

La matrice A est inversible, et A−1 =
1
3

(
2 −1
−1 2

)
/∈ M+

2 .

Donc, on n’a pas :
∀A ∈ M+

n ∩ GLn(R), A−1 ∈ M+
n .

III.5.a. Soit A ∈ M+
n ∩ GLn(R) telle que A−1 ∈ M+

n .

Notons A = (aij)ij , A−1 = (bij)ij . On a AA−1 = In, d’où, pour tout (i, j) ∈ {1, ..., n}2 :

δi,j = (In)ij = (AA−1)ij =
n∑

k=1

aikbkj .

Soit i ∈ {1, ..., n} fixé. On a :

∀ j 6= i,
n∑

k=1

aikbkj = 0.

Comme tous les a.. et b.. sont ¿ 0, on déduit :

∀ j 6= i, ∀ k ∈ {1, ..., n}, aik = 0 ou bkj = 0.

Supposons qu’il existe deux indices k, k′ distincts tels que aik 6= 0 et aik′ 6= 0. On a alors :

∀ j 6= i, bkj = 0 et bk′j = 0.

Ainsi, les lignes numéros k et k′ de A−1 ne comportent qu’un élément non nul (au plus), situé dans
la j-ème colonne. Alors, ces deux lignes de A−1 sont colinéaires, contradiction avec l’inversibilité
de A−1.

Ceci montre qu’il existe au plus un indice k tel que aik 6= 0. Ainsi, dans chaque ligne de A, il y a
au plus un élément non nul et un seul. Comme A est inversible, il y en a un et un seul.
Chaque ligne de A contient un élément non nul (> 0) et un seul. Comme A est inversible, ces
éléments sont tous situés dans des lignes différentes.
On conclut que chaque ligne et chaque colonne de A contient un terme strictement positif et un
seul et tous les autres termes sont nuls.

III.5.b. • Soit A ∈ M+
n ∩ GLn(R) telle que A−1 ∈ M+

n .

D’après 5.a., chaque ligne et chaque colonne de A contient un terme > 0 et un seul et tous les
autres termes sont nuls. Il existe donc σ ∈ Sn et D = diag (d1, ..., dn) ∈ D++

n telles que A = MσD,
donc A ∈ Gn.

• Réciproquement, si A ∈ Gn, alors A ∈ M+
n , A est inversible, et A−1 ∈ M+

n .

On conclut :

{
A ∈ M+

n ∩ GLn(R) ; A−1 ∈ M+
n

}
= Gn



PARTIE IV

IV.1. 1) Soit X ∈ Cn. Notons X = (xij)ij . On a :

∀A ∈ Pn, AX = XA,

c’est-à-dire :
∀σ ∈ Sn, MσX = XMσ.

On a, pour tout (i, j) ∈ {1, ..., n}2 :

(MσX)ij =
n∑

k=1

(Mσ)ikxkj =
n∑

k=1

δi,σ(k)xkj = xσ−1(i),j

et

(XMσ)ij =
n∑

k=1

xik(Mσ)kj =
n∑

k=1

xikδk,σ(j) = xi,σ(j).

On a donc :
∀ (i, j) ∈ {1, ..., n}2, xσ−1(i),j = xi,σ(j).

• Soit (i, j) ∈ {1, ..., n}2 tel que i 6= j. il existe σ ∈ Sn telle que i = σ(j), par exemple la
transposition qui échange i et j. On déduit alors xjj = xii.

• Soit (i, j, k) ∈ {1, ..., n}3 deux à deux distincts. Il existe σ ∈ Sn telle que : σ(i) = i, σ(j) = k et
σ(k) = j, par exemple la transposition qui échange j et k. On déduit alors xij = xik. Ceci montre
que les termes de X hors diagonale, sur une même ligne, sont tous égaux entre eux.

• De même, en utilisant la transposition qui échange i et k, on déduit xkj = xij . Ceci montre que
les termes de X hors diagonale, sur une même colonne sont égaux.

Finalement, les termes diagonaux de X sont tous égaux entre eux, et les termes hors diagonale
sont tous égaux entre eux.
Il existe donc (a, b) ∈ R2 tel que X = A(a, b).

2) Réciproquement, soit (a, b) ∈ R2. On a A(a, b) = (a − b)In + bU. De plus, In et U commutent
avec tout élément de Pn, car :

∀σ ∈ Sn, UMσ = U et MσU = U,

donc A(a, b) commute avec tout élément de Pn, A(a, b) ∈ Cn.

On conclut :

Cn =
{
A(a, b) ; (a, b) ∈ R2

}
IV.2. On a, pour tout (a, b) ∈ R2 : A(a, b) = (a− b)In + bU, et In, U sont dans Cn, donc :

Cn est le sous-espace vectoriel de Mn(R) engendré par (In, U)



IV.3. • Cn est déjà un sev de Mn(R)

• Soient X, Y ∈ Cn. On a, pour tout A ∈ Pn :

A(XY ) = (AX)Y = (XA)Y = X(AY ) = X(Y A) = (XY )A,

donc XY ∈ Cn.

• La multiplication est commutaive dans Cn car In et U commutent.

• In ∈ Cn.

On conclut :
Cn est une sous-algèbre commutative et unitaire de Mn(R)

IV.4.a. • Puisque U ∈ Sn(R), d’après le théorème spectral, U est diagonalisable dans Mn(R).

• On forme le polynôme caractéristique de U :

χU (λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ

(1)
. . . (1)

1− λ

∣∣∣∣∣∣
[n]

=
L1←L1+···+Ln

(n− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
1 1− λ

(1)
. . . (1)

1 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

=
Li←Li−L1,i¿2

(n− λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

0 −λ (0)
...

... (0)
. . . 0

0 . . . 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[n]

= (n− λ)(−λ)n−1 = (−1)nλn−1(λ− n).

On conclut :

Les valeurs propres de U sont : 0 d’ordre n− 1, n d’ordre 1

X =

 x1
...

xn

 ∈ SEP (U, n) ⇐⇒


x1 + . . . + xn = nx1

...

x1 + · · ·+ xn = nxn

⇐⇒ x1 = ... = xn.

Ainsi, SEP (U, n) admet pour base (V1) où V1 =

 1
...
1

 .

• X =

 x1
...

xn

 ∈ SEP (U, 0) ⇐⇒ x1 + · · ·+ xn = 0.

Ainsi, SEP (U, 0) est de dimension n− 1 et admet pour base, par exemple, (V2, ..., Vn) où :

V2 =


1
−1
0
...
0

 , . . . , V3 =


1
0
−1
...
0

 , Vn =


1
0
0
...
−1

 .



IV.4.b. D’après 4.a., il existe D = diag (n, 0, ..., 0), P ∈ GLn(R) telles que : U = PDP−1.

On a alors, pour tout (a, b) ∈ R2 :

A(a, b) = (a− b)In + bU = P
(
(a− b)In + bD

)
P−1 = P diag

(
(a + (n− 1)b, a− b, . . . , a− b

)
P−1.

On conclut :

SpR(A(a, b)) =
{
a + (n− 1)b, a− b

}
IV.5.a. D’après la question préliminaire, puisque A(a, b) est symétrique réelle, on a :

A(a, b) ∈ S++
n ⇐⇒ SpR

(
A(a, b)

)
⊂ R∗+ ⇐⇒

{
a + (n− 1)b > 0

a− b > 0
.

IV.5.b.

Un schéma ici

IV.6. Tout simplement, on reconnâıt U.

PARTIE V

V.1. Puisque S(a, b) est symétrique réelle, d’après le théorème spectral, S(a, b) est diagonalisable
dans Mn(R).

V.2.a. Soient λ ∈ R, X =

 x1
...

xn

 ∈ Mn,1(R)− {0}. Notons aussi x0 = 0 et xn+1 = 0. On a :

S(a, b)X = λX ⇐⇒



a b . . . . . . b

b a (b)
...

...
. . .

...
... (b) a b
b . . . . . . b a




x1

x2
...

xn−1

xn

 = λ


x1

x2
...

xn−1

xn



⇐⇒



ax1 + bx2 = λx1

bx1 + ax2 + bx3 = λx2

...
bxn−2 + axn−1 + bxn = λxn−1

bxn−1 + axn = λxn

⇐⇒



(a− λ)x1 + bx2 = 0

bx1 + (a− λ)x2 + bx3 = 0

...
bxn−2 + (a− λ)xn−1 + bxn = 0

bxn−1 + (a− λ)xn = 0

⇐⇒ ∀ k ∈ {1, ..., n}, bxk−1 + (a− λ)xk + bxk+1 = 0.



V.2.b. La suite (xk)06k6n+1 est récurrente linéaire du second ordre à coefficients constants. L’équation
caractéristique est br2 + (a− λ)r + b = 0, de dicriminant ∆ = (a− λ)2 − 4b2.

• Si ∆ = 0, l’équation caractéristique admet une solution double r0 =
λ− a

b
, et r0 6= 0

(sinon, λ = a, br2 + b = 0, b = 0 exclu). Il existe donc (α, β) ∈ R2 tel que :

∀ k ∈ {0, ..., n + 1}, xk = αrk
0 + βkrk−1

0 .

Comme x0 = xn+1 = 0, on déduit α = 0 puis β = 0, donc X = 0, exclu.

• On a donc nécessairement ∆ 6= 0. L’équation caractéristique admet deux solutions distinctes,
notées r1 et r2 (car la matrice est diagonalisable). Il existe (α1, α2) ∈ R2 tel que :

∀ k ∈ {0, ..., n + 1}, xk = α1r
k
1 + α2r

k
2 .

On a :

x0 = xn+1 = 0 ⇐⇒
{ α1 + α2 = 0

α1r
n+1
1 + α2r

n+1
2 = 0

⇐⇒
{ α2 = −α1

α1(rn+1
1 − rn+1

2 ) = 0.

Si α1 = 0, alors α2 = 0, X = 0, exclu.
On a donc α1 6= 0, puis rn+1

1 = rn+1
2 .

Il existe donc p ∈ {1, ..., n}, tel que r2 = r1 e
2ipπ
n+1 .

D’autre part, on a r1r2 = 1, donc r2
2 = e

2ipπ
n+1 , puis, à l’odre près, r1 = e

ipπ
n+1 , r2 = e−

ipπ
n+1 .

De plus, r1 + r2 = −a− λ

b
, donc : λ = a + b(r1 + r2) = a + 2b cos

pπ

n + 1
.

Notons, pour tout p ∈ {1, ...n}, λp = a + 2b cos
pπ

n + 1
. Comme b 6= 0 et que cos est strictement

décroissante sur [0 ;π], les n nombres réels λ1, ..., λn sont deux à deux distincts. Ceci montre que
A admet au moins n valeurs propres λ1, ..., λn deux à deux distinctes. Comme A ∈ Mn(R), on a
alors toutes les valeurs propres.

On conclut :

SpR
(
S(a, b)

)
=

{
a + 2b cos

pπ

n + 1
; p ∈ {1, ..., n}

}
• On a, pour tout p ∈ {1, ..., n} un vecteur propre associé, donné par :

xk = α1(rk
1 − rk

2 ) = α1

(
e

ikpπ
n+1 − e−

ikpπ
n+1

)
= 2α1i sin

kpπ

n + 1
,

d’où un vecteur propre formant base du sous-espace propre associé à la valeur propre λp :


sin

pπ

n + 1
...

sin
npπ

n + 1

 .

V.3.a. D’après le Cours, on sait que sin(n + 1)θ est le produit de sin θ par un polynôme en cos θ,
d’où l’existence de Un. De plus, Un est unique car Un est de degré n et donné en une infinité de
points.



V.3.b. D’après 2.b. :

χS(a,b)(λ) = (−1)n
n∏

p=1

(λ− λp) = (−1)n
n∏

p=1

(
λ− a− 2b cos

pπ

n + 1

)
.

D’autre part, pour tout t ∈ ]− 1 ; 1[ :

Un(t) = 0 ⇐⇒ sin
(
(n + 1)Arccos t

)
= 0 ⇐⇒ (n + 1)Arccos t ≡ 0 [π]

⇐⇒ Arccos t ≡ 0
[ π

n + 1

]
⇐⇒ Arccos t =

pπ

n + 1
, p ∈ {1, ..., n} ⇐⇒ t = cos

pπ

n + 1
, p ∈ {1, ..., n}.

Et le coefficient dominant de Un est 2n. On a donc :

Un(t) = 2n
n∏

p=1

(
t− cos

pπ

n + 1

)
.

d’où :

χS(a,b)(λ) = (−1)n(2b)n
n∏

p=1

(λ− a

2b
− cos

pπ

n + 1

)
.

On conclut :

χS(a,b)(λ) = (−1)nbnUn

(λ− a

2b

)
V.4.a. Puisque S(a, b) est symétrique réelle, d’après la question préliminaire :

S(a, b) ∈ S++
n ⇐⇒ SpR

(
S(a, b)

)
⊂ R∗+

⇐⇒ ∀ p ∈ {1, ..., n}, a + 2b cos
pπ

n + 1
> 0 ⇐⇒ a− 2b cos

π

n + 1
> 0.

V.4.b.

Un schéma ici
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