
Pr�eparation �a l'agr�egation interne de Math�ematiques 2006-2007Jean-Marie MonierCorrig�e de l'�epreuve d'entrâ�nement du 25 novembre 2006PARTIE II.1.a. Soit y : x 7�! +1Xn=0 anxn une appliation d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0, de rayonR > 0:D'apr�es le Cours, on peut d�eriver terme �a terme �a l'int�erieur de l'intervalle de onvergene,d'o�u, pour tout x 2 ℄�R ;R[ :y(x) = +1Xn=0 anxn; y0(x) = +1Xn=1nanxn�1; y00(x) = +1Xn=2n(n� 1)anxn�2:On obtient, pour tout x 2 ℄�R ;R[ :xy00(x) + y0(x) + xy(x)= +1Xn=2n(n� 1)anxn�1 + +1Xn=1nanxn�1 + +1Xn=0 anxn+1= +1Xn=1(n+ 1)nan+1xn + +1Xn=0(n+ 1)an+1xn + +1Xn=1 an�1xn= a1 + +1Xn=1 ((n+ 1)nan+1 + (n+ 1)an+1 + an�1)xn= a1 + +1Xn=1 ((n+ 1)2an+1 + an�1)xn:Par uniit�e du d�eveloppement en s�erie enti�ere de la fontion nulle, on d�eduit :y est solution de (E) sur ℄�R ;R[() �a1 = 0 et 8n 2 N� ; (n+ 1)2an+1 + an�1 = 0�() �a1 = 0 et 8n 2 N� ; an+1 = �1(n+ 1)2 an�1�() 8><>:8 p 2 N; a2p+1 = 08 p 2 N; a2p = �1(2p)2 �1(2p� 2)2 � � � �122 a0 = (�1)p22p(p!)2 a0:1



Ainsi, si y est d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0, de rayon R > 0; y est solution de (E) sur℄�R ;R[ si et seulement si :8x 2 ℄�R ;R[; y(x) = a0 +1Xn=0 (�1)n4n(n!)2x2n:R�eiproquement, onsid�erons la s�erie enti�ere +1Xn=0 (�1)n4n(n!)2x2n:Notons, pour x 2 R� �x�e et n 2 N : un(x) = (�1)n4n(n!)2x2n:On a, pour tout n 2 N; jun(x)j > 0 et : jun+1(x)jjun(x)j = x2(n+1)4n+1((n+ 1)!)2 � 4n(n!)2x2n = x24(n+ 1)2 �!n1 0:D'apr�es le th�eor�eme de d'Alembert pour les s�eries num�eriques, il en r�esulte que, pour toutx 2 R; la s�erie num�erique Xn>0un(x) onverge, et don la s�erie enti�ere envisag�ee est derayon in�ni.On onlut :Les solutions de (E) d�eveloppables en s�erie enti�ere en 0 sont les appliations x 7�! a0 +1Xn=0℄ (�1)n4n(n!)2x2n;a0 2 R; le rayon de onvergene de es s�eries enti�eres est in�ni, et es fontions sont solu-tions de (E) sur R:On note : J : R �! R; x 7�! J(x) = +1Xn=0 (�1)n4n(n!)2x2n:Il est lair que J 6= 0, puisque, par exemple, J(0) = 1 6= 0:On onlut :L'ensemble des solutions de (E) d�eveloppables en s�erie enti�ere en 0 est la droite vetorielle engendr�ee par JI.1.b. � On a : 8x 2 R; J(�x) = +1Xn=0 (�1)n4n(n!)2 (�x)2n = +1Xn=0 (�1)n4n(n!)2x2n = J(x);don : J est paire� Puisque J est d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0 de rayon in�ni, d'apr�es le Cours :J est de lasse C1 sur R� On a, d'apr�es le DSE(0) de J : J(0) = 1; J 0(0) = 0; J 00(0)2! = (�1)141(1!)2 = �14 ; donJ 00(0) = �12 :� Puisque J(0) = 1, la ourbe repr�esentative C de J passe par le point (0; 1):Puisque J 0(0) = 0; la tangente en (0; 1) �a C est parall�ele �a x0x:Puisque J 00(0) = �12 < 0; la ourbe C tourne sa onavit�e vers les y n�egatifs.2



I.1.. � Soit x 2 [0 ; 2℄:Notons, pour tout n 2 N : un(x) = (�1)n4n(n!)2x2n:La s�erie num�erique Xn>0un(x) est altern�ee, la suite (jun(x)j)n>0 onverge vers 0 ar la s�erieen question est onvergente, et la suite (jun(x)j)n>0 est d�eroissante ar, pour tout n 2 N :jun+1(x)jjun(x)j = x2(n+1)4n+1((n+ 1)!)2 � 4n(n!)2x2n = x24(n+ 1)2 6 1;puisque 0 6 x 6 2 et n > 0:La s�erie Xn>0un(x) rel�eve don du TSCSA, et il en r�esulte que sa somme J(x) est ompriseentre deux sommes partielles d'indies suessifs. En partiulier : u0(x) + u1(x) 6 J(x) 6 u0(x):Comme u0(x) = 1 et u1(x) = �x24 ; on d�eduit : 1� x24 6 J(x) 6 1:Puisque x 2 [0 ; 2℄, on a 1� x24 > 0; et on onlut :8x 2 [0 ; 2℄; 0 6 J(x) 6 1� Comme on vient de le voir, en partiulier pour x = 1 et pour x = 2; la s�erie num�eriqueXn>0 un(x) rel�eve du TSCSA, don, en notant Rn(x) le reste d'ordre n de ette s�erienum�erique, on a, pour tout n 2 N :jRn(x)j 6 jun+1(x)j = x2(n+1)4n+1((n+ 1)!)2 :� Pour x = 1; on a jRn(1)j 6 14n+1((n+ 1)!)2 et 142(2!)2 = 164 < 1210�1;don jRn(1)j < 0; 5 � 10�1 d�es que n > 1:Il en r�esulte que u0(1) + u1(1) est une valeur approh�ee de J(1) �a 0; 5 � 10�1 pr�es.Et : u0(1) + u1(1) = 1� 14 = 34 = 0; 75:On onlut : J(1) ' 0; 8 �a 10�1 pr�es� Pour x = 2; on a : jRn(2)j 6 22(n+1)4n+1((n+ 1)!)2 = 1((n+ 1)!)2 et 1(3!)2 = 136 < 1210�1;don jRn(2)j < 0; 5 � 10�1 d�es que n > 2:Il en r�esulte que u0(2) + u1(2) + u2(2) est une valeur approh�ee de J(2) �a 10�1 pr�es.Et : u0(2) + u1(2) + u2(2) = 1� 2241(1!)2 + 2442(2!)2 = 1� 1 + 14 = 14 = 0; 25:On onlut : 3



J(2) ' 0; 2 �a 10�1 pr�es� Pour x = 3; la s�erie num�erique Xn>0un(3) ne rel�eve pas du TSCSA, ar ju0(3)j < ju1(3)jpuisque u0(3) = 1; u1(3) = �14(1!)2 32 = �94 :Montrons que ette s�erie rel�eve du TSCSA �a partir d'un ertain indie.On a, pour tout n 2 N : jun+1(3)jjun(3)j = 324(n+ 1)2 = 94(n+ 1)2 6 1; et 94(n+ 1)2 6 1 d�esque n > 1: Don Xn>1un(3) rel�eve du TSCSA.On a alors, pour tout n > 1 : jRn(3)j 6 jun+1(3)j = 9n+14n+1((n+ 1)!)2et 9444(4!)2 = 6561147456 ' 0; 044::: < 0; 5 � 10�1:Il en r�esulte que u0(3)+u1(3)+u2(3)+u3(3) est une valeur approh�ee de J(3) �a 0; 5 �10�1pr�es.Et :u0(3)+� � �+u3(3) = 1� 324 � (1!)2+ 3442 � (2!)2� 3643 � (3!)2 = 1�94+8164� 72964 � 36 ' �0; 300 781:::On onlut : J(3) ' �0; 3 �a 10�1 pr�es� Puisque J(2) > 0; J(3) < 0 et que J est ontinue sur l'intervalle [2 ; 3℄; d'apr�es leth�eor�eme des valeurs interm�ediaires, J admet au moins un z�ero dans ℄2 ; 3[:I.1.d. On a, d'apr�es 1.a. : xJ 00 + J 0 + xJ = 0;d'o�u, en multipliant par J 0 et en divisant par x, pour x 2 ℄0 ;+1[ : J 0J 00 + 1xJ 02 + JJ 0 = 0:Cei montre : 12(J2 + J 02)0 = JJ 0 + J 0J 00 = �J 02x 6 0:Il en r�esulte que J2 + J 02 est d�eroissante sur ℄0 ;+1[:Comme de plus J2 + J 02 est ontinue sur [0 ;+1[; on onlut :J2 + J 02 est d�eroissante sur [0 ;+1[I.2. Puisque l'appliation x 7�! 1x est ontinue et d�eroissante sur [1 ;+1[; on a, paromparaison s�erie/int�egrale :Z n+11 1x dx 6 nXk=1 1k 6 1 + Z n1 1x dx;'est-�a-dire : ln(n+ 1) 6 Hn 6 1 + lnn:4



Comme ln(n+ 1) = lnn+ ln�1 + 1n� �n1 lnn et que 1 + lnn �n1 lnn; on onlut, parenadrement : Hn �n1 lnnI.3.a. Soit K :℄0 ;+1[ �! R une appliation deux fois d�erivable. On note :H :℄0 ;+1[ �! R; x 7�! H(x) = (lnx)J(x) +K(x):Par op�erations, H est deux fois d�erivable sur ℄0 ;+1[ et on a, pour tout x 2 ℄0 ;+1[ :8>>>>>><>>>>>>:H(x) = (lnx)J(x) +K(x)H 0(x) = (lnx)J 0(x) + 1xJ(x) +K 0(x)H 00(x) = (lnx)J 00(x) + 2xJ 0(x)� 1x2J(x) +K 00(x):Don : H est solution de (E) sur ℄0 ;+1[() 8x 2 ℄0 ;+1[; xH 00(x) +H 0(x) + xH(x) = 0() 8x 2 ℄0 ;+1[; (lnx)(xJ 00(x) + J 0(x) + xJ(x)) + 2J 0(x) + xK 00(x) +K 0(x) + xK(x) = 0() 8x 2 ℄0 ;+1[; xK 00((x) +K 0(x) + xK(x) = �2J 0(x)() K est solution de (F) sur ℄0 ;+1[:I.3.b. La m�ethode est la même que dans la r�esolution de 1.a.Soit y : x 7�! +1Xn=0 bnxn une appliation d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0, de rayon R > 0:On a, pour tout x 2 ℄�R ;R[ :y(x) = +1Xn=0 bnxn; y0(x) = +1Xn=1nbnxn�1; y00(x) = +1Xn=2n(n� 1)bnxn�2:On en d�eduit, pour tout x 2 ℄�R ;R[, omme en 1.a. :xy00(x) + y0(x) + xy(x) = b1 + +1Xn=1 ((n+ 1)2bn+1 + bn�1)xn:D'autre part : 8x 2 ℄0 ;+1[; J 0(x) = +1Xn=1 (�1)n4n(n!)2 2nx2n�1:Par uniit�e du d�eveloppement en s�erie enti�ere en 0 de �2J 0, on, d�eduit :y est solution de (F) sur ℄�R ;R[5



() �b1 = 0 et 8>><>>:8 p 2 N; (2p+ 1)2b2p+1 + b2p�1 = 08 p 2 N� ; (2p)2b2p + b2p�2 = �2 (�1)p4p(p!)2 2p�() �(8 p 2 N; b2p+1 = 0) et (8 p 2 N� ; (2p)2b2p + b2p�2 = �(�1)p4p4p(p!)2 : (1) )�Notons, pour tout p 2 N : 2p = 4p(p!)2(�1)p b2p; de sorte que : b2p = (�1)p4p(p!)2 2p:On a : (1) () (2p)2 (�1)p4p(p!)2 2p + (�1)p�14p�1((p� 1)!)2 2p�2 = �(�1)p4p4p(p!)2() 4p22p � 4p22p�2 = �4p () 2p � 2p�2 = �1p:On obtient alors, par sommation, et ave �equivalene logique :2p � 0 = (2p � 2p�2) + � � �+ (2 � 0) = �1p � � � � � 1 = �Hp:Ainsi, si y est d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0, y est solution de (F) si et seulement si :8x 2 ℄�R ;R[; y(x) = +1Xn=0 (�1)n4n(n!)2 (0 �Hn)x2n; 0 2 R:R�eiproquement, onsid�erons la s�erie enti�ere Xn>0 (�1)n(0 �Hn)4n(n!)2 x2n:On sait d�ej�a que la s�erie enti�ere Xn>0 (�1)n4n(n!)2x2n est solution de (E) sur R:Notons, pour tout x 2 R� �x�e et tout n 2 N; vn(x) = (�1)n+1Hn4n(n!)2 x2n:On a jvn(x)j > 0 et :jvn+1(x)jjvn(x)j = Hn+1x2(n+1)4n+1((n+ 1)!)2 � 4n(n!)2Hnx2n = Hn+1Hn � x24(n+ 1)2 :Comme Hn �n1 lnn; on a Hn+1 �n1 ln(n+ 1) = ln+ ln�1 + 1n� �n1 lnn; don Hn+1Hn �!n1 1;puis jvn+1(x)jjvn(x)j �!n1 0:D'apr�es la r�egle de d'Alembert pour les s�eries num�eriques, la s�erie Xn>0 vn(x) onverge, etil en r�esulte que la s�erie enti�ere envisag�ee est de rayon in�ni.On onlut : 6



Les solutions de (F) d�eveloppables en s�erie enti�ere en 0 sont les appliations x 7�! +1Xn=0 (�1)n(0 �Hn)4n(n!)2 x2n;0 2 R; le rayon est in�ni, et es fontions sont solutions de (F) sur R:I.3.. D'apr�es 3.a. et le r�esultat de 3.b., on onlut :H :℄0 ;+1[ �! R; x 7�! H(x) = (lnx)J(x) + +1Xn=0 (�1)n+1Hn4n(n!)2 x2n est solution de (E) sur R
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I.3.d. Soit (�; �) 2 R2 tel que �J+�H = 0; 'est-�a-dire : 8x 2 ℄0 ;+1[; �J(x)+�H(x) =0:On a vu que J est ontinue en 0 et que J(0) = 1:D'autre part, l'appliation K : x 7�! +1Xn=0 (�1)n+1Hn4n(n!)2 x2n est de lasse C1 sur R don estontinue en 0: Il en r�esulte : H(x) = (lnx)J(x) +K(x) �!x �! 0+�1:Si � 6= 0; alors �J(x) + �H(x) �!x �! 0+�1; ontradition.Don � = 0, puis �J = 0: En partiulier, �J(0) = 0; don, omme J(0) = 1; on onlut� = 0:Cei montre que (J;H) est libre dans R℄0 ;+1[:I.3.e. Puisque (E) y00 + 1xy0 + y = 0; est une �equation di��erentielle lin�eaire du seondordre, normalis�ee sur l'intervalle ℄0 ;+1[ et �a oeÆients ontinus sur ℄0 ;+1[, d'apr�es leCours, l'ensemble S des solutions de (E) sur ℄0 ;+1[ est un R-espae vetoriel de dimension2.Comme J et H sont dans S et que (J;H) est libre, on onlut que (J;H) est une base deS; autrement dit :La solution g�en�erale de (E) sur ℄0 ;+1[ est �J + �H; (�; �) 2 R2I.4.a. On a, dans R[X℄ : (X + 1)n(X + 1)n = (X + 1)2n:On en d�eduit, en utilisant la formule du binôme de Newton :� nXk=0CknXk�� nXp=0CpnXp� = 2nXq=0Cq2nXq:En prenant le oeÆient de Xn dans haun des deux membres, on obtient : nXk=0CknCn�kn = Cn2n:Comme Cn�kn = Ckn; on onlut : nXk=0(Ckn)2 = Cn2n:I.4.b. En notant, pour tout n 2 N; an = (�1)n4n(n!)2 ; on a, pour tout x 2 R : J(x) = +1Xn=0 anx2n;d'o�u, par produit de deux s�eries enti�eres, pour tout x 2 R : (J(x))2 = +1Xn=0 nx2n; o�u,pour tout n 2 N :n = nXk=0akan�k = nXk=0 (�1)k4k(k!)2 � (�1)n�k4n�k((n� k)!)2 = (�1)n4n nXk=0 1(k!)2((n� k)!)2= (�1)n4n(n!)2 nXk=0� n!k!(n� k)!�2 = �1)n4n(n!)2 nXk=0 (Ckn)2 = (�1)n4n(n!)2Cn2n = (�1)n4n(n!)2 (2n)!(n!)2 = (�1)n(2n)!4n(n!)4 :8



On onlut : 8x 2 R; (J(x))2 = +1Xn=0 (�1)n(2n)!4n(n!)4 x2n:

9



PARTIE IIII.1.a. On a, par une int�egration par parties, pour tout n 2 N :Wn+1 = Z �20 sin2n+2 tdt = Z �20 sin2n+1 t sin tdt= [ sin2n+1 t(� os t)℄ �20 � Z �20 (2n+ 1) sin2n t os t(� os t) dt= (2n+ 1) Z �20 sin2n t os2 tdt = (2n+ 1) Z �20 sin2n t(1� sin2 t) dt= (2n+ 1)(Wn �Wn+1);d'o�u le r�esultat demand�e :8n 2 N; 2(n+ 1)Wn+1 = (2n+ 1)WnII.1.b. D'apr�es 1.a., de prohe en prohe, ou par une r�eurrene imm�ediate, on a :Wn = 2n� 12n Wn�1 = ::: = (2n� 1)(2n � 3) � � � 1(2n)(2n � 2) � � � 2 W0 = (2n)!(2nn!)2 �2 = (2n)!4n(n!)2 �2 :II.2. Soit x 2 R �x�e.D'apr�es I 1.a. et II 1.b., on a :J(x) = +1Xn=0 (�1)n4n(n!)2x2n = +1Xn=0(�1)n 2� Wn(2n)!x2n= 2� +1Xn=0(�1)n 1(2n)!� Z �20 sin2n tdt�x2n = 2� +1Xn=0 Z �20 (�1)n sin2n t x2n(2n)! dt:Notons, pour n 2 N; fn : h0 ; �2 i �! R; t 7�! fn(t) = (�1)n sin2n t x2n(2n)! :� Pour tout n 2 N; fn est ontinue sur le segment h0 ; �2 i:� On a : 8n 2 N; 8 t 2 h0 ; �2 i; jfn(t)j 6 x2n(2n)! ;don : 8n 2 N; jjfnjj1 6 x2n(2n)! :Comme la s�erie num�erique Xn>0 x2n(2n)! onverge (par la r�egle de d'Alembert, par exemple),par th�eor�eme de majoration pour des s�eries �a termes r�eels > 0; la s�erie Xn>0 jjfnjj1 onverge.Cei montre que la s�erie Xn>0 fn onverge normalement, don uniform�ement, sur h0 ; �2 i:10



D'apr�es un th�eor�eme du Cours sur onvergene uniforme et int�egration sur unsegment, on peut don permuter int�egrale et s�erie, d'o�u :J(x) = 2� Z �20 � +1Xn=0 (�1)n sin2n t x2n(2n)! �dt = 2� Z �20 � +1Xn=0 (�1)n(x sin t)2n(2n)! �dt = 2� Z �20 os(x sin t) dt;en reonnaissant le d�eveloppement en s�erie enti�ere de os, qui est de rayon in�ni.On onlut : 8x 2 R; J(x) = 2� Z �20 os(x sin t) dtII.3. Notons : F : R � h0 ; �2 i �! R; (x; t) 7�! F (x; t) = os(x sin t):� Pour tout x 2 R; F (x; �) est int�egrable sur h0 ; �2 i; ar ontinue sur e segment.� Pour tout k 2 N; l'appliation �kF�xk : (x; t) 7�! sink t os �x sin t+ k�2 � existe et estontinue par rapport �a x et ontinue par moreaux (ar ontinue) par rapport �a t, surR � h0 ; �2 i:� On a :8 k 2 N; 8 (x; t) 2 R � h0 ; �2 i; ����kF�xk (x; t)��� = ��� sink t os �x sin t+ k�2 ���� 6 1et l'appliation onstante 1 est int�egrable sur le segment h0 ; �2 i:D'apr�es le th�eor�eme de d�erivation sous le signe Z �20 ave hypoth�ese de domi-nation, on onlut que J est de lasse C1 sur R (e que l'on savait d�ej�a, f. I 1.b.) etque : 8 k 2 N; 8x 2 R; J(x) = 2� Z �20 sink t os�x sin t+ k�2 �dtII.4. � D'apr�es 3. :8x 2 R; J 0(x) = 2� Z �20 sin t os �x sin t+ �2 �dt = � 2� Z �20 sin t sin(x sin t) dt:Soit x 2 ℄0 ;�℄ �x�e.L'appliation t 7�! sin t sin(x sin t) est ontinue sur h0 ; �2 i; positive ou nulle ar x sin t 2[0 ;�℄ et n'est pas la fontion nulle, don J 0(x) < 0:Comme J est de plus ontinue sur [0 ;�℄; on onlut :J est stritement d�eroissante sur [0 ;�℄11



� D'apr�es 3. :8x 2 R; J 00(x) = 2� Z �20 sin2 t os(x sin t+ �) dt = � 2� Z �20 sin2 t os(x sin t) dt:Soit x 2 h0 ; �2 i �x�e.On a : 8 t 2 h0 ; �2 i; x sin t 2 h0 ; �2 i; don : 8 t 2 h0 ; �2 i; os(x sin t) > 0; d'o�u J 00(x) 60:On onlut : J est onave sur h0 ; �2 i�

II.5. On a :8 k 2 N; 8x 2 R; jJ (k)(x)j = 2� ��� Z �20 sink t os �x sin t+ k�2 �dt���6 2� Z �20 ��� sink t os �x sin t+ k�2 ����dt 6 2� Z �20 1 dt = 1:II.6.a. Le r�esultat demand�e est un exerie lassique, appel�e lemme de Riemann-Lebesgue dans le as d'un intervalle quelonque.Soit ' : [0 ; 1[ �! R une appliation ontinue et int�egrable sur [0 ; 1[:Soit " > 0 �x�e.On a : 8x 2 R; 8u 2 [0 ; 1[; j os(xu)'(u)j 6 j'(u)j:Comme ' est int�egrable sur [0 ; 1[; il en r�esulte par th�eor�eme de majoration que, pour toutx 2 R; l'appliation t 7�! os(xu)'(u) est int�egrable sur [0 ; 1[:Puisque ' est int�egrable sur [0 ; 1[; il existe � 2 [0 ; 1[ tel que : Z 1� j'(u)jdu 6 "2 :12



On a alors, pour tout x 2 R :��� Z 1� os(xu)'(u) du��� 6 Z 1� j os(xu)'(u)jdu 6 Z 1� j'(u)jdu 6 "2 :

13



Ensuite, pour x 2 ℄0 ;+1[; on a, par une int�egration par parties pour des fontions delasse C1 sur le segment [0 ;�℄ :Z �0 os(xu)'(u) du = hsin(xu)x '(u)i�0�Z �0 sin(xu)x '0(u) du = sin(x�)x '(�)�1x Z �0 sin(xu)'0(u) du;d'o�u, par in�egalit�e triangulaire et majoration de la valeur absolue d'une int�egrale :��� Z �0 os(xu)'(u) du��� 6 j'(�)jx + 1x Z �0 j'0(u)jdu:Comme ette derni�ere expression tend vers 0 lorsque x �! +1; il existe A 2 ℄0 ;+1[ telque : 8x > A; 1x�j'(�)j + Z �0 j'0(u)jdu� 6 "2 :On, a alors, en utilisant la relation de Chasles :8x > A; j Z 10 os(xu)'(u) du��� 6 ��� Z �0 os(xu)'(u) du���+ ��� Z 1� os(xu)'(u) du��� 6 "2 + "2 = ":On onlut : Z 10 os(xu)'(u) du �!x �! +1 0Il est lair que, de même : Z 10 sin(xu)'(u) du �!x �! +1 0II.6.b. Soit k 2 N:On a, pour tout x 2 R, par le hangement de variable u = sin t, dans le as, par exemple,o�u k est pair, k = 2p; p 2 N :J (k)(x) = 2� Z �20 sink t os �x sin t+ k�2 �dt= 2� (�1)p Z �20 sin2p t os(x sin t) dt = 2� (�1)p Z 10 os(xu) u2pp1� u2 du:L'appliation ' : [0 ; 1[ �! R; u 7�! u2pp1� u2 est de lasse C1 et int�egrable sur [0 ; 1[ar '(u) �u �! 1 1p2(1� u)1=2 ; en utilisant l'exemple de Riemann en 1 et le th�eor�emed'�equivalene pour des fontions > 0:Le as o�u k est impair se traite de fa�on analogue.On peut don appliquer 6.a. et onlure :8 k 2 N; J (k)(x) �!x �! +1 014



PARTIE IIIIII.1.a. Soit p 2 ℄0 ;+1[: Notons u : [0 ;+1[ �! R; x 7�! u(x) = J(x) e�px:L'appliation, u est ontinue sur [0 ;+1[ et, d'apr�es II 5.a. : 8x 2 R; ju(x)j 6 e�px:Comme p > 0 est �x�e, l'appliation x 7�! e�px est int�egrable sur [0 ;+1[; don, parth�eor�eme de majoration, l'appliation u est int�egrable sur [0 ;+1[:On peut don d�e�nir la transform�ee de Laplae L de J :L :℄0 ;+1[ �! R; p 7�! L(p) = Z +10 J(x) e�px dx:III.1.b. On a, pour tout x 2 ℄0 ;+1[ :L(p) = Z +10 J(x) e�px dx = 2� Z +10 �Z �20 os(x sin t) e�px dt�dx:Puisque : 8 (x; t) 2 [0 ;+1[�h0 ; �2 i; j os(x sin t) e�pxj 6 e�px;et que l'appliation (x; t) 7�! e�px est > 0 et int�egrable sur le pav�e [0 ;+1[�[0 ; �2 i,par th�eor�eme de majoration, l'appliation (x; t) 7�! os(x sin t) e�px est int�egrable sur emême pav�e, don, d'apr�es le th�eor�eme de Fubini, on peut permuter les deux int�egraleset on obtient : L(p) = 2� Z �20 � Z +10 os(x sin t) e�px dx�dt:III.2.a. Soit (p; x) 2 ℄0 ;+1[�[0 ;+1[:On a, en passant par les nombres omplexes et en manipulant des int�egrales de fontionsint�egrables :Z +10 eix sin te�px dx = Z +10 e(�p+i sin t)x dx = he(�p+i sin t)x�p+ i sin t i+10 = � 1�p+ i sin t = p+ i sin tp2 + sin2 t ;puis, en prenant la partie r�eelle : Z +10 os(x sin t) e�px dx = pp2 + sin2 tIII.2.b. On a don, pour tout p 2 ℄0 ;+1[ :L(p) = 2� Z �20 pp2 + sin2 t dt =[u=tan t℄ 2� Z +10 pp2 + �1� 11 + u2� du1 + u2= 2� Z +10 pp2(1 + u2) + u2 du = 2� Z +10 pp2 + (p2 + 1)u2 du= 2�p Z +10 11 + �pp2 + 1p u�2 du = 2�ph ppp2 + 1 Artan �pp2 + 1p u�i+1015



= 2�p ppp2 + 1 �2 = 1pp2 + 1 :Finalement : 8 p 2 ℄0 ;+1[; L(p) = 1pp2 + 1
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PARTIE IVIV.1. Puisque x 7�! px et J sont de lasse C1 sur ℄0 ;+1[; par produit, G est de lasseC1 sur ℄0 ;+1[; don, en partiulier, G est deux fois d�erivable sur ℄0 ;+1[ et on a, pourtout x 2 ℄0 ;+1[ : G(x) = pxJ(x)G0(x) = pxJ 0(x) + 12pxJ(x);G00(x) = pxJ 00(x) + 1pxJ 0(x)� 14xpxJ(x);d'o�u :G00(x) + �1 + 14x2�G(x) = pxJ 00(x) + 1pxJ 0(x)� 14xpxJ(x) +pxJ(x) + 14xpxJ(x)= 1px(xJ 00(x) + J 0(x) + xJ(x)) = 0:IV.2. Soit z0 un z�ero de J dans ℄0 ;+1[:� Montrons : J 0z0) 6= 0: Raisonnons par l'absurde : supposons J 0(z0) = 0:D'apr�es le th�eor�eme de Cauhy-Lipshitz lin�eaire, le probl�eme de Cauhy8><>:8x 2 ℄0 ;+1[; y00(x) + 1xy0(x) + y(x) = 0y(z0) = 0; y0(z0) = 0admet une solution et une seule.Mais J et 0 (appliation nulle) onviennent, don J est nulle sur ℄0 ;+1[; ontradition�evidente.Cei montre : J 0(z0) 6= 0:� Supposons par exemple J 0(z0) > 0, le as J 0(z0) < 0 se traiterait de fa�on analogue.Puisque J(z) � J(z0)z � z0 �!z �! z0 J 0(z0) > 0; il existe � > 0 tel que :8 z 2 ℄z0 � � ; z0 + �[�fz0g; J(z)� J(z0)z � z0 > 0:Il en r�esulte : (8 z 2 ℄z0 � � ; z0[; J(z) < J(z0) = 08 z 2 ℄z0 ; z0 + �[; J(z) > J(z0) = 0:En partiulier : 8 z 2 ℄z0 � � ; z0 + �[�fz0g; J(z) 6= 0:On onlut : Les z�eros de J dans ℄0 ;+1[ sont isol�es17



IV.3.a. Puisque G est ontinue sur l'intervalle IÆk et que G ne s'annule en auun point deIÆk (par hypoth�ese), d'apr�es le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires, G est de signestrit �xe sur IÆk :IV.3.b. � Puisque G est deux fois d�erivable sur ℄0 ;+1[; par op�erations usuelles, W estd�erivable sur ℄0 ;+1[ et, pour tout x 2 ℄0 ;+1[ :W 0(x) = (sinx)G00(x)+(os x)G0(x)+(sinx)G(x)�(os x)G0(x) = sinx(G00(x)+G(x)) = �sinx4x2 G(x):En partiulier : 8x 2 Ik; W 0(x) = �sinx4x2 G(x):Comme G est de signe �xe (large) sur Ik et que sin est aussi de signe �xe (large) sur Ik,on en d�eduit que W 0 est de signe �xe (large) sur Ik; et don W est monotone sur Ik:� On a : W (k�) = � os(k�)G(k�) = (�1)k+1G(k�)et W ((k + 1)�) = � os ((k + 1)�)G((k + 1)�) = (�1)kG((k + 1)�):� S�eparons l'�etude en quatre as selon la parit�e de k et selon le signe de G sur Ik:Par exemple, si k est pair et si G est > 0 sur Ik; alors, d'apr�es le alul de W 0 fait plushaut, W est d�eroissante, et, d'autre part, W (k�) 6 0 et W ((k + 1)�) > 0: Il en r�esultelairement que W est nulle sur Ik:Les trois autres as se traitent de fa�on analogue et aboutissent �a la même onlusion :W est nulle sur Ik:IV.3.. On a don :8x 2 Ik; (sinx)G0(x)� (os x)G(x) =W (x) = 0:L'appliation U : x 7�! G(x)sinx est d�erivable sur IÆk et :8x 2 IÆk ; U 0(x) = (sinx)G0(x)� (os x)G(x)sin2 x = W (x)sin2 x = 0;don U est onstante sur IÆk :Il existe don �k 2 R tel que : 8x 2 IÆk ; G(x)sinx = �k; 'est-�a-dire G(x) = �k sinx:On d�eduit, en utilisant l'�equation di��erentielle satisfaite par G :8x 2 IÆk ; 0 = G00(x) + �1 + 14x2�G(x) = ��k sinx+ �1 + 14x2��k sinx = �k sinx4x2 ;d'o�u : 8x 2 IÆk ; �k sinx = 0:On en d�eduit, puisque sin ne s'annule pas en au moins un point de IÆk ; que �k = 0; d'o�uG(x) = 0 pour tout x 2 IÆk ; ontradition ave une hypoth�ese faite plus haut.18



On onlut : G s'annule en au moins un point de IÆk
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IV.4 Notons Z = fx 2 ℄0 ;+1[ ; J(z) = 0g:On a d�ej�a vu que J ne s'annule en auun point de [0 ; 1℄: On a don : Z = fz 2[1 ;+1[ ; J(z) = 0g:Soit � 2 [1 ;+1[: Montrons que Z \ [1 ;�℄ est �ni.Raisonnons par l'absurde : Supposons Z \ [1 ;�℄ in�ni.D'apr�es le th�eor�eme de Bolzano-Weierstrass, il existe alors une suite (uk)k>1 dansZ \ [1 ;�℄ onvergeant vers un �el�ement u de Z \ [1 ;�℄ et �a termes tous distints de u.Puisque uk �!k1 u; que J s'annule en les uk et que J est ontinue en u, il en r�esulteJ(u) = 0:Mais alors u est un z�ero de J dans ℄0 ;+1[ non isol�e, ontradition ave le r�esultatpr�e�edent.Cei montre que Z \ [1 ;�℄ est �ni.Il est alors lair que l'on peut ordonner les z�eros de J dans ℄0 ;+1[ en une suite (zk)k>1stritement roissante et de limite +1:IV.5.
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