
Pr�eparation �a l'agr�egation interne de Math�ematiques 2006-2007Jean-Marie MonierCorrig�e de l'�epreuve d'entrâ�nement du 13 janvier 2007PARTIE II.1.a. Par leture de la matrie J , on a :�(e1) = 0; �(e2) = e1; ::: ; �(en) = en�1I.1.b. � Soient x 2 Kn; X = MatB(x) = 0� x1...xn1A : On a :x 2 Ker (�) () �(x) = 0 () JX = 0 () 8>><>>:x2 = 0...xn = 0 ;don : Ker (�) = Vet (e1):� On a :Im (�) = �(Kn) = Vet ��(e1); :::; �(en)� = Vet �0; e1; :::; en�1� = Vet (e1; :::; en�1):Im (�) = Vet (e1; :::; en�1)� Puis, omme rg (�) = dim �Im (�)�; on onlut :rg (�) = n� 1I.2. On a : �J (�) = det (J � �In) = �������������� 1 0 : : : 00 �� 1 (0) ...0 0 �� . . . 0... (0) . . . . . . 10 : : : : : : 0 ��
������������ = (��)n:

�J(�) = (��)n
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I.3.a. � On a :J0 = In; J1 = J; J2 = 0BBBBBBBB�
0 0 1 0 : : : 00 0 0 . . . (0) ...0 0 0 . . . . . . 0... . . . . . . . . . 1... (0) . . . . . . 00 : : : : : : : : : 0 0

1CCCCCCCCA ; ::: ; Jn�1 = 0BBBBBB� 0 : : : 0 0 1... . . . 0... (0) 0... ...0 : : : : : : : : : 0
1CCCCCCA ;

Jn = 0; puis Jk = 0 pour tout k > n:� Il est alors lair que : Jn�1 6= 0 et Jn = 0; don J est nilpotente d'indie n.� Il est imm�ediat, omme en 1.b., que, pour tout k 2 N� , ave les onventions Vet (e1; :::; ek) = Knet Vet (e1; :::; en�k) = f0g pour k > n+ 1 :Ker (�k) = Vet (e1; :::; ek); Im (�k) = Vet (e1; :::; en�k)� Soit (a0; :::; an�1) 2 Kn tel que : n�1Xk=0 akJk = 0: On a alors 0BBBBBB�a0 a1 a2 : : : an�10 a0 a1 . . . ...0 0 a0 . . . a2... (0) . . . . . . a10 : : : : : : 0 a0
1CCCCCCA = 0;don a0 = 0; ::: ; an�1 = 0; et on onlut que la famille (In; J; :::; Jn�1) est libre.� Puisque Jn = 0; le polynôme Xn est annulateur de J; don, d'apr�es le Cours : �J j Xn:D'autre part, omme (In; J; :::; Jn�1) est libre, auun polynôme de degr�e 6 n � 1, autre que lepolynôme nul, n'est annulateur de J; e qui montre : deg (�J ) > n:En�n, on sait que �J est unitaire.On onlut : �J = XnI.3.b. Soit q 2 N � f0; 1g:Supposons qu'il existe M 2Mn(K) telle que Mq = J:Alors : Mqn = (Mq)n = Jn = 0; donM est nilpotente. Il en r�esulte queMn = 0; ar le polynômeminimal de M est de la forme Xk; k 2 N� et est de degr�e 6 n: Mais (Mq)n�1 = Jn�1 6= 0; donq(n� 1) 6 n� 1; puis, omme n > 2; on d�eduit q 6 1; ontradition.On onlut que l'�equation Mq = J; d'inonnue M 2Mn(K) n'a auune solution.I.3.. Cherhons une solution partiuli�ere M de la forme M = aJ + bJ2; (a; b) 2 R2 : On a :M +M2 = J () aJ + bJ2 + (aJ + bJ2)2 = J () aJ + bJ2 + a2J2 = J() � a = 1b+ a2 = 0 () � a = 1b = �1:Ainsi, M = J � J2 est solution de l'�equation M +M2 = J:
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I.4.a. � Il est lair que In; J; :::; Jn�1 ommutent ave J; don toute ombinaison lin�eaire de eux-iommute ave J; d'o�u : Vet (In; J; ::: ; Jn�1) � C (J):� Soit A 2 C (J): Notons f (resp. �) l'endomorphisme de Kn repr�esent�e par A (resp. J) dans labase anonique B = (e1; :::; en):On a :A 2 C (J) () AJ = JA () f Æ � = � Æ f () 8 i 2 f1; :::; ng; � Æ f(ei) = f Æ �(ei):On a alors : ��f(e1)� = f��(e1)� = f(0) = 0; don f(e1) 2 Ker (�) = Vet (e1):Il existe don a1 2 K tel que f(e1) = a1e1:Puis : ��f(e2)� = f��(e2)� = f(e1) = a1e1 = a1�(e2) = �(a1e2);don f(e2)� a1e2 2 Ker (�) = Vet (e1):Il existe don a2 2 K tel que : f(e2)� a1e2 = a2e1; d'o�u : f(e2) = a1e2 + a2e1:Supposons f(ek) = a1ek + � � �+ ake1 pour k �x�e. On a alors :��f(ek+1)� = f��(ek+1)� = f(ek) = a1ek + � � �+ ake1 = �(a1ek+1 + � � �+ ake2);don : f(ek+1)� (a1ek+1 + � � �+ ake2) 2 Ker (�) = Vet (e1):Il existe don ak+1 2 K tel que : f(ek+1)� (a1ek+1 + � � �+ ake2) = ak+1e1;d'o�u : f(ek+1) = a1ek+1 + � � �+ ak+1e1:On obtient alors :A = 0BBBBBB�a1 a2 : : : : : : an0 . . . . . . ...... . . . . . . . . . ...... (0) . . . . . . a20 : : : : : : 0 a1
1CCCCCCA = a1In + a2J + � � �+ anJn�1 2 Vet (In; J; ::: ; Jn�1):On onlut : C (J) = Vet (In; J; ::: ; Jn�1)I.4.b. � Soit A 2 C (J): Comme C (J) = Vet (In; J; ::: ; Jn�1); A est ombinaison lin�eaire depuissanes de J: Comme les puissanes de J ommutent deux �a deux, A ommute ave touteombinaison lin�eaire de puissanes de J; don A 2 C �C (J)�:� R�eiproquement, soit A 2 C �C (J)�: Alors A ommute ave toute ombinaison lin�eaire de puis-sanes de J; don en partiulier A ommute ave J; don A 2 C (J):On onlut : C �C (J)� = C(J)
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I.4.. Notons g l'endomorphisme de Kn d�e�ni, sur la base B = (e1; :::; en); par :g(e1) = e2; g(e2) = ::: = g(en) = 0;et notons A = MatB(g):On a : g��(e2)� = g(e1) = e2 et ��g(e2)� = �(0) = 0;don g Æ � 6= � Æ g; don A ne ommute pas ave J:Mais : g Æ �2(e1); g Æ �2(e2); :::g Æ �2(en); �2 Æ g(e1); �2 Æ g(e2); :::�2 Æ g(en) sont tous nuls,don g Æ �2 = �2 Æ g = 0; g et �2 ommutent, A et J2 ommutent.Ainsi : A 2 C (J2) et A =2 C (J); d'o�u : C (J2) 6= C(J)I.5.a. On a, pour tout i 2 f0; :::; ng, ave la onvention Vet (e1; :::; ei�1) = f0g pour i = 0 :�(Fi) = ��Vet (e1; :::; ei)� = Vet ��(e1); :::�(ei)� = Vet (e1; :::; ei�1) = Fi�1 � Fi;don Fi est stable par �:I.5.b.1) Consid�erons l'endomorphisme h de F induit par � sur F:Puisque �n = 0; on a hn = 0; don h est nilpotent.On a : Ker (h) = Ker (�) \ F � Ker (�) = Vet (e1):Si Ker (h) = f0g; alors h est bijetif, et nilpotent, don F = f0g; exlu.Don Ker (h) 6= f0g; d'o�u Ker (h) = Vet (e1):Cei montre e1 2 Ker (h) � F:Ainsi, l'ensemble �i 2 f1; :::; ng ; ei 2 F	 est une partie non vide de f1; :::; ng; don admet un plusgrand �el�ement, not�e k:On a don ek 2 F et ek+1; :::; en =2 F:I.5.b.2) � Puisque ek 2 F et que F est stable par �; on a :ek�1 = �(ek) 2 F; ek�2 = �(ek�1) 2 F; ::: ; e1 = �(e2) 2 F:D'o�u : Ker (�k) = Vet (e1; :::; ek) � F:� Puisque ek+1 =2 F et que ek+1 2 Ker (�k+1); on a : Ker (�k+1) 6� F:De plus : Ker (�k) � Ker (�k+1): D'o�u :Ker (�k) � Ker (�k+1) \ F $ Ker (�k+1):Comme Ker (�k) = Vet (e1; :::; ek) et Ker (�k+1) = Vet (e1; :::; ek+1); il en r�esulte :Ker (�k) = Ker (�k+1) \ F:Puis : Ker (hk) = Ker (�k) \ F = Ker (�k+1) \ F = Ker (hk+1℄:Il s'ensuit lassiquement que la suite �Ker (hp)�p>k est onstante �egale �a Ker (hk): Mais, omme hest nilpotent, pour p assez grand, Ker (hp) = F: D'o�u : Ker (hk) = F; puis :F = Ker (hk) = Ker (�k) \ F � Ker (�k) � F:Finalement : F = Ker (�k) = Vet (e1; :::; ek) = Fk:4



I.5.. On onlut : Les sev de Kn stables par � sont F0; :::; FnI.6.a. Notons ' l'endomorphisme de Kn repr�esent�e par P dans la base anonique B = (e1; :::; en).� On a : 8 i 2 f1; :::; ng; '(ei) = en+1�i: D'o�u :8 i 2 f1; :::; ng; ' Æ '(ei) = '(en+1�i) = en+1�(n+1�i) = ei;et don ' Æ ' = IdE ; d'o�u : P 2 = In:� Notons � l'endomorphisme de Kn repr�esent�e par tJ dans B: On a don :�(e1) = e2; ::: ; �(en�1) = en; �(en) = 0:D'o�u : ' Æ �(e1) = '(0) = 0 et � Æ '(e1) = �(en) = 0;et, pour tout i 2 f2; :::; ng :' Æ �(ei) = '(ei�1) = en+1�(i�1) = en+2�i; et � Æ '(ei) = �(en+1�i) = e(n+1�i)+1 = en+2�i:On a don : 8 i 2 f1; :::; ng; ' Æ �(ei) = � Æ '(ei);d'o�u, puisqu'il s'agit d'endomorphismes : ' Æ � = � Æ '; et don : PJ = tJP:I.6.b. D'apr�es a., P 2 = In; don P est inversible et P�1 = P; et on a tJ = PJP�1:On onlut : tJ � JI.7.a. � La matrie Q est diagonale et �a termes diagonaux tous non nuls, don, d'apr�es le Cours,Q est inversible, 'est-�a-dire Q 2 GLn(K):� Notons  l'endomorphisme de Kn repr�esent�e par L dans B: On a don : (e1) = 0;  (e2) = a1e1; ::: ;  (en) = an�1en�1:Notons u l'endomorphisme de Kn repr�esent�e par Q dans B: On a don :u(e1) = a1 � � � an�1e1; u(e2) = a2 � � � an�1e2; ::: ; u(en�1) = an�1en�1; u(en) = en:D'o�u :u Æ �(e1) = u��(e1)� = u(0) = 0 et  Æ u(e1) =  (a1 � � �an�1e1) = a1 � � � an�1 (e1) = 0et, pour tout i 2 f2; :::; ng :u Æ �(ei) = u(ei�1) = ai�1 � � �an�1ei�1et  Æ u(ei) =  (ai � � � an�1ei) = ai � � � an�1 (ei) = ai � � � an�1ai�1ei�1 = ai�1 � � �an�1ei�1:On a don : 8 i 2 f1; :::; ng; u Æ �(ei) =  Æ u(ei);d'o�u, puisqu'il s'agit d'endomorphismes : u Æ � =  Æ u; et don : QJ = LQ:5



I.7.b. Puisque QJ = LQ et que Q est inversible, on a L = QJQ�1: On onlut :L � JI.7..1)D'apr�es 7.b., ave n = 3; a1 = 2 6= 0; a2 = 3 6= 0; les matries 0� 0 1 00 0 10 0 01A et 0� 0 2 00 0 30 0 01Asont semblables.I.7..2) Les rangs des matries envisag�ees sont respetivement �egaux �a 2 et 1, don di��erents, donles matries 0� 0 1 00 0 10 0 01A et 0� 0 2 00 0 00 0 01A ne sont pas semblables.I.8.a. On peut supposer N > n� 1; quitte �a rajouter des termes nuls dans P: On a alors :P (J) = NXk=0 akJk = n�1Xk=0 akJk = 0BBBBBB� a0 a1 a2 : : : an�10 a0 a1 . . . ...0 0 a0 . . . a2... (0) . . . . . . a10 : : : : : : 0 a0
1CCCCCCA :

I.8.b. On a : eJ = +1Xk=0 1k!Jk = n�1Xk=0 1k!Jk = 0BBBBBBB� 1 11! 12! : : : 1(n�1)!0 1 . . . . . . ...... . . . . . . . . . 12!... (0) . . . 1 11!0 : : : : : : 0 1
1CCCCCCCA :
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PARTIE II AII.A.1. On a : J1 = (0); J2 = � 0 10 0� ; J3 = 0� 0 1 00 0 10 0 01A ; :::d'o�u : J = diag (JN ; : : : ; JN| {z }N ; JN�1; : : : ; JN�1| {z }N�1 ; JN�2; : : : ; JN�2| {z }N�2 ; : : : ; J2; : : : J2| {z }2 ; J1 : : : J1| {z }1 );J2 = diag (JN�1; : : : ; JN�1| {z }N ; JN�2; : : : ; JN�2| {z }N�1 ; JN�3; : : : ; JN�3| {z }N�2 ; : : : ; J1; : : : ; J1| {z }2 ; 0; : : : 0| {z }1 );J3 = diag (JN�2; : : : ; JN�2| {z }N ; JN�3; : : : ; JN�3| {z }N�1 ; JN�4; : : : ; JN�4| {z }N�2 ; : : : ; 0; : : : ; 0| {z }2 ; 0; : : : ; 0| {z }1 );...Jk = diag (JN�k+1; : : : ; JN�k+1| {z }N ; JN�k; : : : ; JN�k| {z }N�1 ; JN�k�1; : : : ; JN�k�1| {z }N�2 ; : : : ; 0; : : : ; 0| {z }2 0; : : : ; 0| {z }1 );...JN�1 = diag (J2; : : : J2| {z }N ; 0; : : : ; 0| {z }N�1 ; 0; : : : ; 0| {z }N�2 ; : : : ; 0; : : : ; 0| {z }2 ; 0; : : : ; 0| {z }1 );JN = 0:II.A.2. On a :rg (J1) = 0; rg (J2) = 1; ::: ; rg (Jk) = k � 1; ::: ; rg (JN ) = N � 1:Il est onnu que le rang d'une matrie diagonale par blos est �egal �a la somme des rangs des blosdiagonaux, don, pour tout k 2 f1; :::; Ng :rg (�k) = rg (Jk) = N rg (JN�k+1)+N�1rg (JN�k)+� � �+k+2rg(J3)+k+1rg (J2) = NXi=k+1(i�k)i:
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PARTIE II BII.B.1. � Il est lair que : O1 = 0; J3 = 0; A2 = 0; B2 = 0; don O; J; A; B sont nilpotentes.� Notons a (resp. (b) l'endomorphisme de R3 repr�esent�e par A (resp. B) dans la base anoniqueB = (e1; e2; e3) de R3 : On a alors :a(e1) = 0; a(e2) = e1; a(e3) = 0; b(e1) = 0; b(e2) = 0; b(e3) = e2:Notons ' l'endomorphisme de R3 d�e�ni par :'(e1) = e2; '(e2) = e3; '(e3) = e1:Il est lair que ' est bijetif et on a :' Æ a(e1) = '(0) = 0 et b Æ '(e1) = b(e2) = 0;' Æ a(e2) = '(e1) = e2 et b Æ '(e2) = b(e3) = e2;' Æ a(e3) = '(0) = 0 et b Æ '(e3) = b(e1) = 0;don : ' Æ a = b Æ '; b = ' Æ a Æ '�1; don A � B:� Comme rg (O) = 0; rg (A) = rg (B) = 1; rg (J) = 2; les matries O; J; A sont deux �a deux nonsemblables.II.B.2. On applique le r�esultat admis en II.A. pour exprimer un repr�esentant de haque lasse desimilitude des matries nilpotentes de M6(R):Il s'agit des matries diagonales par blos suivantes :(J6); (J5; J1); (J4; J2); (J4; J1; J1); (J3; J3); (J3; J2; J1); (J3; J1; J1; J1);(J2; J2; J2); (J2; J2; J1; J1); (J2; J1; J1; J1; J1); (J1; J1; J1; J1; J1; J1) = 0:La r�eponse est don : onze .II.B.3.a. On alule A2; A3; A4 : Az }| {0B� 0 1 0 00 0 1 0�1 0 0 10 1 0 01CA Az }| {0B� 0 1 0 00 0 1 0�1 0 0 10 1 0 01CA Az }| {0B� 0 1 0 00 0 1 0�1 0 0 10 1 0 01CA0B� 0 1 0 00 0 1 0�1 0 0 10 1 0 01CA| {z }A 0B� 0 0 1 0�1 0 0 10 0 0 00 0 1 01CA| {z }A2 0B��1 0 0 10 0 0 00 0 0 0�1 0 0 11CA| {z }A3 0B� 0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 01CA| {z }A4d'o�u : A4 = 0
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II.B.3.b. � On a : u4 = e4 = 0B� 00011CA ; u3 = f(e4) = e3 = 0B� 00101CA ;u2 = f2(e4) = f(e3) = e2 = 0B� 01001CA ; u1 = f3(e4) = f(e2) = e1 + e4 = 0B� 10011CA :D'o�u la matrie de la famille U = (u1; u2; u3; u4) dans B = (e1; e2; e3; e4) :MatB(U) = 0B� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 01 0 0 11CA :Puisque ette matrie arr�ee est triangulaire (inf�erieure) et �a termes diagonaux tous non nuls, elleest inversible, don U est une base de R4 :La matrie de passage de la base B �a la base U est la matrie de la famille U dans la base B, vuei-dessus : P = 0B� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 01 0 0 11CA :� On alule P�1 : e4 = u4; e3 = u3; e2 = u2; e1 = u1 � e4 = u1 � u4;d'o�u : P�1 = 0B� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 0�1 0 0 11CA :Puisque f est repr�esent�e par A dans B; que f est repr�esent�e par J dans U et que P est la matriede passage de B �a U , on a : A = PJP�1:On peut d'ailleurs ontrôler e r�esultat en e�etuant les produits matriiels :Jz }| {0B� 0 1 0 00 0 1 00 0 0 10 0 0 01CA P�1z }| {0B� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 0�1 0 0 11CA0B� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 01 0 0 11CA| {z }P 0B� 0 1 0 00 0 1 00 0 0 10 1 0 01CA| {z }PJ 0B� 0 1 0 00 0 1 0�1 0 0 10 1 0 01CA| {z }PJP�1=A
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II.B.4.a. Le alul de B2 est imm�ediat : Bz }| {0B��1 1 1 00 �1 0 1�1 2 1 �10 �1 0 1 1CA0B��1 1 1 00 �1 0 1�1 2 1 �10 �1 0 1 1CA| {z }B 0B� 0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 01CA| {z }B2On onlut : B2 = 0II.B.4.b. � On a :v1 = g(e1) = 0B��10�10 1CA ; v2 = e1 = 0B� 10001CA ; v3 = g(e2) = 0B� 1�12�11CA ; v4 = e2 = 0B� 01001CA :On alule le d�eterminant de la matrie de la famille V relativement �a la base B, en d�eveloppant,par exemple, par rapport �a la 4�e ligne :det �MatB(V) = ��������1 1 1 00 0 �1 1�1 0 2 00 0 �1 0 ������� = �������1 1 00 0 1�1 0 0 ������ = �1 6= 0;don V est une base de R4 :La matrie de passage de la base B �a la base V est la matrie arr�ee de la famille V par rapport �ala famille U : Q = 0B��1 1 1 00 0 �1 1�1 0 2 00 0 �1 01CA :� On alule Q�1 :8>>><>>>:u1 = �e1 � e3u2 = e1u3 = e1 � e2 + 2e3 � e4u4 = e2 () 8>>><>>>: e1 = u2e2 = u4e3 = �u1 � e1 = �u1 � u2e4 = u2 � u4 + 2(�u1 � u2)� u3 = �2u1 � u2 � u3 � u4:D'o�u : Q�1 = 0B� 0 0 �1 �21 0 �1 �10 0 0 �10 1 0 �11CA :On peut d'ailleurs ontrôler QQ�1 = I4:On alule les g(vi) : g(v1) = g�g(e1)� = g2(e1) = 0; g(v2) = g(e1) = v1;g(v3) = g�g(e2)� = g2(e2) = 0; g(v4) = g(e2) = v3:On en d�eduit que la matrie de g dans la base V est la matrie K de l'�enon�e.Comme g est repr�esent�e par B dans B, que g est repr�esent�e par K dans V et que la matrie depassage de B �a V est Q; on a : B = QKQ�1; e qu'on peut d'ailleurs ontrôler en e�etuant lesproduits matriiels. 10



PARTIE IIIIII.1.a. Soit x 2 Ci = Ker �(f � �iIdE)�i�: On a :(f � �iIdE)�i�f(x)� = �(f � �iIdE)�i Æ f�(x) = �f Æ (f � �iIdE)�i�(x) = f(0) = 0;don f(x) 2 Ci:Cei montre que Ci est stable par f .On peut don onsid�erer l'endomorphisme fi de Ci induit par f sur Ci:On note �i = fi � IdCi ; qui est aussi l'endomorphisme de Ci induit par f � �iIdE :III.1.b. � On a, pour tout x 2 Ci :��ii (x) = (fi � �iIdCi)�i(x) = (f � �iIdE)�i(x) = 0;don ��ii = 0; �i est nilpotent et son indie de nilpotene est > �i:� Puisque �i est l'ordre de multipliit�e de �i dans �f , il existe Q 2 K[X℄ tel que :�f = (X� �i)�iQ et Q(�i) 6= 0:Par d�e�nition de �f ; omme (X��i)�i�1Q divise �f et est de degr�e stritement inf�erieur au degr�ede �f ; (X� �i)�i�1Q n'est pas annulateur de f: On a don : (f � �iIdE)�i�1 ÆQ(f) 6= 0: Il existedon x 2 E tel que : (f � �iIdE)�i�1 Æ Q(f)(x) 6= 0: En notant y = Q(f)(x) 2 E; on a don(f � �iIdE)�i�1(y) 6= 0:D'autre part : 0 = ��f (f)�(x) = (f � �iIdE)�i ÆQ(f)(x) = (f � �iIdE)�i(y);don y 2 Ci:Ainsi, y 2 Ci et : ��i�1i (y) = (fi � �iIdE)�i�1(y) 6= 0:Cei montre : ��i�1i 6= 0:On onlut que �i est nilpotent et que son indie de nilpotene est �i:III.1.. D'apr�es II.A. (r�esultat admis), il existe une base Ui de Ci dans laquelle �i est repr�esent�epar une matrie diagonale par blos de la forme :diag (J�i ; : : : ; J�i ; : : : ; J1; : : : ; J1):III.1.d. Comme fi = �i + �iIdCi ; la matrie de fi dans la base Ui est obtenue en rajoutant �iI �ala matrie de �i dans Ui et est don de la forme :diag �J�i(�i); : : : ; J�i(�i); : : : ; J1(�i); : : : ; J1(�i)�:III.2. Puisque �f est suppos�e sind�e sur K et que �f est unitaire, on a :�f = pYi=1(X� �i)�i :Comme les polynômes (X��i)�i ; i 2 f1; :::; pg; sont premiers entre eux deux �a deux, on a, d'apr�esle th�eor�eme des noyaux : E = pMi=1 Ker �(f � �i)�i� = pMi=1 Ci:11



III.3. Comme, pour tout i 2 f1; :::; pg; Ui est une base de Ci et que E = pMi=1 Ci; d'apr�es le Cours,la famille U , obtenue en r�eunissant les familles U1; :::;Up dans l'ordre, est une base de E:La matrie de f dans U est de la forme :diag �J�1(�1); : : : ; J�1(�1); : : : ; J1(�1); : : : ; J1(�1); : : : ; J�p(�p); : : : ; J�p(�p); : : : ; J1(�p); : : : ; J1(�p)�:III.4. � Supposons A et B semblables et, par exemple, �A sind�e sur K:Notons f l'endomorphisme de E repr�esent�e par A dans une base B1: Comme B � A, B repr�esentef dans une base B2: Puisque �A est sind�e surK; �f = �A est sind�e surK: D'apr�es le th�eor�eme deCayley-Hamilton, �f j �f ; don �f est sind�e sur K: D'apr�es le r�esultat admis en 3., f admet uner�eduite de Jordan et une seule, �a l'ordre pr�es des blos de Jordan. Don, A et B, qui repr�esententle même endomorphisme f , ont la même r�eduite de Jordan, �a l'ordre pr�es des blos de Jordan.� R�eiproquement, si A et B ont la même r�eduite de Jordan J , �a l'ordre pr�es des blos, alors A � Jet B � J; don A � B:III.5. � On forme le polynôme arat�eristique �A de A :�A(�) = ����������1� � �2 �3 �3 �30 1� � 1 0 00 0 1� � 1 11 1 1 2� � 3�1 �1 �1 �1 �2� � ���������=L1 �L1+L2+L3+L4+L5 ����������1� � �1� � �1� � �1� � �1� �0 1� � 1 0 00 0 1� � 1 11 1 1 2� � 3�1 �1 �1 �1 �2� � ���������= (�1� �) ��������� 1 1 1 1 10 1� � 1 0 00 0 1� � 1 11 1 1 2� � 3�1 �1 �1 �1 �2� � ���������=Cj �Cj�C1; j=2;3;4;5(�1� �) ��������� 1 0 0 0 00 1� � 1 0 00 0 1� � 1 11 0 0 1� � 3�1 0 0 0 1� � ���������=d�eveloppement par rapport �a L1(�1� �) ������� 1� � 1 0 00 1� � 1 10 0 1� � 20 0 0 �1� � �������= (�1� �)2(1� �)3 = �(�� 1)3(�+ 1)2:Ainsi, les valeurs propres de A sont : 1 d'ordre 3, �1 d'ordre 2.12



� Notons M = A� I5 = 0BBB��2 �2 �3 �3 �30 0 1 0 00 0 0 1 11 1 1 1 3�1 �1 �1 �1 �31CCCA : On alule M2 et M3 :Mz }| {0BBB��2 �2 �3 �3 �30 0 1 0 00 0 0 1 11 1 1 1 3�1 �1 �1 �1 �31CCCA
Mz }| {0BBB��2 �2 �3 �3 �30 0 1 0 00 0 0 1 11 1 1 1 3�1 �1 �1 �1 �31CCCA0BBB��2 �2 �3 �3 �30 0 1 0 00 0 0 1 11 1 1 1 3�1 �1 �1 �1 �31CCCA| {z }M

0BBB� 4 4 4 3 30 0 0 1 10 0 0 0 0�4 �4 �4 �4 �84 4 4 4 8 1CCCA| {z }M2
0BBB� �8 �8 �8 �8 �80 0 0 0 00 0 0 0 012 12 12 12 12�12 �12 �12 �12 �121CCCA| {z }M3On hoisit un veteur V3 tel que M3V3 = 0 et M2V3 6= 0; par exemple V3 = 0BBB� 001�10 1CCCA ;

puis on d�e�nit V2 = AV3 = 0BBB� 01�100 1CCCA ; V1 = A2V3 = AV2 = 0BBB� 1�1000 1CCCA :
Notons N = A+ I5 = 0BBB� 0 �2 �3 �3 �30 2 1 0 00 0 2 1 11 1 1 3 3�1 �1 �1 �1 �11CCCA : On a : N2 = 0BBB� 0 �4 �8 �9 �90 4 4 1 10 0 4 4 40 0 0 4 40 0 0 0 0 1CCCA :
On hoisit un veteur V5 tel que N2V5 = 0 et NV5 6= 0; par exemple V5 = 0BBB� 1001�11CCCA ; puis on d�e�nitV4 = AV5 = 0BBB� 0001�11CCCA : En notant P = (V1 V2 V3 V4 V5 ) = 0BBB� 1 0 0 0 1�1 1 0 0 00 �1 1 0 00 0 �1 1 �10 0 0 1 �11CCCAet J = � J3(1) (0)(0) J2(�1)� = 0BBB� 1 1 0 0 00 1 1 0 00 0 1 0 00 0 0 �1 10 0 0 0 �11CCCA ; on a don : A = PJP�1; e qui onstituela r�edution de Jordan de A: 13



PARTIE IVIV.1. Soit A 2Mn(C ):Puisque C est alg�ebriquement los, le polynôme minimal de A est sind�e sur C ; don, d'apr�esIII.A., A admet une r�eduite de Jordan J: Il existe don P 2 GLn(C ) telle que : A = PJP�1:La matrie J est diagonale par blos du type J�(�); � 2 N� ; � 2 SpC (A); et J�(�) = �I + J�:D'apr�es I.6.b., tJ� � J�: Il existe don Q inversible telle que : tJ� = QJ�Q�1: On a alors :t�J�(�)� = t(�I + J�) = �I + tJ� = �I +QJ�Q�1 = Q(�I + J�)Q�1 = QJ�(�)Q�1;don t�J�(�)� � J�(�):Ensuite, il est lair, en envisageant des produits et des inverses de matries diagonales par blosinversibles, que tJ � J:En�n, omme A = PJP�1; on a : tA = tP�1 tJ tP et tP est inversible.Ainsi, tA est semblable �a tJ , tJ est semblable �a J; et J est semblable �a A, don tA est semblable�a A:IV.2.a. Puisque A � JA et B � JB ; par produits de matries diagonales par blos et inverses dematries diagonales par blos inversibles, on a : �A 00 B� � � JA 00 JB � :De plus, il est lair que la matrie � JA 00 JB � est une r�eduite de Jordan.On onlut que la r�eduite de Jordan de �A 00 B� est � JA 00 JB � :IV.2.b. � Puisque A � A0 et que �A est sind�e sur K; �A0 = �A est sind�e sur K:On a :�A 00 B� � �A0 00 C � =) ��A 00 B� = ��A0 00 C�() �A�B = �A0�C () �A�B = �A�C =) �B = �C ;ar �A n'est pas le polynôme nul et K[X℄ est int�egre.Comme �B est sind�e sur K; �C = �B est sind�e sur K:� D'apr�es 2.a., la r�eduite de Jordan de �A 00 B� est � JA 00 JB � et la r�eduite de Jordan de�A0 00 C � est � JA0 00 JC �:Comme A � A0; �a l'ordre pr�es des blos de Jordan, on peut supposer JA = JA0 :Comme �A 00 B� � �A0 00 C � ; par uniit�e de la r�eduite de Jordan �a l'ordre pr�es des blos deJordan, on a alors JB = JC ; don B � C:
14



IV.3.a. Puisque In et J ommutent, on a, par la formule du binôme de Newton :�Jn(�)�k = (�In + Jn)k = kXi=0 Cik�k�iJ in = 0BBBBBB��k C1k�k�1 : : : : : : Cnk�n�10 . . . . . . ...... . . . . . . ...... (0) . . . ...0 : : : : : : 0 �k
1CCCCCCA :

IV.3.b. � Si �Jn(�)�k �!k1 0; alors, en partiulier, le terme de la premi�ere ligne et premi�ere olonnetend vers 0; don �k �!k1 0; d'o�u, d'apr�es le Cours sur la suite g�eom�etrique : j�j < 1:� R�eiproquement, supposons j�j < 1: Par pr�epond�erane des exponentielles en k sur les puissanesde k, haun des termes de �Jn(�)�k tend vers 0 lorsque k tend vers l'in�ni, don �Jn(�)�k �!k1 0:On onlut : Pour tout � 2 C : �Jn(�)�k �!k1 0 () j�j < 1IV.3.. Soit A 2Mn(C ):D'apr�es le th�eor�eme de d'Alembert, �A est sind�e sur C ; don, d'apr�es III.3., A admet une r�eduitede Jordan J: Il existe don P 2 GLn(C ) telle que : A = PJP�1:On a alors : 8 k 2 N; Ak = PJkP�1;d'o�u, par ontinuit�e des op�erations dans Mn(C ) :Ak �!k1 0 () Jk �!k1 0:D'autre part, J est de la forme : J = diag �J�1(�1); :::; J1(�p)�;don, par produits de matries diagonales par blos, pour tout k 2 N :Jk = diag �J�1(�1)k; :::; J1(�p)k�:On d�eduit : Jk �!k1 0 () 8 i 2 f1; :::; pg; 8 q 2 f1; :::; �ig; �Jq(�i)�k �!k1 0() 8 i 2 f1; :::; pg; j�ij < 1 () �(A) < 1:On onlut : Ak �!k1 0 () �(A) < 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �15


