
Agrégation interne g
 .Intégration : Suites et séries de fon
tions.Fon
tions dé�nies par des intégrales.1 Les théorèmes de l'intégration liés aux suites et séries de fon
tions.1.1 Intégration sur [a, b℄ et suites de fon
tions.Théorème 1 (intégration sur [a;b℄ only) Soit fn : [a;b℄ � R ! K telle que :1. Pour tout n 2 N; fn est 
ontinue.2. fn 
onverge uniformément vers vers f sur [a,b℄.Alors f est 
ontinue sur [a,b℄ et Z[a;b℄ fn ! Z[a;b℄ f .Corollaire Adapter 
e théorème aux séries de fon
tions en utilisant les sommes partielles à la pla
e de fn .1.2 Intégration sur un intervalle quel
onque et suites de fon
tions.Théorème 2 (de 
onvergen
e dominée) Soit fn : I � R ! K .1. Pour tout n 2 N; fn est 
ontinue par mor
eaux sur I.2. fn 
onverge simplement vers f sur I.3. f est 
ontinue par mor
eaux sur I.4. (domination). ll existe une fon
tion �, 
ontinue par mor
eaux sur I, positive, intégrable sur Iet telle que : 8n 2 N; jfnj � � .Alors : 8n 2 N; fn est intégrable,f est intégrable et ZI fn ! ZI f .Remarque Ce th. s'applique aussi quand I = [a, b℄. L'hypothèse de domination est alors souvent évidente.Théorème 3 (de 
onvergen
e monotone) Soit fn : I � R ! R et positives.1. Pour tout n 2 N; fn est 
ontinue par mor
eaux et intégrable sur I.2. fn 
onverge simplement vers f sur I.3. f est 
ontinue par mor
eaux sur I.Alors (ZI fn) est une suite majorée si et seulement si f intégrable sur I . Dans 
e 
as, ZI fn ! ZI f .Corollaire Adapter 
e th aux séries de fns positives en utilisant les sommes partielles à la pla
e de fn .1.3 Intégration sur un intervalle quel
onque et séries de fon
tions.Théorème 4 (interversion séries-intégrales) Soit fn : I � R ! K .1. 8n 2 N; fn 
ontinue par mor
eaux sur I et intégrable sur I .2. la série de fon
tions de terme général fn 
onverge simplement sur I.3. la somme de la sérieX fn est 
ontinue par mor
eaux sur I.4. la série numériqueXZI jfnj 
onverge.Alors :1.X fn est intégrable sur I . 2. ZI jX fnj �XZI jfnj. 3. Dans 
e 
asXZI fn = ZIX fn.Attention : 
e théorème ne s'appelle pas " 
onvergen
e dominée ou monotone pour les séries ".



2 Fon
tions dé�nies par des intégrales.Il existe de nombreuse variantes et sous variantes à 
es théorèmes. Je privilégie les théorèmes utilisant lespropriétés de f(x; t) fon
tion du 
ouple de deux variables, 
onformes aux programmes de l'agreg. intenne. Ilsné
éssitent, en général, une réda
tion plus 
ourte que 
eux privilégiant les fon
tions partielles t! f(x; t) etx! f(x; t). Les ths utilisant x! f(x; t) et t! f(x; t) sont 
eux qui �gurent a
tuellement dans les manuelsdes 
lasses préparatoires.2.1 intégration sur I=[a,b℄.Théorème 5 (Continuité sous le signe somme) Soit X un intervalle qq de R, I = [a,b℄ un intervallede R et une fon
tion f : (x; t) 2 XxI! f(x; t) 
ontinue sur X x I.Alors F : x 2 X! ZI f(x; t) dt est 
ontinue.Théorème 6 (Dérivation sous le signe somme) Soit X un intervalle qq de R, I = [a,b℄ un intervallede R et une fon
tion f : (x; t) 2 XxI! f(x; t) de 
lasse C1 sur X x I.Alors F : x 2 X! ZI f(x; t) dt est de 
lasse C1 sur X et F0(x) = Z ba �f�x (x; t) dt .pas d'hypothèse de domination quand l'intervalle d'intégration est un segment ! ! !2.2 intégration sur I quel
onque.Théorème 7 (Continuité sous le signe somme.) Soit X un intervalle qq de R, I un intervalle de R etune fon
tion f : (x; t) 2 XxI! f(x; t) dé�nie sur X x I.1. f : (x; t) 2 XxI! f(x; t) est 
ontinue sur X x I.2. 9� : t! �(t), positive, intégrable sur I, telle que 8(x; t) 2 XxI; jf(x; t)j � �(t).Alors 8x 2 X; t! f(x; t) est intégrable sur I et F : x 2 X! ZI f(x; t) dt est 
ontinue.Théorème 8 (Dérivation sous le signe somme.) Soit X un intervalle qq de R, I un intervalle de R etune fon
tion f : (x; t) 2 XxI! f(x; t) dé�nie sur X x I.1.(x; t)! f(x; t) est de 
lasse C1 sur X xI.2. 9� : t! �(t), positive, intégrable sur I, telle que 8(x; t) 2 XxI; jf(x; t)j � �(t).3. 9 : t!  (t), positive, intégrable sur I, telle que 8(x; t) 2 XxI; j�f�x (x; t)j �  (t).Alors :1. 8x 2 X; t! f(x; t) et t! �f�x (x; t) sont intégrables sur I.2. F : x! ZI f(x; t) dt est de 
lasse C1 sur X et 8x 2 X; F 0(x) = ZI �f�x (x; t) dt.Remarque 1. Il se peut que les hypothèses de domination ne soit pas véri�ée globalement sur X. On utilisealors, si 
'est possible, des hypothèses de domination lo
ale.Remarque 2. Les théorèmes de dérivation s'étendent aux fon
tions de 
lasse Cn ou C1.
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