
Ag.int. 20/06/07 de 16h à 18h.GC.Objetifs : révisions sur les suites, aluls onernant les intégrales, les fontions dé�nies par des intégrales, les équivalents et les développements limités. Les parties sont largement indépendantes. La plupart desquestions sont simples, il y a quelques indiations.Partie 1. Moyenne arithmétio-géométrique.Soit a et b deux réels stritement positifs et deux suites (an) et (bn) dé�nes par les onditions initialesa0 = a; b0 = b et par les relations de réurrene an+1 =panbn et bn+1 = 12(an + bn).1. Comparer pour tout n > 0, an et bn.2. Montrer que les deux suites (an) et (bn) onvergent vers une même limite notée l(a; b).( l(a; b) est la moyenne arithmétio- géométrique de a et b).3. Montrer que pour tout n > 0, bn+1 � an+1 � 18a1 (bn � an)2.4. On hoisit un rang n0 > 0 tel que bn0 � an0 < 8a1.Montrer qu' il existe � 2 ℄0,1[ et M > 0 tel que 8n � n0; bn � an �M�2n .Partie 2. Fontions dé�nies par des intégrales.a et b étant toujours deux réels stritement positifs, on onsidère l'intégraleI(a; b) = Z +10 dtp(t2 + a2)(t2 + b2)1. Montrer que ette intégrale existe.2. Trouver une relation entre I(a; b) et I(1; ba).Dans la suite, on dé�nit la fontion f sur R�+ par f(x) = I(1; x).3. Montrer que f est ontinue sur R�+ .4. Montrer que f est de lasse C1 sur R�+ .Remarque pour 3. et 4. : réviser les ths de ontinuité et de dérivation sous Z .5. Déterminer les limites de f en 0 et +1.Indiations : pour 0, utiliser R +10 � R 10 .pour +1, on peut utiliser la déroissane de f et le th de v dominée.6. On onsidère les deux fontions u et v dé�nies sur R�+ par :u(x) = Z 10 dtp(t2 + 1)(t2 + x2) et v(x) = Z 10 dtpt2 + x2 .6.a. Caluler v(x). rappel : penser à ln(y +p1 + y2)... !6.b. Etablir : 8y � 0;p1 + y � 1 + y2 ; et en déduire que v � u est bornée sur R�+ .6.. Donner un équivalent simple de f en 0.7. Trouver une relation entre f(x) et f( 1x). En déduire un équivalent de f en +1.



Partie 3. Lien entre l(a; b) et I(a; b).On dé�nit ds ette partie : J(a; b) = Z +1�1 dtp(t2 + a2)(t2 + b2)1. Quelle est la relation entre I(a; b) et J(a; b) ?2. Montrer que l'appliation � de R�+ dans R dé�nie par �(t) = 12(t� abt ) est un C1 -di�éomorphisme de R�+sur R. En utilisant le hangement de variables s = �(t) établir la relation : J(pab; a+ b2 ) = 2I(a; b).le alul peut apparaitre laborieux, mais tout s'arrange...3. En déduire que pour tout naturel n, I(a; b) = I(an; bn) ,(an) et (bn) étant dé�nies omme en I.4. Montrer I(a; b) = �2l(a; b) : Partie 4. Propriétés de f .On note, pour tout entier naturel k, k = (2k)!22k(k!)2 .1. Démontrer que pour tout x > 0, f(x) = Z �20 d�psin2 � + x2 os2 �En déduire que f est C1 sur R�+ .2. Démontrer que pour tout u � 0, pour tout naturel n,j 1p1 + u � nXk=0(�1)kkukj � n+1un+13. Exprimer Z �20 os2k � d� à l'aide de k.( Wallis)4. Soit g la fontion dé�nie sur ℄-1, +1[ par :g(x) = Z �20 d�p1 + x os2 �Montrer, pour tout n 2 N� l'existene d'un développement limité de g d'ordre n en 0 que l'on préisera.5. Exprimer, pour tout h 2℄� 1; 1[; f(1 + h) à l'aide de g. En déduire le développement limité d'ordre 2 deh! l(1; 1 + h) en 0.
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