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1. INTRODUCTION

Cet article est une version abrégée de [1], et adaptée au niveau L2.

Le point de départ de cet article est le suivant. Soit M € M, (R) une ma-
trice symétrique réelle. Le théoreme spectral nous dit que toutes les valeurs
propres de M sont réelles et que M est diagonalisable. Inversement, un réel
arbitraire est valeur propre d’une matrice symétrique réelle, puisqu’il suffit
de prendre une matrice diagonale appropriée.

Ainsi, ’ensemble des réels qui sont valeurs propres d’une matrice symétrique
réelle est exactement R, ce qui n’est pas un résultat tres passionnant en soi.
Néanmoins, pour corser un peu l’affaire, on peut se demander ce qu’il se
passe si 'on remplace R par Q.

Autrement dit, on peut se poser la question suivante : quels sont les nombres
complexes o € C qui sont valeurs propres d’une matrice symétrique a coef-
ficients rationnels ?

Pour donner un élément de réponse a cette question, notons qu’une ma-
trice symétrique a coefficients rationnels peut se voir comme une matrice
symétrique a coefficients réels. En particulier, elle est diagonalisable sur R,
et son polynéme minimal est donc scindé sur R, sans racines multiples. Cela
conduit a la définition suivante.
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Définition 1.1. On dit qu'un nombre complexe o € C est totalement réel
s’il existe un polynéme unitaire f € Q[X] scindé sur R (i.e. dont toutes les
racines sont réelles) sans racines multiples tel que f(a) = 0.

Exemple 1.2. Si d € Q est un rationnel strictement positif, v/d est totale-
ment réel, puisqu'il est racine de X2 —d = (X — Vd)(X + Vd).

Les valeurs propres de matrices symétriques a coefficients dans Q sont donc
a chercher parmi les nombres totalement réels.

La premiére question a se poser est de savoir si tout réel est totalement réel.
Le résultat suivant, dont le lecteur pourra passer la démonstration sans que
cela nuise & sa compréhension, montre que la réponse est négative.

Proposition 1.3. Soit d € Q un rationnel positif. On suppose que d n’est
pas le cube d’un rationnel. Alors, le réel & = ¥/d n’est pas totalement réel. en
particulier, a n’est pas valeur propre d’une matrice symétrique a coefficients
rationnels.

Démonstration. Intéressons-nous aux polynémes de Q[X] s’annulant en a.
Soit f € Q[X] tel que f(a) = 0. Effectuons la division euclidienne de f par
X3 —d, sibien que f = (X —d)Q+ap +a1X +a2X?, a; € Q. En évaluant
en a, puisque o = d, on obtient

fla)y=0=ap + a1+ asa®.

Nous allons démontrer par 'absurde que ag = a3 = as = 0.

2 = u+wva, avec u,v € Q.

Supposons tout d’abord que as # 0. On a donc «
En multipliant par «, on obtient donc

d=a® = ua +va® = ua + v(u+va) = w + (u +v?)a.

Si u 4 v? = 0, on obtient d = —v? = (—v)?, d’ott une contradiction avec
I'hypothese sur d. Si w4 v? # 0, on obtient que a € Q. En élevant au cube,
on obtient encore que d est le cube d’un rationnel, d’ou une contradiction.

Ainsi, ao = 0, et on a ag+a;a = 0. Si a; # 0, on obtient encore que o € Q, et
on conclut comme précédemment. Par conséquent, a; = 0, puis finalement
ag = 0.

Il s’ensuit que f = (X3 — d)Q. Mais alors, ja est une racine complexe non
réelle de f, puisque (ja)? —d = j3a® =d—d = 0.

Nous avons donc démontré que si f € Q[X] annulait «, alors f possede une
racine complexe non réelle. Ainsi, o n’est pas totalement réel, et ne peut
donc étre valeur propre d’une matrice symétrique a coefficients rationnels.

O

Notation. Dans la suite, .7, (Q) désignera ’ensemble des matrices symétriques
de M,,(Q).

Revenons a notre probléme initial. La question soulevée précédemment est
la suivante : tout nombre totalement réel est-il valeur propre d’une matrice
symétrique a coefficients rationnels ?

Pour bien faire comprendre la difficulté de la question, commencons par
étudier brievement le cas de v/d. Si d est le carré d’un rationnel, V/d est
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rationnel, et v/d est bien entendu valeur propre de la matrice (v/d) de taille
1.

On suppose dorénavant que d n’est pas le carré d’un rationnel. Pour essayer
de déterminer si v/d est valeur propre d’une matrice symétrique & coefficients
rationnels, on peut commencer par examiner le cas des matrices de taille 2.

Soit M = (z Z)) € M3(Q). Supposons que v/d soit valeur propre de

M. Alors, la matrice réelle M — v/dI, n’est pas inversible, donc est de
déterminant nul. On a donc

(u— Vd)(w—Vd) —v? =uw —v? +d — (u+w)Vd = 0.

Si u+w # 0, on obtient vVd € Q, puis que d est le carré d’un rationnel, d’ott
une contradiction. Ainsi, u +w = 0, et donc —u? — v +d = 0.

Ainsi, d est somme de deux carrés dans Q. Réciproquement, si d = u? +
v?, u,v € Q, alors il est facile de voir que le polynéme caractéristique de

—v

la matrice symétrique est X2 — d, ce qui démontre que Vd

est valeur propre d’une matrice de Ma(Q). On a donc démontré le résultat
suivant.

Proposition 1.4. Soit d € Q un rationnel positif. On suppose que d n’est
pas le carré d’un rationnel.

Alors, \V/d est valeur propre d’une matrice de S (Q) si, et seulement si, d
est une somme de deuzx carrés dans Q.

Exemple 1.5. Le résultat précédent montre que v/3 n’est pas valeur propre
d’une matrice de .#2(Q).

Il suffit en effet de se convaincre que 3 n’est pas somme de deux carrés dans

Supposons au contraire que 3 = u? + v%, u,v € Q. En réduisant au méme
dénominateur, et en multipliant par le carré d’'un dénominateur commun,
on obtient que 3¢®> = a®> 4+ b2, a,b,c € Z,c # 0. Si a et b sont tous deux
divisibles par 3, alors 3% | 3c?. Mais alors, 3 | ¢2, puis 3 | ¢ et enfin 3% | .
Quitte & diviser a, b, ¢ par 3 suffisamment de fois, on peut donc supposer que
31 a par exemple. En réduisant modulo 3, on obtient a? + b* = 0 [3].

Puisque a n’est pas égal & 0 modulo 3, on a a = &1 [3], et ainsi b* = —1 [3].
Or, cette égalité ne peut avoir lieu, comme on le constate en remplacant b
par 0,1 et 2.

L’exemple ci-dessus montre seulement que /3 n’est pas valeur propre d’une
matrice de .%(Q). Il n’exclut pas la possibilité que /3 soit racine d’une
matrice de .7, (Q) avec n > 2. D’ailleurs, on peut vérifier que le polynéme

0 11
caractéristique de la matrice |1 —1 0| est égal & X (X2 — 3), ce qui
1 01

démontre que v/3 est valeur propre d’une matrice de S3(Q).
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Bref, ce n’est pas si simple...

Pour mettre tout de suite fin a ce suspense insoutenable, donnons tout de
suite la réponse au probléme initial : tout nombre totalement réel est effec-
tivement valeur propre d’une matrice symétrique a coefficients rationnels.
Pour énoncer un résultat plus précis, introduisons une définition commode.

Définition 1.6. Soit o € C un nombre totalement réel. Le degré de a est le
degré minimal d’un polynéme de Q[X] non nul (non nécessairement scindé
sur R) annulant a.

Exemples 1.7. Soit & un nombre totalement réel.

(1) « est de degré 1 si, et seulement si, a € Q.

En effet, si a est de degré 1, il est annulé par un polyndme unitaire
de degré 1 de Q[X]. Ce polynome est nécessairement X — «, et ainsi
a € Q. La réciproque est claire.

(2) Soit a = v/d. Si d n’est pas le carré d’un rationnel, alors a est de degré
2.

En effet, il est de degré < 2, puisque X? — d € Q[X] annule a, et il
ne peut étre de degré 1, puisque ’hypothese sur d entraine que o n’est
pas rationnel.

Dans cet article, nous démontrerons le résultat suivant.

Théoreme 1.8. Tout mombre totalement réel de degré n > 1 sur Q est
valeur propre d’une matrice de S, (Q).

Remarque 1.9. Le cas de v/3 montre que ce résultat n’est pas optimal.
Nous reviendrons sur ce point ultérieurement.

Le but de cet article est de donner une explication conceptuelle aux résultats
précédents.

Nous allons en fait nous intéresser a un probleme un tout petit peu différent,
mais néanmoins lié : étant donné un polynoéme unitaire f € Q[X], & quelles
conditions f est-il le polynéme minimal d’une matrice symétrique a coeffi-
cients rationnels ?

Résoudre cette question nous permettra de répondre a la question initiale.
En effet, rappelons que le polynéme minimal et le polynome caractéristique
d’une matrice ont mémes racines.! En particulier, ’ensemble des valeurs
propres des matrices symétriques a coefficients dans QQ sont exactement 1’en-
semble des racines des polynomes minimaux de telles matrices.

Nous commencons nous intéresser a la question suivante, beaucoup plus
simple : étant donné un corps k et un polynéme unitaire f € k[X], peut-on
trouver une matrice a coefficients dans k (non nécessairement symétrique)
de polynome minimal f?

1. On peut en fait démontrer qu’ils ont mémes facteurs irréductibles, mais nous n’en
aurons pas besoin ici.
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2. MATRICES COMPAGNONS
Dans ce paragraphe, k est un corps arbitraire. Nous commencons par définir
notre objet d’étude.

Définition 2.1. Soit f = X" + a, 1 X" 1+ -+ a1 X + a9 € k[X] un
polynéme unitaire de degré n > 1. La matrice compagnon associée a f est
la matrice Cy € My, (k) définie par

00 0 —ap

1 0 —aq
Cf — 0 1 —as

00 -+ 1 —ap

Notons que si n = 1, on a simplement C'y = (—ao).

L’intérét de cette matrice compagnon est donné par le résultat suivant.

Lemme 2.2. Soit f € k[X] un polynéme unitaire de degré n > 1. Alors, le
polynome minimal et le polynome caractéristique de Cy € My, (k) sont tous
deuz égauz a f.

Démonstration. On commence par remarquer le fait suivant. Si (e1,...,&p)
est la base canonique de k™, alors

Crer =€2,Creg = €3,...,Cren_1 = eq,
ainsi que

Cren = —(aoe1 +area + -+ + an—16n).

En particulier, on a C’;flel = ¢ pour tout j € [1,n], et

Cyer = Cre = —(aplp + arCp + -+ + Gn—lc}l_l)fl-

Cette derniere égalité se récrit f(Cy)e; = 0. Mais alors, pour tout j € [1,n],
on a

F(Cplej = F(C))CF a1 = C57H(f(Cp=r) = 0.
Or, f(Cf)e; est la j-ieme colonne de f(Cy). On en déduit donc que f(Cy) =
0. Ainsi, f annule Cy. Il reste a se convaincre que f est de degré minimal
parmi les polynomes annulateurs de Cf.
Soit P =b, 1 X" ' +--- 4+ b X + by € k[X] un polynéme de degré <n — 1
annulant C'y. On a alors en particulier

P(Ct)e1 =0= bn710?7151+' ~+b1Cre1+boer = by—16+- - - +brea +boer.

Comme (e1,...,&,) est une base de k™, on en déduit que tous les b; sont
nuls, c’est-a-dire P = 0.

Cela démontre qu’aucun polynéme non nul de degré < n n’annule Cy. Ainsi,
on a bien puc, = f. Mais alors, uc, et xc, sont tous deux unitaires de degré
n. Comme pc, | xc;, on en déduit que xc, = pc,, d’olt le résultat. O
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3. LA METHODE GENERALE

Nous allons maintenant expliquer la méthode générale que nous utiliserons
dans la suite.

Rappelons tout d’abord une notation utile. Soit k un corps arbitraire. Si
C € M,,(k), on pose

k[Cl={P(C) | P € k[X]}.

Les propriétés des polynémes de matrices montrent que k[C] est un sous-
espace vectoriel de M,,(k), stable par produit, et que la restriction du produit
matriciel est k-bilinéaire, associative et commutative. 2

On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.1. ?? Soit k un corps, et soit C € M, (k). Soit d le degré du
polynéome minimal de C. Alors, la famille (I,,,C,...,C% 1) est une k-base
de k[C].

En particulier, dimy(k[C]) = deg(uc).-

Démonstration. Soit P € k[X]. Une division euclidienne de P par uc donne

Pexistence d’un polynéme @Q € k[X] et de scalaires ag,...,aqs—1 tels que
P=Quc+ay+a1 X+...+ adledfl.

En évaluant en C, on obtient P(C) = agl, + a;M + ... 4+ ag_1C?1, ce qui
démontre que (I,,C,...,...,C% 1) engendre k[C].

Il reste a voir que cette famille est libre. Soient ag,...,aq_1 € k tels que
ao+a1C + ...+ ag_1C% 1. Alors, R = ag_1 X% '+ ...+ a1 X + ag est un
polynome annulateur de M, de degré < d. Par conséquent, R = 0, c’est-a-
dire ag = - - = ag—1 = 0, ce qui fallait démontrer. O

L’idée qui va tout faire fonctionner est due & Bender? (cf. [2]), et part d’un
constat tres simple.

Soit C' € M, (k). Alors, pour tout = € k[C], I'application

l: k[C] — K[C)
Yy =y

est k-linéaire, et pour toute forme linéaire s : k[C] — k, on a
s(la(y1)y2) = s(zy1y2) = s(y1(zy2)) = s(y1€z(y2)) pour tous y1,y2 € k[C].
Or, on a le résultat bien connu d’algebre bilinéaire suivant.

Lemme 3.2. Soit b : V x V. — k une forme bilinéaire symétrique, ou V
est un k-espace vectoriel de dimension finie. Supposons que V' posséde une
base B = (e1,...,em) b-orthonormée.

Soit uw € L (V') un endomorphisme vérifiant
b(u(x),y) = b(x,u(y)) pour tous x,y € V.
Alors, Mat(u; #) € M, (k) est symétrique.

2. Autrement dit, k[C] est une sous-algebre commutative de M, (k).
3. Le mathématicien américain, pas le robot de Futurama!
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Démonstration. Gardons les notations de I’énoncé. Pour tout = € V, on
note [x]g € k™ le vecteur des coordonnées de x dans la base 2. Puisque £
est b-orthonormée, on a

b(x,y) = [#]5[ylz pour tous z,y € V.

Soit M = Mat(u; %), et soient z,y € V. On a
b(u(z),y) = [u(@)lylz = (M[2]2)' [ylz = [£]5M'y)»

d’une part, ainsi que

b(z, u(y)) = [2][u(y)]z = [2]My]z
d’autre part. On a donc

(2], M [y)% = [x]'",M|y]s pour tous x,y € V.
En remarquant que [e;]# est le i-éme vecteur de la base canonique de k™,
en appliquant cette égalité & = = e; et y = e; pour tous 4,j € [1,m], on en
déduit que M = M?, d’ot le résultat souhaité. U
L’idée est donc de trouver une matrice C' € M, (Q) et une forme linéaire
s: Q[C] — Q telles que FE possede une base orthonormée % pour la forme
bilinéaire symétrique
(,y)  — s(ay).

Si de plus Q[C] contient un élément x tel que le polynéme minimal de ¢,

soit égal a f, alors Mat(l,; %) sera une matrice symétrique de polynoéme
minimal f.

Un bon candidat pour C est la matrice Cy. En effet, on a le lemme suivant.

Lemme 3.3. Soit k un corps arbitraire, et soit f € k[X]| un polynome
unitaire de degré n > 1.

Alors, le polynome minimal de lc, € £ (k[Cy]) est f.

Démonstration. On commence par constater que ch et Cy ont méme en-
semble de polyndémes annulateurs. En effet, de simples calculs montrent les
deux propriétés suivantes :

(i) pour tout x € k[Cy], on a £, = 0 si, et seulement si, x = 0;
(ii) pour tout P € k[X], on a £p(,) = P(ly).

Pour tout P € k[X], on a alors
P(ly) =0 <= Ilpy =0 < P(x) =0,

ce qui démontre que {¢, et Cy ont méme polynéme minimal. On conclut
alors en utilisant le lemme 2.2. O

Notation. Si f € k[X] est un polynéme unitaire de degré n > 1, on note
k[f] = k[Cy].
Résumons : si I'on trouve une Q-forme linéaire s : Q[Cy] — Q telle que

Q[Cy] possede une bs-orthonormée %, alors la matrice Mat({c,; %) sera
symétrique, de polynéme minimal f.
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Hélas, cela n’est pas possible en général. En effet, si 'on pouvait appliquer
les considérations précédentes avec f = X2 — 3 € Q[X], on obtiendrait
une matrice de .#3(Q) de polynéme minimal X2 — 3. En particulier, v/3
serait valeur propre d’une matrice de .#5(Q). Mais c’est impossible d’apres
I’exemple 1.5.

Néanmoins, on a le résultat suivant, que I’on énonce pour un corps arbitraire,
étant donné que cela ne cotite pas plus cher.

Proposition 3.4. Soit k un corps arbitraire, et soit fi,..., fr € k[X] des
polynomes unitaires de degrés respectifs ny,...,n, > 1. Enfin, soit E =
E[f1] x -+ x k[fr]. On suppose qu’il existe une forme linéaire s : E — k
telle que E posséde une base B qui est orthonormée pour la forme bilinéaire
symétrique
bs: ExXFE — k
(z,y) — s(zy).

Six = (Cf,...,Ct.), la matrice M = Mat(l,; B) € My (k) est symétrique,
de polynome minimal ppem(fi,..., fr), oun=ny + -+ n,.

Démonstration. Gardons les notations de I’énoncé. Des calculs similaires a
ceux faits précédemment montrent que l'on a
bs(x(y1),y2) = bs(y1,£z(y2)) pour tous y1,ys € E.

Le lemme 3.2 montre alors que la matrice M est symétrique. Il reste a

calculer le polynéme minimal de £,. Pour déterminer ce dernier, remarquons

que pour tout P € k[X], on a

P(ly) = (P(lcy,), .-, P(lcy,) =0 < P(ﬁcfj) =0 pour tout j € [1,r]

<= f; | P pour tout j € [1,r]
<~ ppem(fi,..., fr) | P,

la deuxieme équivalence découlant du fait que le polynome minimal de C',

est f; d’apres le lemme 3.3.

Ainsi, les polyndémes annulateurs de £, sont exactement les multiples du

ppcm de f1,..., f.. Comme ce dernier est bien unitaire et de degré minimal
parmi les polyndémes annulateurs non nuls, ceci acheve la démonstration.
O

Dans la suite, nous appliquerons la proposition précédente avec E = Q[f]*
et x = (Cf,...,Cf).

Finissons ce paragraphe par quelques remarques calculatoires.

Remarque 3.5. Soit k un corps arbitraire. On commence par remarquer le
fait suivant. Soit %y = (I2,Cy, .. .,C’;}_l), alors Mat({c,; %o) = Cy.

En effet, pour tout j € [0,n — 2], on a
le, (Ch) = C3H

De plus, si f = X"+ a,1 X" '+ 4+ a1X =ap, on a f(Cy) =0, puisque
f annule Cy, et ainsi

Lo, (CF 1) = CF = —aply —a1Cy — -+ — a1 CF .
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Par conséquent, on a

0 0 0 —ap
10 —ai

Mat(ﬂcf; By) = 0 1 —a2 =Cy
00 -+ 1 —ap

Reprenons maintenant les notations de la proposition 3.4. Alors la famille
& = ((In;,0,...,0),...,(CP75,0,...,0),...,(0,...,0,1p,),...,(0,...,0,CF 1))
est une base de F, et on a
Ch
Mat(4y; &) =
Cy.

Si P est la matrice des vecteurs de # dans la base &, une matrice symétrique
de M,,(k) de polynéme minimal ppem(fi,..., f,) est donc
Cy,
M = Mat({,; B) = P! P.
Cy

r

4. DEMONSTRATION DU THEOREME

Nous commencons par énoncer les résultats principaux que nous démontrerons
dans ce paragraphe (cf. [3]).

Théoréme 4.1. Soit f € Q[X] un polynéme unitaire de degré n > 1 scindé
sur R sans racines multiples. Alors, f est le polynéme minimal d’une matrice

de 4, (Q).

Corollaire 4.2. Soit o un nombre totalement réel de degré n > 1. Alors, «
est valeur propre d’une matrice de .%4,(Q).

Remarque 4.3. Notons que c’est Krakowski qui a démontré le premier
qu’un nombre totalement réel est valeur propre d’'une matrice symétrique a
coefficients rationnels (cf. [5]). Néanmoins, la taille de la matrice en question
est exponentielle par rapport au degré du nombre considéré. Le corollaire
précédent est donc bien meilleur, et on peut encore faire mieux, comme on
le verra plus loin.

La démonstration du théoreme 4.1 s’appuiera sur le théoreme des quatre
carrés, que ’on énonce seulement dans le cas rationnel, et dont nous reléguons
la démonstration a la fin de cet article (cf. Annexe A).

Théoréeme 4.4. Tout entier rationnel positif est somme de quatre carrés de
rationnels.

Nous allons en déduire le résultat d’algebre bilinéaire suivant.
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Théoréme 4.5. Soitb: V x V — Q une forme bilinéaire symétrique, ou
V' est un Q-espace vectoriel de dimension finie. On suppose que b(x,z) > 0
pour tout x € V non nul.

Alors, V* posséde une base orthonormée pour la forme bilinéaire symétrique

Oy : Vi xv4 —Q
4
((xla X2,T3, .134)7 (yl) Y2,Ys3, y4)) — Z b(:rlv yl)
i=1
Démonstration. Soit (eq,...,ey,) une base b-orthogonale de V fixée, et soit

r; = b(e;, e;). Il est alors facile de voir que la famille
B = ((617 07 07 0)7 (07 €1, 07 0)7 (07 07 €1, 0)7 (07 07 07 61)7 sy (07 07 07 en))

est une base f-orthogonale de V%, et que la matrice représentative de 6, dans
cette base est

114
M =
Tnla
Nous allons exhiber une matrice P € GLy,(Q) inversible telle que PIM P =
I4p. Cela suffira & démontrer le théoréme. En effet, si ' = (f1,..., fan)

est la base dont la matrice des vecteurs coordonnées dans la base 4 est P,
alors la formule de changement de base pour les matrices représentatives de
formes bilinéaires montre que Mat (0, ') = P'M P = I4,, ce qui démontre
que A’ est Oy-orthonormée.

Il suffit en fait de montrer que pour tout rationnel r > 0, il existe @) €
GL4(Q) telle que rQ'Q = I4. En effet, par hypothése sur b, chaque 7; est
> 0. Si Q; € GL4(Q) vérifie 7,Q'Q; = Iy, il est alors aisé de voir que la
Py
matrice P = convient.
P,

Soit donc r > 0 un rationnel strictement positif. D’apres le théoreme 4.4, il
existe a, b, c,d € Q tels que r = a® + b + 2 + d>.

Supposons tout d’abord que ¢ + d? = 0, i.e. 7 = a® + b%. On vérifie alors
que la matrice

a b 0 0

116 —a 0 0
Q‘; 0 0 a b
0 0 b —a

satisfait rQ'@Q = I. Supposons maintenant que ¢ + d?> # 0. Cette fois, on
vérifie que la matrice

a b 1 d
b —a d —c
0= 1 d —ac® + ad? — 2bed  —2acd + bc? — bd?
r|© <+ @2 2+ a2

—2acd + be? — bd? ac® — ad? + 2bcd
2 4 d2 c2 + d?
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satisfait rQ*Q = I,. Ceci acheve la démonstration. O

L’idée est donc d’appliquer le théoreme 4.5 & une forme bilinéaire b bien
choisie. Supposons un instant que nous ayons a disposition une forme linéaire
t: Q[f] — Q telle que by(x,z) = t(x?) > 0 pour tout x € Q[f] non nul, et
soit 5 : Q[f]* — Q la forme linéaire définie par

4

s((w1, w2, 3, 24)) = > _ t(y).

=1

Alors, la forme bilinéaire by est exactement la forme bilinéaire 6,,. En effet,
pour tous (xly €2,I3, .’L'4), (yla Y2,Y3, y4) € Q[f]4a on a

bs(($1,$2a$3a$4)7(91,927937y4)) - S(($1,1?2,$3a554)(y1a3/2,3/3vy4))
= s((z1y1, 2292, T3Y3, T4, Ya))

4
= Zt(xiyi)

=1
4

- bt(x’ia yl)
=1

= Oy, ((x1,22,23,24), (Y1,Y2,Y3,Y4))-

Mais alors, le théoreme 4.5 montre que Q[ f]* posseéde une base bs-orthonormée.
Une application de la proposition 3.4 & E = Q[f]* et = (Cy,...,Cf)
montre alors que f est le polynéme minimal d’'une matrice symétrique de

M4n(Q)-

Il reste donc & exhiber une forme linéaire ¢ : Q[f] — Q telle que t(z?) > 0
pour tout z € Q[f] non nul, ce qui est le but du lemme suivant.

Lemme 4.6. Soit f € Q[X]| un polynome unitaire de degré n > 1 scindé
sur R sans racines multiples. Alors, la forme linéaire

t: Qf] — Q

x +— tr(z)

vérifie t(z?) > 0 pour tout x € Q[f] non nul.

Démonstration. Rappelons que (I,,,Cy, ..., C?_l) est une Q-base de Q[f].
En particulier, un élément x € Q[f] s’écrit sous la forme 2 = P(Cy), ou
P € Q[X] est un polynome de degré <n — 1.

Comme f est le polynome minimal de C; d’apres le lemme 2.2, et que f
est scindé sur R sans racines multiples, C'y est diagonalisable sur R. Ainsi,
il existe @ € GLy(R) telle que

Qaq
Cr=Q" Q,

Qp
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ou ai,...,a, € R sont les racines de f. Mais alors, on a
P(a1)2
.Z'2 = Qil R . Q7
P(a)?

et par conséquent,
n

t(z?) =) P(o)? > 0.
j=1

Soit maintenant x € Q[f] tel que t(x?) = 0, et montrons que x = 0. Si
z = P(Cy), avec deg(P) < n — 1, et si t(z%) = 0, on a donc

P(ay) = -+ = Pay) = 0.

Comme ay, ..., ay, sont des réels deux a deux distincts par hypothese sur f,
P est un polynéme de degré < n—1 possédant au moins n racines distinctes.
Par conséquent, P =0, et donc x = 0. O

Nous avons donc établi le théoréme 4.1.

Soit & un nombre totalement réel. Pour pouvoir appliquer le théoreme 4.1
afin d’en déduire le corollaire 4.2, il faut se convaincre qu’un polynoéme f €
Q[X] unitaire scindé sur R de degré minimal annulant « est nécessairement
sans racines multiples. Ce n’est pas si évident a priori, puisque pour calculer
le degré d’un nombre algébrique «, on doit considérer tous les polynomes
de Q[X] annulant «, y compris ceux qui ont des racines multiples.

Le lemme suivant montre que c’est bien le cas.

Lemme 4.7. Soit a est un nombre totalement réel, et soit f € Q[X] un
polynome unitaire scindé sur R annulant o.

f

Alors, g = ——————~ € Q|X] est un polynome unitaire scindé sur R sans
9= pegd(r, ) < A !

racines multiples, annulant .

En particulier, un polynome f € Q[X] unitaire scindé sur R annulant o de
degré minimal est nécessairement sans racines multiples.

Démonstration. Ecrivons f = (X—ay)™ -+ (X—ay)™, our > 1,a1,..., o
R sont des réels deux a deux distincts, et mq,...,m, > 1.

Notons tout d’abord que le pged de f et f’, que I'on voie ces polynomes
comme des éléments de Q[X] ou de R[X], est le méme, puisque les divisions
euclidiennes utilisées dans ’algorithme d’Euclide sont les mémes. De plus,
g est bien un polynoéme de Q[X], comme quotient de deux polynémes de

Q[X].
Fixons i € [1,r]. On a donc f = (X — «;)™h;, avec hi(a;) # 0. Mais alors,
on a

f, = mZ(X — Oéi)mi_lhi + (X — Oéi)mih; = (X — mi)mi_lili,

avec h; = mih; + (X — a;)h}. Or, izi(ai) = m;hi(a;) # 0, car m; > 1 et
hi(ci) # 0.
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Ainsi, si (X —a;)™ divise exactement f dans R[X], alors (X —a;)™i~! divise
exactement f’. On a donc pegd(f, /) = (X —ay)™ 1 (X — ;)™ L et
donc

g=(X—a1) (X —ap).

Remarquons & présent que si f a une racine multiple, on a deg(g) < deg(f).
Par conséquent, un polynéme f € Q[X] unitaire scindé sur R annulant « de
degré minimal est nécessairement sans racines multiples, car sinon g serait

tel polynome de degré strictement plus petit. Ceci acheve la démonstration.
O

Remarque 4.8. Ce lemme montre qu’un nombre complexe est totalement
réel si, et seulement si, il est annulé par un polynéme unitaire f € Q[X]
scindé sur R.

Autrement dit, on peut se passer de 'hypothese < sans racines multiples > dans
la définition 1.1.

Le corollaire 4.2 se déduit alors du théoreme 4.1, appliqué a un polynome
f € Q[X] unitaire scindé sur R annulant o de degré minimal, qui est scindé
sur R et sans racines multiples d’apres le lemme 4.7.

Ce résultat est tres loin d’étre optimal. Si d € QQ est une somme de deux
carrés de rationnels, mais pas le carré d’un rationnel, alors v/d est totalement
réel de degré 2 sur Q d’apres 'exemple 1.7 (2). Le corollaire 4.2 montre alors
que V/d est valeur propre d’une matrice de .%3(Q). Néanmoins, comme d est

somme de deux carrés, la proposition 1.4 montre que vd est valeur propre
d’une matrice de .#5(Q).

Le méme phénomene se produit pour v/3. Le corollaire 4.2 fournit I’existence
d’une matrice de .#3(Q) dont V/3 est valeur propre, alors que l'introduction
fournit une matrice de .#3(Q) dont /3 est valeur propre. Notons au passage
que ce dernier résultat est optimal pour /3, puisque v/3 n’est pas valeur
propre d’une matrice de .#5(Q).

En fait, nous avons le théoreme quasi-optimal suivant, dont la démonstration
est extrémement difficile et utilise des outils trés sophistiqués (cf. [2]).

Théoréme 4.9 (Bender). Soit o un nombre totalement réel de degré n > 1

sur Q.

(1) Sin est impair, o est valeur propre d’une matrice de ., (Q).
(2) Sin est pair, a est valeur propre d’une matrice de #5,11(Q).
Remarque 4.10. A T'heure actuelle, on ne sait pas caractériser les nombres

totalement réels de degré n pair qui ne sont pas valeur propre d’une matrice

de Z,(Q).

Nous nous proposons maintenant de retrouver les résultats de I'introduction
en utilisant le point de vue exposé dans cet article.

Soit d = u? 4+ v2. On suppose que d n’est pas le carré d’un rationnel, si bien
que l'on peut supposer que v # 0. Soit f = X2 —d, et soit s : Q[f] — Q
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I'unique forme linéaire telle que
s(I;) =1 et s(Cy) = u.

Il est alors facile de voir que la famille 2 = (I,v"!(uly — Cf)) est une
base bs-orthonormée de Q[f]. La matrice de changement de base est donc

1 v lu
P= 0 —o-1) La remarque 3.5 montre alors que

—v —Uu

—1/,2
Mat(ecf;@)zp—lcfpz< uovT(u d)>,

u —v

et puisque d = u? + v?, on a Mat({c;; B) = <_U —u

> , qui est la matrice
donnée dans 'introduction.

Nous allons maintenant expliquer comme nous avons obtenu la matrice de
#3(Q) de polynome caractéristique égal & X(X? — 3). Soit f = X2 — 3.
Reprenons la forme linéaire ¢t : Q[f] — Q du lemme 4.6. De simples calculs
montrent que ’on a

2 0
Mat(bt;%o) = (0 6) .

Notons maintenant que, sib : V XV — k est une forme bilinéaire symétrique,
et si V possede une une base b-orthonormée, alors le déterminant de n’im-
porte quelle matrice représentative de b est un carré d’un élément non nul
de k. En effet, si & est une base b-orthonormée, on a Mat(b; #) = I,,. Si
maintenant %’ est une base arbitraire de V', et si P est la matrice des vec-
teurs de %' dans la base %, on a Mat(b; #') = P'P, qui est de déterminant
det(P)2.

L’idée sous-jacente est donc de compléter la matrice précédente en une ma-
trice symétrique 3x3 dont le déterminant est un carré, et espérer que la forme
bilinéaire symétrique qu’elle représente admette une base orthonormée. Pour
concrétiser cette idée fort vague, nous allons utiliser la proposition 3.4, avec
r=2,fi=Xet fo = f = X?— 3. Notons que Q[Cx] n’est rien d’autre que
Q (car c’est un Q-espace vectoriel de dimension 1).

Pour appliquer cette proposition, il faut donc trouver une forme linéaire
s : Q x Q[f] — Q appropriée. Afin de poursuivre 'idée précédente, il
semble donc tout indiqué de poser

s((r,x)) = 3r +t(x) = 3r + tr(x) pour tout (r,z) € Q x Q[f].

En effet, si on prend la base & de la remarque 3.5, on voit facilement que
lon a

3
B = Mat(bs; &) = | 0
0

o N O
S O O

qui est de déterminant 62.

Pour alléger un peu la rédaction, nous allons maintenant introduire une
notation commode.
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Si k est un corps, My, My € M,,(k), et si P € GL,(k), on note M; 5 My si
PIMLP = M.

Afin de pouvoir faire les calculs, on va utiliser 'identité suivante. Si d € Q,
et si r =a® 4+ db? on a

r 0\ (10 Q_,la db
0 rd) 5 \0 a) T Ny —a)

On a alors successivement :

2 00 010
(1) B~By=10 3 0],avecP,=1|1 0 0
f 00 6 00 1
1 0 0
2 00 1 2
(2) By~Bs= [0 1 0], avec P, = 0; 3
P2 00 2 o L 1
3 3
100
(3) By~Bs4=10 2 0
f 00 2
1 0 O
1 1
(4) By ~ I3, avec P3 = 0 3 )
Ps T4
0o - —
2 2
En recollant les morceaux, on a donc P!M P = I3, avec
1 2 2 =2
P=PPRPPy=c (0 3 3
2 -1 1

La matrice P est alors la matrice des vecteurs d’une base % dans la base &,
et c’est la base bs-orthonormée recherchée.

La remarque 3.5 montre alors qu'une matrice symétrique de polynéme mi-
nimal ppem (X, X2 — 3) = X(X? — 3) est donnée par

0 0 0 0 1 1
M=P1'lo 0 3|P=|1 -1 0
010 1 01

Remarque 4.11. Les diverses démonstrations et calculs qui précedent peuvent
paraitre un peu miraculeux. En particulier, le théoreme 4.5 et sa démonstration
peuvent sembler un peu sortis de nulle part aux yeux d’un lecteur non-
spécialiste d’algebre bilinéaire, et ce, a juste titre.

Cet état de fait découle directement du parti pris que nous avons choisi,
a savoir essayer de limiter l'introduction de nouveaux concepts au strict
minimum, et de ne pas dépasser le niveau L2 dans I’exposition. Néanmoins,
pour le lecteur curieux de comprendre un peu plus en profondeur, nous
révélons tout ce qui a été caché soigneusement sous le tapis dans 'annexe
B.
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ANNEXE A. DEMONSTRATION DU THEOREME DES QUATRE CARRES

Nous démontrons ici la version rationnelle du théoreme des quatre carrés de
Lagrange (cf. théoreme 4.4), & savoir que tout rationnel positif est somme
de quatre carrés de rationnels.

Notons tout d’abord qu’il suffit de démontrer ce résultat dans le cas des
entiers positifs. En effet, supposons que cela soit le cas, et soit £ € Q un
. L. . , . a .
rationnel positif. On peut alors toujours écrire x = —, ou a, b sont des entiers
positifs et b est non nul. Mais alors, ab = uf + u3 + u3 +u3, u; € Q, et on a
ab w4 ud+uitul o 5 o
l‘:bj: b2 :$1+$2+ZI;3+ZE4,

avec z; = b lu;.

Il suffit donc de démontrer que tout entier n > 0 est somme de quatre carrés
de rationnels. Les cas de 0 et 1 étant triviaux, on peut toujours supposer
n > 2.

Nous utiliserons plusieurs fois, I'identité suivante (due a Euler), un peu ef-
frayante au fond 4, mais qui se démontre aisément en développant tout :

(@7 +yi+27 D)@ +yi+ 23 +13) = (z1m2+v1y2 + 2122 + t1t2)z + (z1y2 —y1z2 +t122 — th2)z
+ (w122 — z1m2 +yite — t1y2)” + (T1t2 — t1x2 + 21y2 — y122)°.

pour tous T1,22,Y1,Y2, 21, 227t17t2 € Q

Autrement dit, un produit de deux sommes de quatre carrés de rationnels
est encore une somme de quatre carrés de rationnels.

On suppose maintenant que I’ensemble des entiers n > 2 qui ne s’écrivent
pas comme somme de quatre carrés de rationnels est non vide, et soit p le
plus petit élément de cet ensemble. Alors, p est premier. Sinon, on aurait
p = ning, avec 2 < nqi,ng < p — 1. Par minimalité de p, ni et ng sont
des sommes de quatre carrés de rationnels, et il est en alors de méme de
p d’apres l'identité d’Euler. Remarquons aussi que p est impair, puisque
2=12+12 402+ 0%

On commence par établir le fait suivant.

Fait. Pour tout nombre premier impair p, il existe des entiers a,b > 0 et
un entier n € [1,p — 1] tels que np = 1 + a? + b%.

Démonstration du fait. Remarquons que pour tous x,y € [[0, %ﬂ , on a

=yt pl=a=y.
En effet, si 22 = y? [p], alors (z — y)(z +y) = 0 [p], soit p | (x — y)(z + y).
Comme p est premier, p | (x —y) ou p | (x +y). Mais, on a
[ty <lz[+ ]yl <p—1<p.

Ainsi, £ y est un multiple de p strictement compris entre —p et p, c’est-a-
dire 0. On a donc soit x = y, soit x = —y. Comme z,y > 0, le second cas
implique x = 0 = y. Bref, dans les deux cas, x = y.

4. Ce qui nous fait dire que le fond d’Euler effraie...
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1
Les P+

entiers a2, a € [[0, %ﬂ sont donc deux a deux non congrus

. +1 . _
modulo p. De méme, les b entiers —b%> — 1, b € HO, %ﬂ sont deux
a deux non congrus modulo p. Par le principe des tiroirs, il existe donc

a,be HO, %}] tels que a? et —b?—1 sont congrus modulo p, ¢’est-a-dire pour

(p—1)
2

2

lesquels a® +b?+1 = np, avec n € Z. Notons que 1 < np < +1 < p?,
et donc que n € [1,p — 1].

Passons maintenant a la démonstration proprement dite. Le fait précédent
montre en particulier 'ensemble des entiers n € [1,p — 1] tels que np est
somme de quatre carrés d’entiers est non vide. Si n = 1, on a une contra-
diction, puisque p n’est pas somme de quatre carrés de rationnels. Ainsi,
n > 2. Comme n < p, n est donc somme de quatre carrés de rationnels par
minimalité de p. Mais alors, n?p = n(np) est somme de quatre carrés de ra-
tionnels d’apres I'identité d’Euler, et il en est de méme de p = (n?)~!(n?p),
d’ou encore une contradiction avec le choix de p.

Ceci achéve la démonstration.

ANNEXE B. TOUT CE QUI VOUS A ETE CACHE...

Le but de cette annexe est donner un point de vue plus conceptuel, mais
plus éclairant, des démonstrations présentes dans cet article.

La premiere notion a introduire est la notion d’isomorphisme entre formes
bilinéaires.

Définition B.1. Soit k£ un corps. Deux formes bilinéaires b : V1 x Vi — k
et by : Vo x Vo —> k sont dites isomorphes s’il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels u : Vi — Vs tel que

bo(u(zx),u(y)) = bi(x,y) pour tous z,y € Vi.
On le note (V1,b1) =~ (Va,b2), voire by ~ be s’ il n 'y a pas de confusion
possible.
En utilisant la définition, on voit facilement que, pour toutes formes bi-
linéaires b: V XV — k, b; : V; x V; — k,i € [1,3], on a :
(1) b~b
(2) Si by ~ by, alors by ~ by
(3) Siby ~ by et by ~ b, alors by ~ bs.
Remarque B.2. Si Vj et V5 sont de dimension finie, et si (Vi,b1) ~ (Va, ba),

alors V; et V5 ont nécessairement méme dimension.

En dimension finie, on a une caractérisation concrete en termes matriciels.
Pour I’énoncer, introduisons une autre définition.

Définition B.3. Soit k un corps. Deux matrices M, My € M, (k) sont
congruentes s’il existe P € GL, (k) telle que P!M; P = My



18 G.BERHUY

On peut alors démontrer le résultat suivant.

Lemme B.4. Soient deux formes bilinéaires by : Vi1 x Vi — k et by :
Vo x Vo — k. On suppose que Vi et Vo sont de dimension finie. Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) (Va,b1) = (Va, b2)

(2) pour toute base %1 de Vi et toute base By de Va, les matrices représentatives

Mat(by, %1) et Mat (b, B2) sont congruentes

(3) il existe une base By de Vi et une base By de Vs telles que les matrices
représentatives Mat(by, %1) et Mat(ba, B2) sont congruentes

(4) il existe une base By de Vi et une base KBy de Va telles que Mat(by, $B) =
Mat(bg, ,%é) .

Notation. Si aq,...,a, € k, on note (ay,...,a,) 'unique forme bilinéaire
sur k" dont la matrice représentative dans la base canonique est la matrice

a

Qn,
Autrement dit, c’est la forme bilinéaire symétrique
K" x k" — k

n
(z,y) — Zaiéviyi-
i=1
Sib:V xV — k est une forme bilinéaire symétrique sur un k-espace
vectoriel V' de dimension finie, il est bien connu qu’il existe une base de V' qui
soit b-orthonormée (lorsque 2 # 0 dans k). En termes d’isomorphisme, cela
se retraduit commue suit : il existe ay,...,a, € k tel que b~ (ay,...,a,).

De méme, on constate que V' possede une base b-orthonormeée si, et seulement
si,onab~(1,...,1).

Remarque B.5. Soient aq,...,a, € k. Pour toute permutation ¢ de ’en-
semble [1,n], on a

<a1, NN ,an> >~ <ag(1), PN ,aa(n)).

En effet, il suffit de faire la permutation appropriée sur les vecteurs de la
base canonique pour s’en convaincre.

On continue en introduisant la notion de somme orthogonale de formes bi-

linéaires.

Définition B.6. Soient b; : V; x V; — k,i € [1,r] r formes bilinéaires.

La somme orthogonale de by, ..., b,, notée (V1,by1) L --- L (V;,b,), ou plus

sobrement b; L --- L b,, est la forme bilinéaire sur V; x --- x V,. définie par
(Vix - xVo)x(Vix--xV,)—k

(@1, e), (Y- t) > > b(i, i)

=1
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La proposition suivante résume les principales propriétés de la somme or-
thogonale.

Proposition B.7. Soientb: V xV — k, b; : V; x V; — k,i € [1,r] des
formes bilinéaires. Alors :
(1) pour tout j € [1,r], isomorphisme évident

(Vix - x V)X (Vigr X x V) =Vi x---x V,

nduit un isomorphisme

(by Lo Lbj) L (bjay Lo Lby) by Looe L by

(2) lisomorphisme évident Vi x Vo ~ Vo x V4 induit un isomorphisme
b1 L by ~by L by

(3) siby >~ by, alorsb L by ~b L by
(4) si Vi et Vo sont de dimension finie, et si B1 = (e1,...,e,) et By =

/

(€],...,€el,) sont des bases de V1 et Vo respectivement, alors la matrice

représentative de by L by, dans la base

% = ((e1,0),...,(en,0),(0,€}),...,(0,€.))

est
Mat(bl;%’l) 0
0 Mat(bz;ﬁg).
En particulier, pour tous ay,...,an,d,...,a, €k, on a
{ay,...,an) L{a},...,al) ~(a1,...,an,dl,....a.,).

Remarque B.8. Le dernier point se généralise bien entendu & r formes
bilinéaires.

Notation. Si r > 1, la somme orthogonale b 1 --- | b est notée simplement
r X b.

On constate alors que la forme bilinéaire symétrique 6, du théoreme 4.5
n’est rien d’autre que 4 x b. On peut alors récrire la démonstration de ce
théoreme comme suit.

Le choix d’une base b-orthogonale (eq, ..., e,) de V donne un isomorphisme
b~(ay,...,a,). Comme les a; sont les valeurs b(e;, e;), on a a; > 0 pour tout
i€ [l,n].

Les propriétés de la somme orthogonale et de la relation d’isomorphisme
entrainent alors la succession d’isomorphismes suinvante :

4xb ~ (ay,...,an) L--- L a1, ... ap)
~ <a1,..., y ATy .y Ap)
= <a1,a1,a1,a1,...,an,an,an,an>

<a’17a17a17a1> J— e J— (anvan)anaan>-

Or, les calculs faits en fin de démonstration montrent alors que (r,r,r,r) ~
(1,1,1,1) pour tout rationnel r > 0.
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On a alors

Axbor (1,1,1,1) Lo L (1,1,1,1) ~ (1,..., 1),
ce qui revient & dire que V* possede une base orthonormée pour la forme
bilinéaire 4 x b.
Il reste & comprendre d’ou peut bien sortir 'isomorphisme (r,r,r,r) ~
(1,1,1,1).

Pour cela, nous allons introduire le concept de forme bilinéaire symétrique
multiplicative. La définition que nous allons proposer est volontairement
beaucoup plus restrictive que la définition officielle, mais elle suffira pour ce
que 'on veut en faire.

Notation. Si b : V x V — k est une forme bilinéaire symétrique, et si
A € kX, on note A\b la forme bilinéaire symétrique

MN:V XV — k
(z,y) — Ab(,y).

Rappelons qu’'une forme bilinéaire b : V' x V' — k est anisotrope si b(x, z) #
0 pour tout € V' \ {0}. On a alors la définition suivante.

Définition B.9. Soit b: V x V — k une forme bilinéaire symétrique ani-
sotrope sur un k-espace vectoriel de dimension finie V' est dite multiplicative
si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(1) il existe xg € V tel que b(zo,z0) =1
(2) pour tout z € V '\ {0}, on a b ~ b(x, x)b.

Remarque B.10. L’expression « forme multiplicative > est justifiée par le

constat suivant. Soit z € V'\ {0}, et soit u, : V -3 V un isomorphisme tel

que b(x, x)b(y, z) = b(uz(y), uz(2)) pour tous y,z € V. En particulier, on a
b(x, 2)b(y,y) = b(ux(y), uz(y)) pour tout y €V,

et 'ensemble {b(z,z) | x € V' \ {0}} est stable par produit.

Exemple B.11. La forme (k, (1)) est multiplicative. Elle est clairement
anisotrope, b(1,1) = 1, et pour tout € k*, on a

2 2
(1)1 = (%) ~ (1),
le dernier isomorphisme étant induit par la multiplication par x dans k.

Théoreme B.12. Soit b : V x V. — k une forme multiplicative, et soit
dek*. Sib L db est anisotrope, elle est multiplicative.

Remarque B.13. Le lecteur pourra retrouver toutes les notions et résultats
introduits ici dans [4], par exemple.

Si k = Q, 'exemple et le théoreme précédents appliqué a b = (1) et a
d = 1, montrent que (1,1) est multiplicative. Une utilisation répétée de
ce méme théoréme montre alors plus généralement que b, = 2™ x (1) est
multiplicative.
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Comme les valeurs by, (z,z) sont exactement les sommes de 2™ carrés de
rationnels, on en déduit que si a est somme de 2™ carrés, alors

9™ % (@) = a(2™ x (1)) ~ 2™ x (1).

L’isomorphisme utilisé dans la démonstration du théoreme 4.5 s’explique
alors par le théoreme de Lagrange et 1’isomorphisme précédent pour m = 2.
La multiplicativité de b, implique également que le produit de deux sommes
de 2™ carrés est une somme de 2" carrés, ce qui explique l'existence de
I'identité d’Euler.

Nous finissons ce paragraphe en réinterprétant le calcul d’une matrice de
Z3(Q) de polynéme minimal X (X2 —3). Si f = X2—3,etsit: Q[f] — Q
est la forme linéaire

t: Qlf] — Q

r — tr(z),

on a by >~ (2,6). Comme on 'a déja constaté, si V' admet une base ortho-
normée pour une forme bilinéaire symétrique b : V x V. — Q, alors le
déterminant de la matrice représentative de b dans n’importe quelle base
de V est un carré non nul. En particulier, si (ai,...,a,) ~ n x (1), alors
ai - a, est un carré non nul.

Or, il est facile de voir que si 'on considére r formes linéaires t; : Q[f;] — Q,
etsi(t1 @ - @t): Qfr] x -+ x Q[fr] — Q est la forme linéaire définie

par
t

(t1® @t (r1,. . x) = th(xz) pour tout z; € Q[fi],
i=1
alors btl@"'@tr = bt1 4L btr-
Ceci explique le choix de la forme linéaire s : Q x Q[f] — Q. On a en fait
pris s = (3Idg) @ ¢, afin d’obtenir

bs = batager = (3) L b =~ (3) L (2,6) ~ (3,2,6).

Remarquons que l’on a bien 3-2-6 = 62. Notons que le théoreme B.12 im-
plique que pour tout rationnel d > 0, et pour tout r € Q* de la forme
r=a®+db? on a

(ryrdy = r(l,d)y ~ (1,d),
ce qui explique les égalités matricielles un peu sorties du chapeau dans le
paragraphe 4.

Mais alors, on a

(3,2,6)

11111
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Ceci résume les calculs effectués a la fin du paragraphe 4 de maniére plus
conceptuelle. Notons néanmoins que ce point de vue ne donne pas une base
orthonormée concrete. Pour en calculer une, il faut expliciter chaque isomor-
phisme, et c’est d’ailleurs exactement ce que 'on a fait.
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